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Rezumat. In articol este analizatd o modalitate de tratare didactica a conceptului ,,simediana triunghiului”.
Sunt expuse opiniile autorilor privind transpunerea didactica a continuturilor si realizat design-ul unei
activitati extracurriculare cu elevii capabili de performante inalte la matematica.

Cuvinte cheie: competentd matematica, imbogatire curriculard, linii i puncte importante in triunghi,
simediana.

ASPECTS OF THE DIDACTIC TRANSPOSITION
OF THE CONTENTS FOR THE EXTRACURRICULAR ACTIVITY
IN MATHEMATICS. SIMEDIANS OF THE TRIANGLE

Abstract. The article analyzes a method of didactic treatment of the "symmedian" concept. The opinions
of the authors regarding the didactic transposition of the contents are presented and the design of an
extracurricular activity with students capable of high performance in mathematics is carried out.

Key words: mathematical competence, curriculum enrichment, lines and important points in the triangle,
symmedian.

Transpunerea didacticd a continuturilor matematice savante constituie una dintre
abilititile importante care trebuie dezvoltati la viitorii profesori de matematica. In
Didactica matematicii cunoasterea are origine Tn matematica teoretica, dar se realizeaza
conturand traseul in ,,calatoria cunoasterii” de la sursele sale stiintifice la programe si
manuale. Predarea matematicii se poate concentra foarte repede pe obiecte ale cunoasterii,
din cauza invariantei lor. O conceptualizare puternicd a continuturilor matematice apare
foarte importantd pentru pregitirea profesionali a cadrelor didactice. In procesul de
invatare a matematicii, elevul cu abilitati mai pronuntate nu trebuie numai sa urmareasca
si sa inteleaga rationamentele profesorului, ci este indicat ca el sa parcurga sub indrumarea
acestuia un traseu de cunoastere, avand multiple puncte comune cu cel care are loc in
mintea creatorului de matematica.

Expunem 1n continuare design-ul unei activitati extracurriculare cu elevii capabili de
performante 1nalte la matematicdA 1n vederea familiarizarii elevilor cu notiunea de

simediana si unele aplicatii ale ei la rezolvarea problemelor in clasa a IX-a. Subiectul lectiei
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este ,,Simedianele triunghiului. Proprietati” si se referd la unitatea de invatare: ,,Relatii
trigonometrice in triunghi”.
Obiective:
1.1. Aplicarea unor metode diverse pentru determinarea unor distante, a unor masuri de
unghiuri.
1.2. Interpretarea coliniaritatii, concurentei sau paralelismului in relatie cu proprietatile
unor configuratii geometrice.
1.3.Identificarea conditiilor necesare pentru ca o configuratie geometricd sa verifice
egalitatea unor rapoarte de lungimi, de masuri ale unghiurilor.
1.4. Aplicarea elementelor de trigonometrie si a relatiilor de asemdnare la rezolvarea
problemelor de loc geometric.
Tipul lectiei: Lectie de formare a capacitatilor de aplicare a cunostintelor.
Tehnologii didactice:
1. Forme: frontald; modelul Proctor; activitate independenta.
2. Metode: metoda exercitiului; metoda lucrului cu textul matematic; dezbateri; tehnica
Graficul conceptual.
1. Evocare (20 minute)
Rezolvarea problemelor (oral).

1. O — centrul semicercului. 2. In triunghiul ABC:

TU — bisectoarea £STQ.

T O, — simetrica TO in raport cu TU.
Aflati masura unghiului ¢.

Care este tipul triunghiului T0; Q.

; VG T

AF — bisectoare a unghiului ZBAC

AM; simetrica AM in raport cu AF
Calculati masura unghiului ¢.

3.AABC, AF — bisectoare a unghiului ZBAC
AM;, simetrica AM 1n raport cu AF

Exprimati masura unghiului ¢ prin intermediul
unghiurilor «, 3, 7.

4. AABC,D € AC,E € AB,F € BC.

AE,D €w,B,E,F €w,,C,F,D € w3,

w; Nw, = {M}.

Formulati o afirmatie privind pozitia relativa a

cercurilor wq, w5, ws.

C -~~~
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5. In figura dati DB este tangentd la cerc. | 6. In figura dati DB este tangenti la cerc,
AC =m,CD =n.

Stabiliti care este lungimea segmentului DB.

Identificati triunghiuri asemenea.

D
C

e

| —

2. Realizarea sensului (30 minute)
Teorema Steiner. Fie triunghiul ABC si punctele M, N € [BC]. Dacda «LMAB = «NAC,

Demonstratie.
Realizdm urmatoarele constructii suplimentare BE || AC si CF || AB (unde BE N AM =
{E} si CF n AN = {E}).

Vom expune demonstratia in doud coloane.

Constatari Argumente
1. £ABE = £ACF 1. Unghiurile au laturi paralele.
2. «zMAB = £NAC 2. Din ipoteza.
3. AABE~AACF 3. Din primele doud constatari.
4 BE _ 4B 4. Din asemanarea AABE~AACF.
CF~ AC
5. ABME~ACMA 5. Din teorema fundamental a asemanarii (BE || AC).
6. M _ BE 6. Din asemanarea ABME~ACMA.
CM ~ AC
7. ABNA~ACNF 7. Din teorema fundamental a asemanarii (CF || AB).
g BN _ 4B 8. Din aseméanarea ABNA~ACNF.
CN ~ CF
g BM BN _BE AB _ BE AB 9. Produsul rapoartelor din constatarile 6 si 8.
CM CN AC CF CF AC
10 BM BN _ AB? 10. Din constatarile 4 si 9.
) CM CN  AC?
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Definitie. In geometrie, simedianele sunt trei linii particulare asociate fiecirui triunghi,
construite prin reflectarea simetrica a fiecarei mediane a triunghiului in raport cu
bisectoarea care porneste din acelasi varf.
Vom mentiona trei proprietati de bazd ale simedianei, care vor fi folosite in
continuare.
Proprietatea 1. Bisectoarea unghiului ZBAC este si bisectoarea unghiului dintre mediana
AM si simediana AN ale triunghiului ABC.
Proprietatea 2. Cele trei simediane ale triunghiului sunt concurente in punctul lui Lemoine.
Ross Honsberger a numit existenta acestui punct ,,una dintre bijuteriile din coroana
geometriei moderne”.

2
Proprietatea 3. Simediana AD Tmparte latura BC in raportul %. (Rezulta din teorema lui

Steiner).
Acum putem trece la demonstrarea unei leme, pe care o vom folosi in rezolvarea mai
multor probleme.

Lema. Fie ABC un triunghi inscris in cercul I'. Fie tangentele la I' in punctele B si C se

4 -

intersecteazd in punctul D. Atunci AD coincide cu simediana
triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie O centrul cercului I' si fie @ cercul de
centru D si raza DB. Notam cu P si Q intersectiile dreptelor
AB 1 AC cu w. Din

m(4PBQ) = m(4BQC) + m(4BAC) = DEERO+MEB0C) _

2
90°, rezulta ca PQ este diametrul in o si, deci, trece prin D.

Cum 2ABC = £AQP si LACB = £APQ, obtinem cd AABC ~
AAQP. Dacd M este mijlocul lui BC, atunci punctele M si D
sunt corespunzdtoare in triunghiurile asemenea ABC si AQP,
de unde £BAM = £QAD, adica AD este simediana triunghiului ABC.

Incepem cu cateva probleme simple care ilustreaza unele aplicatii ale lemei

mentionate.

Problema 1. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4
inscris 1n cercul w. Tangentele n punctele 4 si B la w se
intersecteaza in P. Sa se arate ca dreapta PC trece prin
mijlocul inaltimii din varful 4.

Gazeta Matematica
Demonstratie. Fie D piciorul indltimii din varful 4,
{L} = AB N PCsi{K} = CP n AD.
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Din lema obtinem cd CL este simediana triunghiului ACB. Deci,

LB BC*®
LA~ AC?.
Aplicdm teorema lui Menelaos in triunghiul ABD pentru transversala CKL si obtinem
KA ] o . Lg — KD CD _ L CD ‘ BC* ~CD-BC
KD OB LA KA CB LA OB AC? AC?
Din teorema catetei avem AC? = CD - BC. Inlocuind in (*) obtinem KA = KD.

g.e.d.

Observatie. Daca M este mijlocul laturii BC, atunci ZMAB = 4B = £CAD, deci AD este
simediand. Cum K este intersectia simedianelor CP si AD, obtinem ca intr-un triunghi
dreptunghic punctul lui Lemoine este mijlocul inaltimii duse din unghiul drept.
Problema 2. Trei puncte 4, B, C se afla, in aceasta ordine, pe o dreapta. Fie I un cerc care
trece prin 4 si C cu centrul M situat in exteriorul dreptei AC, punctul E este intersectia
tangentelor la cerc, trasate prin 4 si C, iar cercul I intersecteaza segmentul EB in F. Sa se
demonstreze cd intersectia bisectoarei unghiului AFC cu dreapta AC nu depinde de alegerea
cercului I'.

IMO, Shortlist, 2003
Demonstratie. Fenomenul poate fi observat in dinamici folosind diverse aplicatii soft. In

imaginile sunt prezentate doud situatii realizate in Geogebra.
E

-2

-1 M = (0, -5)

M = (0, -2)
-2X

FA®> AB .
— = —, adica
Fc?2  BC

valoarea raportului FA: FC este o valoare constanta. Insa, daca G este piciorul bisectoarei

Conform lemei obtinem cd F'B este simediana In triunghiul AFC, de unde

DA . AG _ FA : : o .
din varful F, atunci o = 7 = const. Prin urmare, bisectoarea unghiului 4F'C intotdeauna

trece printr-un punct fix de pe dreapta AC.
q.e.d.
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Problema 3. Patrulaterul ABCD este inscriptibil. Tangentele
la cercul circumscris patrulaterului in punctele 4 si C se
intersecteaza in punctul P care nu apartine dreptei BD, astfel
incat PA%2 = PB - PD.Si se demonstreze ci segmentul BD
injumatateste segmentul AC.

Olimpiada Republicii Moldova, 2006 A

Demonstratie. Fie dreapta PD intersecteaza cercul

circumscris patrulaterului a doua oard in punctul D. Din
puterea punctului avem:
PD'-PD = PA*> = PB-PD & PD’' = PB.
Atunci, din motive de simetrie, obtinem ca ABD'C este

trapez isoscel. Fie O mijlocul diagonalei AC. Din lema

obtinem cd PD' este simediana in triunghiul ADC, deci ZADO = 2DDC = £ADB.

Deci, punctele B, O, D sunt coliniare, adica dreapta BD injumatateste diagonala AC.
q.e.d.

3. Reflectie (30 minute)

Mai jos prezentdm inca cateva aplicatii interesante, in care necesitatea de a folosi
lema de mai sus este mai dificil de observat sau aplicatia sa nu duce la rezolvarea directa a
problemei propuse.

Vom realiza urmatoarea etapa a lectiei conform Modelului Proctor. Clasa va fi
divizata in trei subgrupe: A, B, C. Fiecare grup va rezolva o problema timp de 15 minute.
Grupele care au gasit solutia pe parcursul celor 15 minute (sau mai devreme) — vor prezenta
problema si solutia intregii clase (timp de 5 minute). In cazul in care grupul nu reuseste si
rezolve problema, ei vor avea acces la consultatia unui expert care cunoaste solutia si le va
oferi sugestii suficiente pentru rezolvare.

Problema grupei A. Fie ABC un triunghi cu AC = BC. Fie P
un punct in interiorul triunghiului astfel incat £PAB = 2PBC.
Daca M este mijlocul lui 4B, sd se arate cd unghiurile APM si
BPC sunt suplementare.

Olimpiada Polonia, 2000, Moldova, 2006
Demonstratie. Fie o cercul circumscris triunghiului APB. Din .
2LCAP = £PBA s1 £CBP = £PAB rezulta ca dreptele AC si BC
sunt tangente la . Notam {D} = CPNAB. Atunci, din Lema <\
obtinem ca PD este simediana triunghiului APB, adica £APD 4 D M B
= £MPB. Deoarece unghiurile APC si APD sunt suplimentare, rezultd ca unghiurile APC
si MPB sunt de asemenea suplementare, de unde m(2A4APM) + m(£BPC) = 180".

q.e.d.

128



Aspects of the didactic transposition of the contents
for the extracurricular activity in mathematics. Simedians of the triangle

Problema grupei B. Doua cercuri se intersecteaza in punctele 4 si B, iar una din tangentele
comune intersecteaza cercurile in punctele P s1 Q. Tangentele in punctele P si Q la cercul
circumscris triunghiului APQ se intersecteaza iin S, iar H este simetricul punctului B fata
de dreapta PQ. Demonstrati cd punctele 4, S si H sunt coliniare.

Baraj Vietnam, 2001
Demonstratie. Presupunem ca B este mai
aproape de dreapta PQ decat A4 (celdlalt caz se
rezolva analog). Fie {R} = PO N AB. Atunci
din puterea punctului R avem

RP?=RB - RA = RQ?,

deci, AB este mediana in triunghiul APQ.

Din faptul ca PQ este tangenta comuna
obtinem
m(4PHQ) = m(4PBQ) = 180° —
m(4BPQ) — m(4BQP) = 180° —
m(4PAB) — m(4QAB) = 180° —
m(4PAQ).
Prin urmare punctul A apartine cercului circumscris triunghiului 4PQ. Atunci
£BAQ = 4PQB = £HQP = £HAP.
Din faptul ca 4B este mediana si ZBAQ = 2HAP obtinem ca AH este simediana

triunghiului PAQ. Insa, conform lemei, AS este de asemenea simediand, de unde rezulta ca

dreptele AH si AS coincid, adicd punctele 4, H si S sunt coliniare.
q.e.d.

Problema grupei C. Triunghiul ABC este inscris 1n cercul w. Tangentele la @ in punctele
B si C se intersecteazd in 7. Punctul S se afld pe semidreapta (BC, astfel incat AS L AT.
Punctele B si C; se afld pe semidreapta (S7, Ci se afla intre B si S, astfel incat
B\T=BT=CiT. Sa se arate ca AABC ~ AAB,C;.

Baraj SUA, 2007
Demonstratie. Fie M mijlocul laturii
BC. Din lema obtinem ca AT este
simediana in triunghiul ABC. Fie AT
intersecteazd @ in F. Avem £BAF =
£LMAC si £4BFC = £BCA , deci,

ABFA ~ AMCA (UU), de unde == =
AB

= (D

BF’

Cum £TBF = £BAT, obtinemca g H T C S
ATBF ~ ATAB, de unde:
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AB _ AT

BF BT 2)
Din relatiile (1) si (2) obtinem 2= = 2 = 2L & 2% - M¢ 3)
MC BT CT AT T

Triunghiul BTC este isoscel, deci £TMC = 90°= £TAS, adica patrulaterul TMAS este
inscriptibil. Atunci ZAMC = 2ATC;. (4)
Din (3) si (4) obtinem ca AAMC ~ A ATC, (LUL).

BC _ 2MC _ AC
B,C;  2C,T  ACy

Asadar, AABC ~ AAB,C, (LUL).

Prin urmare ZACB = £ACT si

q.e.d.
4. Extindere
Extinderea cunostintelor despre simediane si diverse locuri geometrice legate de ele o vom
face prin familiarizarea (fard demonstratie) cu urmatoarea teorema.
Teorema (Lemoine). Fie K punctul lui Lemoine in
triunghiul ABC. Punctele in care perechile de laturi sunt
taiate de catre paralelele la laturile ramase, care trec

prin K, se afla pe un cerc, numit Primul cerc al lui

Lemoine. Centrul acestui cerc este mijlocul lui KO,

unde O este centrul cercului circumscris triunghiului *
ABC.
Figura aldturata executata in aplicatia Geogebra

permite vizualizarea rezultatului enuntat n teorema.

Problema 7. Fie w cercul circumscris triunghiului
ascutitunghic ABC. Tangentele la w 1n B si C se intersecteazad in P, iar AP intersecteaza
latura BC in punctul D. Punctele E si F'
sunt situate pe laturile AC si AB astfel
incat DE || AB si DF || CA.

Sa se arate ca punctele F, B, C si
E sunt conciclice.

Baraj China, 2005

Demonstratie. Din lema obtinem ca AD

este simediana triunghiului ABC. Fie

K € AD punctul Ilui Lemoine al
triunghiului ABC. Prin punctul D
ducem paralele la dreptele BK si CK,

care intersecteaza prelungirile laturilor
AB si AC in punctele B’ si C'respectiv.
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Fie M\ mijlocul laturii AC, iar M> mijlocul segmentului AC". Din % =2 = :—;, rezulta ca

AD
BC || B'C'.
Atunci BM; | B'M, si 2M>)B'A=+MBA=+2CBK=+2CBD.

Obtinem ca B’D este simediana in AB'C. Analog si C'D este simediand, de unde
obtinem ca D este punctul lui Lemoine al triunghiului AB'C". Fie O,O’ centrele cercurilor
circumscrise triunghiurilor ABC si AB'C'respectiv. Cum DF || AC', DE || AB'si BC || B'C’,
obtinem ca punctele B, F, E si C sunt situate pe primul cerc a lui Lemoine al triunghiului
AB'C'. Atunci punctul 4;, centrul acestui cerc, este mijlocul segmentului DO'. Din BC ||
B'C' rezultd ca punctele O, O, A sunt coliniare si DO’ || KO. Prin urmare, dreapta A4,
injumatateste segmentul KO. Analog demonstrdm ca si dreptele BB si CCi trec prin
mijlocul segmentului KO.

Observatia 1. Exista o solutie mai simpla.
Fie M mijlocul laturii BC. Fie {L} = ADNFE. Cum AFDE
este paralelogram, obtinem cd FL = LE.

Fie cercul circumscris triunghiului BFC intersecteaza
latura AC in E'. Fie L'mijlocul segmentului FE'. Patrulterul
AFE'C este inscriptibil, deci LAE'F = £B si LAFE'= £C,
de unde AFE ~ ACB. Punctele M si L'sunt corespunzatoare
in triunghiurile ABC si AFE, deci £BAM = £L'AE, adica

punctul L apartine simedianei AD. Prin urmare, punctele 4,

L si L' sunt coliniare, insa, din faptul ca LL este linie
mijlocie in triunghiul E'FE obtinem ca AL’ |l AE ,
contradictie.
Asadar L' coincide cu L si E' coincide cu E.
Observatia 2. Problema este un caz particular al urmatoarei afirmatii: Simediana AD a
triunghiului ABC injumatateste segmentul EF, E € (AB) si (F) € (AC), daca si numai daca
patrulaterul BEFC este inscriptibil.
q.e.d.
5. Evaluare. Se propune completarea graficului conceptual, elaborat in baza

proprietatilor conceptelor noi.

Proprietatile Conceptul 1 Conceptul 2 Conceptul 3
1.
2.

6. Tema pentru acasa
a) Sistematizarea cunostintelor teoretice la tema.
b) Explicitarea detaliatd in scris a solutiilor problemelor rezolvate in grup in cadrul

lectiei.
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c) Problema. Fie ABC un triunghi scalen ascutitunghic si
fie M, N si P mijloacele laturilor BC, CA si CB respectiv. ,
Mediatoarele laturilor AB si AC intersecteaza dreapta | P N
AM in punctele D si E, iar dreptele BD si CE se taie In ’
F. Sa se arate ca punctele 4, N, F'si P se afla pe un cerc. '
US4 MO, 2008
Demonstratie. Fie O cercul circumscris triunghiului 4BC.
Evident ca patrulaterul APON este inscriptibil (2APO =
2ANO = 90° ). Notaim cu F’ intersectia cercurilor
circumscrise triunghiurilor APN st BOC. Fie OM
intersecteaza cercul circumscris triunghiului BOC in Q. Cum
OQ este diametru obtinem ca 20CQ = £0BQ = 90°, adica 0
dreptele QC si OB sunt tangente la cercul circumscris triunghiului ABC. Din £0F'Q = 90°

si ZOF'A = 90° obtinem ca punctele A4, F' si Q sunt coliniare. Prin urmare, din lema rezulta
cd AF'este simediana triunghiului ABC. Atunci ZBAF' = £MAC si
m(4F'CA) = m(4ACB) —m(4F'CB) =
= m(4ACB) — m(4AQB) = m(4C) — (180° — m(4QBA) — m(4BAF")) =
= m(4ACB) + (m(3ABC) + m(4QBC)) — 180° + m(4BAF") =
= m(4ACB) + (m(4B) + m(8A4)) — 180° + m(AMAC) = m(£MAC) = m(4FAC).

Asadar, punctele F, F'si C sunt coliniare. Analog demonstram ca punctele F', F si B
sunt coliniare.

In concluzie F = F'si punctul F apartine cercului circumscris triunghiului APN.

q.e.d.

Cercetarile au fost efectuate in cadrul Programului Institutional de Cercetare al Universitatii de
Stat din Moldova pentru anii 2024-2027, subprogramul 011303, "SATGED"
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