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Rezumat. Studiul functiilor elementare este una dintre principalele linii tematice ale cursului preuniversitar
de matematica. In acelasi timp, conceptul de functie si conceptele aferente (domeniu, multimea valorilor,
grafic) reprezinta conceptele cele mai dificile pentru elevi. Lucrarea prezinta analiza formarii conceptului
de multimea valorilor functiei si sintetizeaza metode de determinare ale ei pentru diferite functii. Exemplele
de utilizare a multimii valorilor functiei vor fi utile atat pentru Intelegerea si extinderea conceptului, cat si
pentru dezvoltarea capacitatilor matematice ale elevilor dotati.

Cuvinte cheie: studiu de functie, multimea valorilor, extreme ale functiei, metode de stabilire a extremelor,
functie in scoald.

THE SET OF A FUNCTION VALUES: METHODOLOGICAL
AND CALCULATION ASPECTS

Summary. The study of elementary functions is one of the main thematic lines of the pre-university
mathematics course. At the same time, the concept of function and related concepts (domain, set of values,
graph) represent the most difficult concepts for students. The paper presents the analysis of the formation
for the concept of the set of function values and synthesizes its determination methods for different
functions. Examples of the use for the set of function values will be useful both for understanding and
expanding the concept, and for developing the mathematical capabilities of gifted students.

Keywords: functions study, set of values, extreme values of the functions, methods of determining the

extreme values, functions in school.

Curriculum-ul disciplinar la matematica, in ultima sa variantd din 2019, a pastrat
aproape intactd linia tematicad Functii. Etapa propedeutica de studiere a acestui subiect
incepe 1n clasele primare, unde deja in clasa a II-a se studiazd dependenta dintre pret si
cost, la o cantitate fixatd, sau dintre pret si cantitate la un cost fixat. Studierea diferitor
dependente continud in clasele urmatoare, astfel incat sd se soldeze cu introducerea
oficializatd a conceptului de functie in clasa a VII-a, unde pentru studierea acestui subiect
sunt rezervate mai mult de 20 de ore. Intr-o unitate de invitare separati se lucreaza la
formarea conceptului de functie si conceptelor aferente: domeniu, codomeniu, grafic. De
asemenea, din clasa a VII-a incepe studierea primelor functii elementare: functia de gradul
I si functia proportionalitate directa. In clasele gimnaziale urmitoare aceasta linie tematica

se completeazd cu unele proprietdti ale functiei, cu noi functii elementare (radical,
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proportionalitate inversd, functia de gradul II etc.) si, evident, cu sarcini tot mai complicate
referitoare la functii. Apogeul studiului functiilor elementare revine clasei a X-a, unde se
generalizeaza conceptul de functie si conceptele aferente, se studiaza proprietatile lor, se
formuleaza algoritmul deplin de studiu al functiei. Functiile elementare studiate in clasa a
X-a umanista (putere, radical, exponentiala, logaritmica) la profilul real sunt completate cu
functiile trigonometrice directe si inverse [1, 2, 3]. Astfel, elevilor ar trebui sa li se formeze
un bagaj de functii elementare, cunoasterea profundd a cdrora ar asigura rezolvarea
diferitor sarcini destul de complicate. in acelasi timp, atat rezultatele examenelor de
absolvire a gimnaziului, a examenului de Bacalaureat la matematica, cat si experienta de
lucru cu anul I a specialitatilor cu tangente in stiinte reale, demonstreaza prezenta unor
carente foarte serioase in solutionarea sarcinilor referitoare la functii. Astfel, se impune sa
se acorde o atentie deosebita studierii functiilor atat la etapa de formare a conceptelor, cat
si la etapa dezvoltarii abilitatilor de utilizare a proprietatilor functiilor elementare pentru
rezolvarea diferitor sarcini complexe si nonstandard.

Unul din conceptele aferente conceptului de functie mai putin inteles de elevi si
elucidat in literatura de specialitate, dar in acelasi timp foarte interesant si util, este
conceptul multimea valorilor unei functii. Fiind definita la prima aparitie in manualul de
matematica pentru clasa a VII-a [4] casi E(f) = {y /y = f(x),xeX,yeY }, unde X este
domeniul de definitie al functiei, iar ¥ — domeniul de valori al ei, conceptul nu obtine
dezvoltare sau precizare decat Tn manualul pentru clasa a X-a [5], fiind numit si imaginea
functiei.

In cazul, cand functia este definitd grafic, multimea de valori poate fi determinata,
citind intervalul de valori al functiei de la punctul de minim global pe domeniul de definitie
panad la punctul de maxim global, cu conditia, ca functia primeste toate valorile dintre cele
doua puncte de extrem. De exemplu, in fig.1., pe care este reprezentatd o functie definita
pe D(f) =[ —4;5) se citeste clar ca cea mai mica valoare functia o obtine in punctul
(—4, —3), iar cea mai mare — in punctul (—2, 3), adica multimea de valori a acestei functii
este E(f) =[— 3,3].

xy

-3

Figura 1. O functie definita grafic
(sursa https://neofamily.ru/matematika-profil/task-bank/60954)
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Dar de cele mai multe ori In exercitii se solicitd stabilirea multimii valorilor functiilor
definite analitic. In asemenea caz pot fi folosite mai multe scenarii de actiune, care depind
de insasi functia corespunzatoare si cunostintele si abilitatile elevilor la moment.
Exemplul 1. De determinat multimea valorilor functiei f:[ — 1, 1]R, f(x) = x2 + 2.
Metoda 1. Observam, ca functia respectiva este o functie de gradul 2, cu coeficientul
superior a = 1, b = 0, ¢ = 2. Corespunzator, graficul ei este parte de parabola cu ramurile
in sus, cu varful in p. (0,2), simetrica fatd de OY. Domeniul de definitie indicat D(f) = [ —
1; 1] este simetric fatd de varful parabolei, care apartine axei OY. Deci, cea mai mica
valoare a functiei se obtine 1n varful parabolei, iar cea mai mare — la capetele domeniului
de definitie, pentru x = 1 sau x = —1. Astfel vom obtine E(f) = [2; 3].

Metoda 2. Functia respectiva este o functie pard, adica f(—x) = f(x) si domeniul de
definitie al ei este simetric. Deci, este suficient sd analizam valorile functiei pe [0;1], unde
functia este strict crescatoare. Cea mai mica valoare a functiei pe [0;1] este pentru x =
0=f(0) = 2; cea mai mare — f(1) = 3. Prin urmare, E(f) = [2;3].

Metoda 3. Notim: f(x) = t. Atunci, x? + 2 = t&x? =t — 2. Deoarece D(f) = [ —
1;1]six>>20=0< t—2 <1 &te[2;3]sau E(f) = [2; 3].

Astfel de exemple de calcul a multimii de valori ale functiei pot fi propuse in
gimnaziu, dupa studierea functiei de gradul 2.

Pentru cazuri mai complicate, in clasele liceale, poate fi utilizata o trecere succesiva
prin cateva etape de utilizare a proprietatilor functiilor elementare, asociate cu transformari
elementare ale inegalitatilor.

Exemplul 2. De determinat multimea valorilor functiei f: R—R, f(x) = 8 — 0,7cos 7x.
Rezolvare: In expresia analiticd a functiei observam functia trigonometricd f (x) = cos x,
care are in calitate de multime de valori segmentul [ — 1; 1]. Indiferent de expresia, care
descrie argumentul, aceasta functie va pastra aceeasi multime de valori. Astfel, —1 <
cos 7x < 1. Inmultind toate partile inegalititii duble mai intai cu -0,7, apoi adunand cu 8
vom obtine:0,7 > — 0,7cos7x > — 0,7 < 8,7 28 — 0,7cos7x >7,3. Astfel, E(f) =
[7,3; 8,7].

Sarcini, ce presupun determinarea multimii valorilor functiei In manualele de
matematicd gimnaziale sunt foarte putine. Astfel, In manualul de matematica pentru clasa
a VlI-a (a.e.2023) si in manualul de matematica pentru clasa a 1X-a (a.e. 2024, [4]) sunt
doar cate un exercitiu de acest tip. Orice profesor de matematica constientizeaza, ca asa un
volum de exercitii nu asigurd nici intelegere conceptului si nici formarea abilitatilor de
utilizare a acestui concept in contextul rezolvarii diferitor sarcini referitoare la functii.

Exemplele, rezolvate mai jos vin sa demonstreze diapazonul posibil de sarcini de
calcul a multimii valorilor functiei st metodele de calcul ale ei. Aceste exercitii si altele de
acest tip pot deveni un argument in favoarea acorddrii unei atentii suplimentare acestui

concept, prin abilitdtile de gindire matematicd pe care trebuie sa le demonstreze
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rezolvitorul in cadrul rezolvarii acestor sarcini, pornind de la un concept aparent foarte
simplu. Langa fiecare exemplu este indicat profilul clasei liceale, pentru care exercitiul
respectiv poate fi propus in conditiile curriculum-ului disciplinar 2019.
Exemplul 3 (clasa a X-a, profil umanist si profil real). De aflat multimea valorilor functiei
f(x):R—=R, f(x) =x*+ (1 —x)*
Rezolvare: Efectudm transformari elementare ale functiei, folosind formulele Tnmultirii
prescurtate:  f(x)=x*+ (1 -0)*=G&*"-D+Gx-D*+1=Cx -3 +x*+
x+1D)++(x -3 —-3x>+3x—-1)+1=(x—-1)2x3>—2x*+4x)+1 =

=2(x*—-x+1-1) (xX*—-x+1+1D+1=2[x*-x+1)?-1]+1

< f)=2(x* —x+1)*—1.

Este evident ca functia datd obtine valoarea minimald 1n acelasi timp cu functia y =

(x? — x + 1)%. Insi deoarece x? —x + 1 > 0 pentru orice x, atunci este suficient si
calculam acele valori ale lui x, pentru care functia f(x) = x?> — x + 1 obtine minimum.

4
g . .. 1 : 1 1
Aceastd functie are minimum pentru x =5 - Prin urmare, fim =f (—) = (—) +

2 2
(- -2

2 8
Valoarea maximali a functiei este determinati de puterea cea mai mare a necunoscutei (x*),
care are coeficient pozitiv, in consecinta functia creste nemarginit.
Astfel, multimea valorilor functiei date, care este o functie continua in baza formulei sale
analitice, este E(f)=[1/8;+x).
Exemplul 4 (clasa a X-a, profil umanist si profil real). De calculat multimea valorilor
x%-1
x2+1

Metoda 1. Scriem relatia dati astfel: (y — 1)x* + (y + 1) = 0, (1). Din aceasta relatie

functiei y =

: g : : . 1 : 1
este evident, cd y # 1. Din egalitatea (1) determinidm x? = Y Prin urmare, ;—z > 0 sau

(1+Y)(1_)’) = O,adicél—yz > Osauy2 <1.
Deci, -1 <y < 1. Insa deoarece y# 1,rezultd —1 <y < 1,adica E(f) = [— 1;1).

Metoda 2. Observam, ca functia initiala y = z

1 . . D
7, feprezintd un raport algebric. Evidentiem
X

2
x2+1

in el intregii prin impartirea polinoamelor. Obtinem y = 1 —

Deoarece 1 < x% + 1 < oo, atunci fractia

(0;2],iar E(f) = [-1;1).
Exemplul 5 (clasa a X-a, profil umanist si profil real). Sa se calculeze multimea valorilor

a1 obtine toate valorile pe semiintervalul

x%+x+1

functiei y = IR
Metoda 1. Observim, cd numitorul expresiei analitice a functiei este x? —x + 1> 0
pentru orice valoare a variabilei, astfel putem scrie relatia functionald data astfel:

yx?—x+1)—-(x*+x+1)=0sau(y—Dx*—(y+Dx+y—1=0.
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Daca y = 1, atunci x = 0. In caz contrar, putem privi ecuatia anterioara ca si o ecuatie de

y+1+y/-3y2+10y-3
= n

gradul 2 cu parametrul y, pe care rezolvand-o vom obtine pe x; , = 2-1)

calitate de zerouri a functiei asociate acestei ecuatii.

Pentru ca zerourile functiei si fie reale, este necesar si suficient, ca —3y% + 10y — 3 > 0,
sau 3y? —10y+3 <0 < 3 (y—%) (y — 3) <0, de unde rezulta ca % <y < 3, adicd
E(f) =1[1/3;3].

Exemplul 6 (clasa a X-a, profil real). Determinati multimea valorilor functiei pe domeniul
1

el maxim de definitie y = —; —.
X Cos“ x

Rezolvare: Domeniul maxim de definitie a acestei functii reprezintd o multime de intervale

sin

ale axei reale, aflate intre zerourile functiilor elementare y = cos x si y = sin x. Unul din
aceste intervale, suficient de ilustrativ este intervalul (0, z/2), la care in capatul din stdnga
sin x—0 si cos x—1, iar in capatul din dreapta — viceversa si ambele functii 1au valori
pozitive pe intervalul (0,1). Pe urmatorul interval (7z/2, 7) y = sinx variaza intre 0 si 1,
iar y = cos x — intre -1 si 0. Continuand studiul pe fiecare interval, obtinem ca pe acest
domeniu multimea valorilor functiilor elementare y = sinx si y = cos x este Egpy =
E.osx = (—1,0) U (0,1), iar in timp ce una din fractiile componente din functia initiala
tinde spre 1, cealaltd tinde spre +oo. Astfel, sumar functia va tinde spre +o la capetele
intervalelor mentionate.

Pentru a determina valoarea cea mai mica a functiei, efectudm unele transformari pe
. . .. 1 1 1 4 4
domeniul ei de definitie: y = —— + = — = — = — :
’ sin2x  cos?x  sin?xcos?x  4sin?xcos?x  sin?2x
Deoarece 0 < sin? 2x < 1, atunci este evident cd y > 4, adici E(f) = [4; +o).

La nivel universitar, in contextul studierii functiilor de doud variabile, de asemenea

pot fi propuse sarcini de determinare a multimii valorilor acestor functii.

Exemplul 7. De determinat multimea valorilor functiei pe domeniul de definitie R xR:
f(x;y) =cosx + cosy + cos(x + y)

Metoda 1. Analizand functia initiald si valorificind valoarea maximal posibild a cos x,

putem determina valoarea maximald a functiei, care poate fi obtinutd pentru x = y = 0.

Atunci fr,,, = f(0;0) = cos0 + cos0 + cos0 = 3.

Pentru a determina valoarea minimala a functiei efectudm urmatoarele transformari:

x+y x-=y . 2x+y
f(x;y) = 2cos—=cos—=+ 2sin—=—1 sau
2 2 2

_ x+y 1 x—y 2 1 2%y
flx,y)=2 [(cos — t5cos—= ) L Cos” —= 1.
: < : S : o < 3
Din aceasta egalitate rezulta, ca f (x, y) obtine cea mai mica valoare, egala cu (— E)’ pentru

_n2
(cos%+%cos%) = 0. Deci, fin(x,y) = —%. De aceea —; <f(x+y) <3 sau

E(f) = [-3/2;3].
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Metoda 2. Deoarece cosx <1, cosy <1, cos(x+y)<1, atunci f(x,y) < 3. Se
obtine egalitate, de exemplu pentru x = y = 0. Ulterior, avem

fx,y) = (ZCOSZ;—C— 1) +2cos§cos(§+y) >0=>

_1)2_1]_12_3

X X X
2cos’=—2 |cos—| —-1=2 [(|cos—
2 2 2|l 2 4

: . . 2
unde se obtine egalitate pentru cos;—c = -, COS (g + y) = —1, adica pentru x = ?n, y=—.

1

2’

.3 :

Deci, —3 = f(x,y) <3 si E(f)=[-3/2;3].
Posedarea abilitatilor de determinare si de aplicare a multimii valorilor functiilor
elementare sunt foarte utile in determinarea valorilor extreme ale functiilor complexe doar

cu mijloace algebrice, activitati caracteristice clasei a X-a, profil real.

< < D . . 2x2—4x+9
Exemplul 8. Sa calculam cea mai mica valoare a functiei f: R—=R, f(x) = PERE
X“—iX
Aplicand transformadrile elementare, obtinem:
_2x?-ax+9 ) 2x%-4x+9 . (2x%-4x+8)+1 2 [ 1 ] _ ( n 1 )
Y = iigxra | % ox?ax+s 2x2-4x+8 2(x2-2x+4)] 2[(x-1)2+3]/)"

Este evident, ca functia va obtine cea mai mica valoare in situatia, cand fractia A—Di+3]
x—

va obtine cea mai mare valoare. Aceasta are loc pentru x — 1 = 0, adicd pentru x = 1.

Astfel, cea mai micd valoare a functiei este f,,,;,, = f(1) = 2 (1 + %) = g

Exemplul 9. Sa calculam cea mai mica valoare a functiei f: R—R:

_ _ x*x%45 (x2+1)° —(x2+1)+5 _ 5 1
y = f(x) - (x2+1)2 - (x2+1)2 - (x2+1)2 x241 + 1

. 1 . 2 1 1\2 19
Notdim —— = z. Atunciy = 5z —z + 1 =—(5Z——) +—.
x2+1 5 2 20

: g : D .19 1 A .
Este evident ca y obtine cea mai mica valoare, egald cu 20 cand 5z = 5 sau cand verifica

) ) 1 . 1 .
inecuatia z = o Sau daca =5 adica pentru x = +3.

x%+1
Astfel, cea mai mica valoare a functiei este f(x) = g (pentru x = £3).

Functiile, care contin radicali, destul de frecvent ridica probleme de calcul a valorilor
extreme prin mijloacele analizei matematice, deoarece derivarea acestora nu numai
schimba domeniul de existenta a expresiei algebrice, dar si complicd de multe ori expresia
algebrica. Valorificarea abilitatilor algebrice pentru asemenea functii in multe cazuri ajuta
rezolvitorului sa determine valorile extreme ale functiei mult mai rapid si simplu.
Exemplul 10. Sa calculam cea mai mare valoare a functiei f(x) = 3x + 4V1 — x? pe
domeniul ei maxim de definitie.

Functia este definitd, dacd 1 — x? > 0, adicd pentru —1 < x < 1.
Pentru x >0, avem f(x) =3x+4v1—x2>3(—x)+1—(—x)?, adica f(x)>
f(=x).

12
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Prin urmare, pentru x < 0 functia f(x) nu poate obtine cea mai mare valoare.
Ramane segmentul 0 < x < 1. Pentru aceste valori f(x) = 0, si de aceea functia cercetata

obtine cea mai mare valoare pentru aceleasi valori a lui x, ca si patratul ei. Astfel,
2
y? = (3x+4 1—x2) =9x% +16 — 1632 + 24xy/1 — 22 =

= —[16x% — 24xVT — xZ + +9(1 — x?)] + 25 = —(4x — 3v1xZ)  + 25 < 25.
Astfel, cea mai mare valoare y =25 =5 daci 4x — 3V1 —x2 =0, de unde 4x =
3vV1 — x2, sau 16x% = 9 — 9x2, sau x = z
Prin urmare, cea mai mare valoare a functiei este y = 5 pentru x = g
Exemplul 11. Sa calculdm cea mai mica valoare a functiei:

FOX) =y—x24+4x+12 —/—x2 +2x + 3

pe domeniul ei maxim de definitie.

Domeniul de definitie a functiei 1l determinam din sistemul de inecuatii
{—xz +4x+12 >0,
—x?+2x+3 =0,
Vom demonstra, cd pentru toate valorile x din domeniul de definitie (1) functia y > 0.
Intr-adevar, inecuatia V—x2 + 4x + 12 > V—x2 + 2x + 3 © x > 4,5 (2).
Deoarece toate numerele din intervalul (1) verificd inecuatia (2), atunci y > 0 (in domeniul

=>-1<x<3&D=[-13](1).

sau de definitie).

Avem

=[G+ D6 -0 -Gt DGE-») =
=[G+ D6 -0 -JG+DB-0| +323.

Deci, y% > 3. Insd deoarece y > 0, atunci y = /3.

Astfel cea mai mica valoare a functiei este egald cu /3. Ne convingem iarisi ci aceasta se

obtine numai pentru x = 0.
Exemplul 12. Si calculim cea mai mare valoare a functiei y = x*vVa2 — x2 .

Functiile y si ” y? obtin cea mai mare valoare pentru una si aceeasi valoare a argumentului
1 1 1 51
x. Avem -y? = ~x*(a? — x?) = -x?-=x?(a® — x?).
4 4 27 2
1 1 - . 9 .1 :
Suma ~ x% + Exz + (a* — x*) = a” este 0 mirime constantd, de aceea functia Zyz obtine

. 1 . 2a? .
cea mai mare valoare pentru - x? = a? — x?, adicd pentru x% = = Astfel, cea mai mare

a? 2|a3| 2a?
valoare y = — - — pentru x? =

Incd o situatie multe ori comphcaté in determinarea extremelor unei functii prin

metodele analizei matematice, este determinarea extremelor functiilor trigonometrice.
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Derivarea transforma sin x in cos x si viceversa, care in linii mari pastreaza multimea
valorilor, dar nu simplifica expresiile trigonometrice. Dacad functia mai contine si puteri
sau fractii cu functiile trigonometrice la numitor ecuatia f '(x) = 0, folositd pentru
determinarea punctelor critice, se complicd la maximum. Si aici, Tn multe situatii,
transformarile algebrice si utilizarea transformadrilor functiilor trigonometrice in functia
initiald ne permit sa determindm extremele functiei mult mai simplu.
Exemplul 13. Sa determinam pentru care valori a lui x functia f(x):R—>R:
f(x) =2cos?x —3V3cosx —sin?x + 5
obtine cea mai mare si cea mai mica valori.
Avem:
y = 2cos?x — 3v/3cosx —sin? x + sin? x + cos?x + 4 = 3cos? x — 33 cosx +
+4 = (3coszx—3\/§cosx+3) +4—Z= (\/§cosx—§)2 +£.
De aici se vede usor, ca cea mai mica valoare y este egald cu 7/4 si se obtine cand
V3 cosx = 3/2, sau pentru x = ig + 2km, keZ.
Din ultima varianta a expresiei analitice pentru functie se observa, ca cea mai mare valoare
a functiei este egali cu (—/3 — ;)2 + Z = 7 + 3+/3, care se obtine pentru cos x = —1, deci

pentru x = (2k + 1)1, keZ.

Exemplul 14. Sa calculam cea mai mica valoare a functiei:
1

— (ci 2, 1t
y = (sinx + cos x)“ + Gnzcos

pe domeniul ei maxim de definitie.

Din nou domeniul de definitie a acestei functii este un sistem de intervale cu capetele in

. .. . . km (k+)m . (k+D)m
zerourile functiilor y = sinx st y = cos x, de forma — <x< 2) si & S <x<

>

(k+2)m

,unde k € Z.
4

Scriem functia data astfel: y = [v2sin(x + %)]2 +

sin? 2x’
Deoarece y este suma de doud patrate perfecte, valoarea minima a functiei se va obtine

pentru cazul in care fiecare expresie va avea valoarea minima.
. T 2 . o« . - . .o . .
V2sin (x + " > 0, deci valoarea minima a acestei expresii este 0 si se obtine pentru

X = —%+kn,keZ.

Functia —— are valoarea minima 4, pentru
sin“ 2x
- I8 T nm
sin“2x =1=> 2x =E+n7r,neZ => X =—+7,n € Z.
Pentru x = — % + km, keZ, patratele perfecte iau valoare minima.

Prin urmare, 1n aceste puncte, functia obtine minimum.
Deci, 1n aceste puncte valoarea minimala a functiei este 4.
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The set of afunction values: methodol ogical and calculation aspects

Exemplul 15. Sa calculam cea mai mare valoare a functiei z = sin x + sin y + sin(x + y)

pentru0 < x <m,0<y<m.

Avem:
X+ X — x+y
z = 2sin (cos + cos )
2 2
X + X+ X + X +
z < 2sin y(1+cos y)=Zsin Y cos? i
X + X+ X + x +
7z < 4sin y-cosz y=8sin ycos3 4y
0<x<m T
< < < <_
Deoareceogygn} =>0<x+y<2mr=>0 .
3
Deci, smT >0, cosT> 0. Prin urmare z? < 64 sin Ty (cos2 %)
2 < sin2 2. (lcos2 x+y)3.
6427 4 3 2
Insa:
2
z sin2x+y-1coszx+y-lcoszx+y-lcoszx+y
6427 4 3 4 3 4 3 4
., xt +1 , X+ +1 , X+ +1 , X+
sin —CoS —CoS — COS =
3 4 3 4 3 4
=> sin2 %Y = Leps2 Y =5 tg? Y _
3 4 4
Deoarece, 0 < 4y Sg => tgx+y =>0=> tgx+y ?

Atunci —y = arctg\/_ + km, keZ => x:y =24 km, keZ.

Deoarece0<T§§ =>k=0, x+y_z=>x+y=2?”_

x-y I
Deoarece la etapa initiala pentru —1 < cos—= < 1 s-a luat valoarea maxima

x—y x=y <x< x=y
cos™== =1 = =2 = 2km, keZ. Deoarece 2" => 2 = (
2 2 0<y=<m 2

=>x—y=0 =>x =

o 5 : 2 . .
y. Atunci impreuna cu relatia x +y = ?n si se obtine ca doar punctul (g ; g) poate fi punct

de maxim.
R 1 3V3 3V3
z<8-sin—-c0os°>°—=8-—- - —=——,
6 6 2 8 2
33
Zmax= 2 -

Calculul celei mai mari si celei mai mici valori a unei functii este doar una din aplicatiile
multimii valorilor functiilor elementare. In matematica preuniversitara putem identifica
multiple situatii, cand abilitatile de calcul a acestei caracteristici ale functiilor este solicitata
direct sau indusa de conditiile exercitiului, cum ar fi:

- studiul complet al unei functii;

- calculul limitelor de functii;
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calculul valorilor functiilor si derivatelor functiilor pe un interval al domeniului de
definitie;

rezolvarea ecuatiilor, inecuatiilor, sistemelor si totalitatilor de ecuatii si inecuatii de
diferite tipuri;

calculul integralelor definite etc.

In consecinti, exersarea separati a abilititilor de calcul a multimii valorilor unei

functii va permite nu numai intelegerea profunda a acestui concept, ci si valorificarea

multor din abilitdtile matematice ale elevilor deja existente si dezvoltarea altora, care inca

urmeaza sa fie acumulate.
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