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Rezumat. Marea majoritate a fenomenelor si proceselor din naturd pentru care simulare asistatd de
calculator prezintd interes stiintific si metodico-didactic, din punct de vedere matematic se descriu prin
sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul doi. In acest context, in lucrare este descris si implementat in
limbajul de programate Object Pascal un algoritm original de rezolvare numerica a sistemelor de ecuatiilor
diferentiale de ordinul doi. Aplicatiile interactive de simulare sunt realizate in mediul de programare Delphi
de simulare pentru orice procese, care din punct de vedere matematic se descriu prin sisteme de ecuatii
diferentiale de gradul doi.

Cuvinte cheie: algoritmi de calcul numeric, modelare matematica, programare vizuald, simulare asistata

de calculator, fenomene oscilatorii.

MATHEMATICAL MODELING AND COMPUTER-AIDED SIMULATION
OF MECHANICAL SYSTEMS WITH MULTIPLE DEGREES OF FREEDOM

Abstract. The vast majority of phenomena and processes in nature for which computer-assisted simulation
is of scientific and methodical-didactic interest, from a mathematical point of view, are described by
systems of differential equations of the second order. In this context, the paper describes and implements
in the Object Pascal programming language an original algorithm for the numerical solution of systems of
differential equations of the second order. Interactive simulation applications are made in the Delphi
programming environment (FMX variant). Based on the examples, described in detail in the paper, users
can perform interactive simulation activities for any processes, which from a mathematical point of view
are described by systems of differential equations of the second degree.

Keywords: numerical computing algorithms, mathematical modeling, visual programming, computer-

aided simulation, oscillatory phenomena.

1. Introducere
Din punct de vedere matematic, sistemele mecanice cu multe grade de libertate pot fi
descrise printr-un sistem implicit de ecuatii diferentiale ordinare de gradul doi, care in cazul

utilizarii formalismului Lagrange are forma :

i(ﬁ)_ﬁ=qi,i=o...(n—1), (1)

dt \2q; oqi
. dq; s : :
unde q;, q; = f, Q;(t, 90,91 - 9n-1,90, 41 - 9n—1)- sunt coordonatele, vitezele si fortele

neconservative generalizate, L = T(qo,qy, - Gn-1,90,G1 - Gn-1) = V(t, 90,91, - Gn-1)>
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T-energia cineticd, V-energia potentiald, L-functia Lagrange, n -numarul gradelor de
libertate.

In caz general sistemul de ecuatii (1) poate fi reprezentat in urmitoarea forma
implicita:

Z;‘z‘olai,jqj =b, i=0..(n—1), )

unde coeficientii a; ; sunt functii de tipul f(qqo, g1, --» Gn—1, 490, q1 - Gn—1)- Coeficientii b;
suplimentar depind si de timp.

Rezolvand sistemul de ecuatii liniare (2) fatd de necunoscutele §;, obtinem

urmatorul sistem de ecuatii diferentiale, in forma explicita:

d?q; . . .
i = dtz = Fi(tr qOJ ql) ---;qn—1; qO: ql "'Qn—l)r i=0.. (Tl - 1)’ (3)

Pentru simularea asistata de calculator a comportamentului sistemelor mecanice cu

multe grade de libertate in functie de timp sunt necesare metode analitice sau numerice de
rezolvare a sistemului de ecuatiei diferentiale (3), in baza conditiilor initiale care, de reguld
sunt formulate prin intermediul coordonatelor si vitezelor generalizate ale sistemului in
momentul initial de timp (problema Cauchy):

t=0,q; =qo, 4 =qp, i=0..(n—1) (4)

2. Metode directe pentru rezolvarea numerica a sistemelor de ecuatii diferentiale

ordinare de ordinul doi
In lucrarea [2] a fost descris si implementat un algoritm de rezolvare numerica directd

a unei ecuatii diferentiale ordinard de ordinul doi. Prezentdm in continuare generalizarea

acestui algoritm pentru rezolvarea numerica a unui sistem de ecuatii diferentiale ordinare

de ordinul doi, implementat in procedura RSED2RK4_M, cu ajutorul cdreia, in baza conditiilor
initiale (4) se determind solutiile numerice ale sistemului de ecuatii diferentiale (3) pentru
momentul de timp t , cu precizia 1072, setatd in mod predefinit. Daca aceastd precizie nu
se atinge pe parcursul intervalului de timp <0.01 secunda, procesul iterativ de ameliorare

a solutiilor se stopeaza fortat.

procedure RSED2RK4_M(t@:extended;x0,v0:array of extended;

pfs:pfsxv;t:extended;var x,v:array of extended);

//x0,ve, x,v- tablouri dinamice care contin conditiile initiale in momentul to si

//solutiile sistemului de ecuatii diferentiale, calculate in momentul //de timp t;

//pfsxv- tip procedural care se declara in afara procedurii;

//type pfsxv=procedure(t:extended;x,v:array of extended;var f:array of //extended);
var n,i,j,ned:integer;h,tto,ti,eps:extended; p:boolean;
XC,Xp,VC,Vp,Xxx0,vve,ke,kl,k2,k3,f,x00,v00, xh2,vh2, xh,
vh:array[0..100] of extended;

procedure RSED2RK4(t0:extended;x0,v0:array of extended;pfs:pfsxv;t:extended;

var x,v:array of extended);

//procedura rezolva sistemul de ecuatii diferentiale fara iteratii:
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var n,i,ned:integer;h:extended; p:boolean;
xc,vc,ko,kl,k2,k3,f,xh2,vh2, xh,vh:array[0..100] of extended;
begin //inceputul procedurii RSED2RK4
ned:=high(x@); h:=t-t@; n:=1;
pfs(to,x0,ve,f);
for i:=0 to ned do begin
xh2[i]:=x0[i]+vO[i]*h/2+f[i]*sqr(h/2)/2;
xh[i]:=x0[1i]+vO[i]*h+f[i]*sqr(h)/2;
k@[i]:=h*f[i]; vh2[i]:=v@[1i]+kO[i]/2; end;
pfs(to+h/2,xh2,vh2,f); for i:=0 to ned do
begin ki[i]:=h*f[i]; vh2[i]:=v@[i]+k1[i]/2 end;
pfs(to+h/2,xh2,vh2,f); for i:=0 to ned do
begin k2[i]:=h*f[1i]; vh2[i]:=vO[i]+k2[1i] end;
pfs(to+h,xh,vh2,f); for i:=0 to ned do
begin k3[i]:=h*f[i];
vc[i]:=vo[i]+(ke[i]+2*k1[i]+2*k2[i]+k3[i])/6;
xc[i]:=x@[i]+ve[i]*h+f[i]*sqr(h)/2 ;
end;
for i:=0 to ned do begin x[i]:=xc[i];v[i]:=vc[i];end;
end; //sfarsitul procedurii RSED2RK4
begin //inceputul procedurii RSED2RK4 M
ned:=high(x@); eps:=1E-12;// precizia predefinita
h:=t-t0; n:=1;
RSED2RK4(t0,x0,v0,pfs,t,xc,vc);// determind solutiile in prima aproximatie
Repeat // etapa iterativa de ameliorare a solutiilor
ti:=now;
for i:=0 to ned do begin
xp[i]:=xc[i];vp[i]:=vc[i]; xx0[1]:=x0[1i];vvO[i]:=vO[i];end;
h:=h/2;n:=n*2; tt0:=t0@; // intervalul de integrare se divizeaza in
//subintervale 2,4,8,...
for j:=1 to n do begin
RSED2RK4 (tt@,xx0,vve, pfs,tto+h,xc,vc);//
for i:=0 to ned do begin xx@[i]:=xc[i]; vvO[i]:=vc[i]; end;
tt0:=tto+h;
end;
p:=true;
for i:=0 to ned do
p:=p and (abs(xc[i]-xp[i])<eps)and (abs(vc[i]-vp[i])<eps);
//se verifica precizia (diferenta dintre solutia curente si cea precedenta)
if (now-ti)*24*3600>0.01 then p:=true
//in cazul cand timpul de calcul in procedura este mai mare de ©.01 secunde,
//procesul de verificare a preciziei se finalizeaza fortat
until p;
for i:=0 to ned do begin x[i]:=xc[i];v[i]:=vc[i];end;
end; //sfarsit RSED2RK4 M
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3. Validarea, prin experiment numeric, a algoritmului de rezolvare numerica a
sistemelor de ecuatii diferentiale de ordinul doi

Pentru validarea algoritmului de rezolvare numerica a sistemelor de ecuatii
diferentiale ordinare de ordinul doi, implementat in procedura RSED2RK4 M vom realiza
de libertate.
3.1. Pendulul dublu

Pendul dublu (doua puncte materiale articulate prin intermediul a doud bare rigide
fara masa) este un sistem mecanic cu doua grade de libertate. Daca in calitate de coordonate
generalizate se aleg unghiurile de abatere de la pozitia de echilibru (fig. 1), relativ simplu
se obtin expresiile pentru energia cinetica si potentiala [1], in baza céarora se scriu in forma

explicitd expresiile pentru energia totald E (4) si functia Lagrange (5) a sistemului.

—1 242 l 242
T = Z(m1 + m,)I767 + 2m21292 +

1,1,6,6, cos(6; — 6,) 4)
V = —=(m; + my)gly cos(8;) —m,gl, cos(6,) )
E=T+V (6)
- L=T-V (7)
Figural.
Pendulul dublu

Cunoscand functia Lagrange a sistemului (7), cu ajutorul expresiei (1) se scriu
ecuatiile diferentiale care guverneaza miscarile pendulului dublu:
(ml + mz)llél + mzlzézcos(el - 02) =

—my,l,63sin(8; — 6,) — (ny +my)g sin(6;) (®)
m,l,0, + m,1,6,cos(6;, — 0,) = m,l,0%sin(8, — 6,) —m,g sin(6,) )
Rezolvand acest sistem de ecuatii liniare in raport cu necunoscutele 6, si 6, obtinem:
61 = (byay, — bya1,)/(a4105; — A51045) (10)
0, = (byay; — byay1)/ (4102, — Gy1045) (11)
unde
ay; = (my + my)ly; A1, = Mylycos5(0; — 6,);
Ay = mylicos(6; — 65); Ayy = Myly;

by = —myl,6Fsin(6; — 6,) — (m; +m,)g sin(6,);
b, = m,l,02sin(6; — 6,) — m,g sin(6,);
3.1.1. Designul si codul aplicatiei ”Pendulul dublu” (aplicatie Delphi FMX)
Pentru simularea oscilatiilor pendulului dublu, in fereastra Form1, din componentele

Delphi FMX se realizeaza designul reprezentat in fig. 2.
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Figura 2. Structura si designul aplicatiei ,,Pendulul dublu”
Codul aplicatiei se implementeaza in unitatea Unitl, respectand urmatoarele etape:

1. Se declara tipul procedural de date:
type pfsxv=procedure(t:extended;x,v:array of extended;var f:array of
extended);

si variabilele globale:
var ml1,m2,11,12,g,t0,ETO,ET,ti, t:extended;
var xx0,vve,xx,vv:array of extended;
2. Se implementeaza procedura pfpd in care se descrie sistemul de ecuatii diferentiale
(8)-(9), utilizand notatiile: 8;=x[0], : 6,=x[1], 8,=v[0], 8,=V[1].
procedure pfpd(t:extended;x,v:array of extended;var f:array of extended);
var all,al2,bl,a2l,a22,b2:extended;
begin //pendul dublu
all:=(ml+m2)*11; al2:=m2*12*cos(x[0]-x[1]);
bl:=-m2*12*sqr(v[1])*sin(x[0]-x[1])-(m1+m2)*g*sin(x[0]);
a21:=m2*11*cos(x[0]-x[1]); a22:=m2*12;
b2:=m2*11*sqr(v[0])*sin(x[0]-x[1])-m2*g*sin(x[1]);
f[0]:=(bl*a22-b2*al12)/(all*a22-al2*a2l);
f[1]:=(all*b2-bl*a21)/(all*a22-al2*a2l);
end;
3. Se implementeaza procedura RSED2RK4 codul careia este descris mai sus.

4. Se implementeaza codul Buttonl.Click (butonul Start):

procedure TForml.ButtonlClick(Sender: TObject);

begin g:=9.81;// acceleratia cdderii Libere
setlength(xx0,2); setlength(vve,2); setlength(xx,2); setlength(vv,2);
ml:=1;m2:=1;11:=1;12:=1;// valorile parametrilor pendulului dublu
t0:=0; xx0[0]:=pi/14; vvO[0]:=0; xx0[1]:=-3*pi/4; vvO[1l]:=0;
// conditiile initiale:
ETO:=0.5*(m1+m2)*sqr(1l1*vve[0])+ 0.5*m2*sqr(12*vve[1])+
m2*11*12*vve[0]*vvO[1]*cos(xx0[0]-xx0[1])- // se calculeazd energia
//totala (ml+m2)*g*ll*cos(xx0[0])- m2*g*12*cos(xx0[1]); in momentul initial
if CheckBox1.IsChecked then ti:=now else t:=0;
// dacd CheckBox1 bifat/debifat seteazd animatia in timp real/scalat
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chart@.Series[0@].Clear; //initializeazd obiectul charte pentru construirea
chart@.Series[@].Color:=TAlphacolors.Blue;// graficelor
chart@.Series[1].Clear;
chart@.Series[1].Color:=TAlphacolors.Red;
timerl.Enabled:=true;// Porneste timer-ul in care se realizeaza animatia

end;

5. Se implementeaza codul pentru procedura OnTimer

procedure TForml.TimerlTimer(Sender: TObject);

begin
if CheckBox1.IsChecked then t:=(now-ti)*24*3600 else t:=t+0.01;
//dacd CheckBox1 este bifat timpul t este real, in caz contrar timpul este scalat
labell.text:="t="+t.ToString;// se afiseazd timpul in secunde
RSED2RK4 M(t@,xx0,vve,pfpd,t,xx,vv);//in baza conditiilor initiale se
//determing solutiile ecuatiilor diferentiale pentru momentul de timp t
rectanglel.RotationAngle:=xx[0]*180/pi;
Rectangle2.RotationAngle:=xx[1]*180/pi;
// se realizeazd rotirea pendulelor
t0:=t; xx0[0]:=xx[0]; vvO[0@]:=vv[0O]; xxO[1]:=xx[1]; vvO[1l]:=vv[1l];
//se modificd conditiile initiale: solutiile obtinute la etapa curentd
//devin conditii initiale pentru urmdatoarea etapd
if checkbox2.IsChecked then
begin

chart@.series[0].AddXY(t,xx[0]); chart@.series[1].AddXY(t,xx[1]); end;

ET:=0.5%(m1+m2)*sqr(11*vv[0])+ 0.5*m2*sqr(1l2*vv[1])+
m2*11*12*vv[@]*vv[1]*cos(xx[@]-xx[1])-(m1+m2)*g*11*cos(xx[O])-
m2*g*12*cos(xx[1]);
//Se calculeaza energia totald a sistemului la momentul curent
labell.Text:=(et-et@).ToString;

end;

Dupa implementarea acestor etape, aplicatia poate fi utilizata pentru realizarea
experimentelor numerice:

1. Deoarece problema pendulului dublu nu are solutii analitice, vom verifica
corectitudine solutiilor numerice indirect, verificand diferenta dintre energia totala a
sistemului in momentul curent de timp si cel initial. Deoarece sistemul este
conservativ, aceasta diferenta trebuie sa fie egala cu 0.

In rezultatul experimentului numeric, pe parcursul a 60 minute, diferenti E(1)-
E(t0) nu a depasit valoarea 1 0% (rezultatul se afiseaza in obiectul Labell).

Acest rezultat demonstreaza, indirect, corectitudinea algoritmului de rezolvare
numericd a sistemelor de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul doi.

2. Conform teoriei, in cazul oscilatiilor mici 6,, 6, <<l, m,;>>m,, l,=l, are loc
fenomenul de transfer al energiei de la un pendul la altul (fenomenul de batai). Pentru

ml:=1;,m2:= 0.05;[1:= 0.25;[2: = 0.25; 6, =0, 6, = 0.2,
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rezultatul experimentului numeric este reprezentat in fig.3.

@ Simulare Pendul Dublu. Fenomenul de batsi - | b4

Start ResetChart | A ChartActiv g

Stop
015

A TimpReal 01
t=15,5329935090142 0,05 1
1,48850067471437E-10 o
-0,05
-0.1
-0,15

o

Figura 3. Pendulul dublu (observarea fenomenului de batai)

3. Conform teoriei oscilatiile pendulului dublu sunt exemple naturale de fenomene
haotice. Pentru verificarea acestei afirmatii in designul aplicatie se mai adauga inca
3 obiecte de tip TChart. In Chart0 si Chartl vom afisa graficele 8, = f(t) si 6, =
f(t), iar in Chart2 si Chart3, graficele 8; = f(6,)si0, = f (92) — portretele de faza.
Aceste grafice se construiesc in procedura TForml.TimerlTimer(Sender: TObject),
prin addugarea urmatoarei portiuni de cod:

procedure TForml.TimerlTimer(Sender: TObject);
begin
if checkbox2.IsChecked then begin
chart@.series[0].AddXY(t,xx[0]);
chart2.series[0].AddXY(xx[0],vv[O]);
chartl.series[0].AddXY(t,xx[1]);
chart3.series[0].AddXY(xx[ngl-1],vv[1]);
end;
end;
Pentru parametrii ml:= 1lkg;m2:= 1kg;l1:= 1m;[2: = 2m; 6, = 3 /4, 6, =
0, rezultatul experimentului numeric, realizat pe parcursul a 20 secunde este reprezentat in
fig.4. Reprezentdrile grafice din fig.1 demonstreaza caracterul haotic al oscilatiilor pentru
ambele pendule (traiectoriile acestor oscilatii in spatiul de faza nu sunt figuri inchise).

I® simulare Pendul Dublu. Oscilatii hactice
Start ResetChart T
itz :
[ TimpReal |
1=20,23 o [
i IU
0,5
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o I\_l:’\\; Wil L { \f\ 1 IﬁJ | ; A o
70'? Y 1l | | U \ :
\ \/ ! f
15 v \ U \1 L} ’ K" :
2 1% Y s E
2 1 o 1 2

Figura 4. Pendulul dublu (demonstrarea fenomenului de haos)
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3.2. Oscilatori liniari cuplati

Sistemele de oscilatori cuplati sunt utilizate pentru modelare diferitor structuri si
fenomene fizice: cristale, molecule, procesul de formare si propagare a undelor elastice
etc. Considerdm urmatorul sistem unidimensional de n corpuri identice, de masa m cuplate
intre ele cu ajutorul a (n+1) resorturi, de asemenea identice cu coeficientul de elasticitate
k. Resorturile marginale au coeficientul de elasticitate k'. Schema acestui sistem este
reprezentata in fig.5.

0 1 2 n-3 n-2 n-1

Figura 5. Schema sistemului de oscilatori cuplati
Ecuatiile diferentiale care descriu miscarile corpurilor din acest sistem se obtin
simplu, identificand fortele care actioneaza asupra fiecarui corp si aplicand legea a doua a
lui Newton:

KXo = k(xy —x5) — k'x,

mi; = k(x;4 1 —2x; +x,_4), i=12,..,n—=2 (12)
MX, = _k’xn—l +k (xn—z - xn—l)
3.2.1. Designul si codul aplicatiei ”Oscilatori cuplati” (aplicatie Delphi FMX)

Designul aplicatiei este reprezentat in fig.5.
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Figura 5. Designul aplicatiei ,,Oscilatori Cuplati”

La etapa de design, utilizatorul include in fereastra Forml setul de componente,
necesare pentru realizarea interactiva a animatiei: Butonul ’Start” demareaza animatia;
CheckBox1 seteaza modul de realizare a animatiei (timp real/scalat); in Labell se afiseaza
timpul curent al animatiei; in Edit 1 se seteazd numarul de oscilator; Valorile celorlalti
parametri care descriu animatia sunt definiti in Button1.Click. In componentele Chart0 si
Chatl se afiseaza graficele oscilatiilor pentru primul si ultimul corp al sistemului.

Codul aplicatiei se realizeazd in compartimentul implemetation al unitatitii
Unitl.pas, parcurgand urmatoarele etape:

1. Se implementeaza compartimentul declaratiilor globale:
const na=51; ngl=na-1; larc=80;
type pfsxv=procedure(t:extended;x,v:array of extended;
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var f:array of extended);
var m,k,kf,t0,ti,t,EQ,Et:extended;
var xx0,vve,xx,vv:array of extended;
imgr:array[0..(na-1)] of Timage; //obiecte dinamice pentru reprezentarea
//grafica
cr:array[0..(ngl-1)] of TCircle; // pentru desenarea dinamicd a oscilatorilor
lb:array[0..(ngl-1)]of tlabel; // cuplati
Se implementeaza procedura DrawArcH:
DrawArcH(img:tImage;n:integer;dd:extended);
//Deseneazd un arc cu n spire; dd-grosimea (<=10)
var i:integer; h,h2,L,p,1l1l:extended;
ap:array of TPointF;
begin
setlength(ap,2*n+4); l:=Img.Width; 11:=10;
if 1>=2*11 then
begin
p:=(1-2*11)/(n)/4; if p<=0 then p:=1;
h:=Img.Height;h2:=h/2; ;
ap[0].X:=0;ap[@].Y:=h2;
ap[1].X:=11;ap[1].Y:=h2;
ap[2].X:=ap[1].x+p;ap[2].Y:=0;
for i:=3 to 2*n+1 do
begin
ap[i].X:=ap[i-1].x+2*p;
if i mod 2 =1 then ap[i].Y:=h else ap[i].Y:=0;
end;
ap[2*n+2].x:=ap[2*n+1].x +p;ap[2*n+2].y:=h2;
ap[2*n+3].x:=ap[2*n+2].x +11l;ap[2*n+3].y:=h2;
Img.Bitmap.SetSize(Round(Img.Width), Round(Img.Height));
img.Bitmap.BitmapScale:=1;
Img.Bitmap.Canvas.BeginScene;//
Img.Bitmap.Canvas.Stroke.Thickness:=dd;
for i := 1 to 2*n+3 do Img.Bitmap.Canvas.DrawLine(ap[i-1],ap[i],1);
Img.Bitmap.Canvas.EndScene;
end;
end;
Se implementeaza procedura in care se definesc ecuatiile diferentiale in conformitate
cu expresiile (12):
procedure pfpd(t:extended;x,v:array of extended;var f:array of extended);
var i,n:integer;
begin
n:=high(x);
flo]:=(-k*x[0]-kf*(x[@]-x[1]))/m;
for i := 1 to n-1 do f[i]:=(k*(x[i+1]-2*x[1i]+x[1i-1])/m);
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fn]:=(-kF*x[n]-k*(x[n]-x[n-1]))/m;

end;

Se implementeaza codul pentru butonul ,,Start”:

procedure TForml.ButtonlClick(Sender: TObject);
var i:integer;
begin k:=30; kf:=30; m:=1; dc:=10;sdc:=5;

na:=editl.Text.ToInteger; ngl:=na-1; larc:=80;
for i:=0 to High (cr) do begin 1b[i].Destroy;cr[i].Destroy;end;
for i:=0 to High (imgr) do imgr[i].Destroy;
setlength(cr, ngl); setlength(lb, ngl); setlength(imgr, na);
setlength(xx@,ngl); setlength(vve,ngl); setlength(xx,ngl);
setlength(vv,ngl);
t0:=0;
for i:=0 to ngl-1 do begin
if not odd(i) then xx@[i]:=20 else xx@[i]:=-20 ;vve[i]:=0;end;
//for i:=0 to ngl-1 do begin if not odd(i) then
//xx0[1]:=0 else xx0[i]:=-0 ;vvO[i]:=0;end;
//xx0[0]:=30 ; xx0[7]:=-0 ;
for 1 := @ to na-1 do begin
imgr[i]:=TImage.Create(self);imgr[i].Parent:=self;
imgr[i].Height:=30;
imgr[i].Position.Y:=50;//100-imgr[i].Height/2+dc/2;
end;
for 1:=0 to ngl-1 do begin
cr[i]:=TCircle.Create(self) ;cr[i].Parent:=self;
cr[i].Width:=dc; cr[i].Height:=dc;
cr[i].Position.y:=50+imgr[i].Height/2-sdc;
cr[i].Position.x:=larc+Larc*i+xx0[i]-sdc;
1b[i]:=TLabel.Create(self) ;1b[i].Parent:=cr[i];
1b[i].Position.x:=2; 1b[i].Position.y:=-15; 1b[i].Text:=1i.ToString;
end;
for i:=0 to na-1 do DrawArcH(imgr[i],8,1);
chart@.Series[0].Clear; chartl.Series[@].Clear;
if CBox1l.IsChecked then ti:=now else t:=0;
timerl.Enabled:=true;

end;

Se implementeaza codul pentru procedura Timer1Timer(Sender: TObject):
procedure TForml.TimerlTimer(Sender: TObject);

var i:integer;

begin

if CBoxl.IsChecked then t:=(now-ti)*24*3600 else t:=t+0.01;
labell.text:="t="+t.ToString;

RSED2RK4_M(t@,xx0,vve,pfpd,t,xx,vv);

t0:=t; for i:=0 to high(xx@) do begin xx0[i]:=xx[i];vvO[i]:=vv[i];end;
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for i:=0 to ngl-1 do cr[i].Position.x:=larc+Larc*i+xx[i]-sdc;
for i:=1 to na-2 do
begin
imgr[i].Position.x:=cr[i-1].Position.x+sdc;
imgr[i].Width:=cr[i].Position.X-cr[i-1].Position.X;
end;
imgr[na-1].Position.x:=cr[ngl-1].Position.X+sdc;
imgr[ngl].Width:=80*na-cr[ngl-1].Position.X;
imgr[0].Width:=cr[@].Position.X;{ +xx@[0@]+sdc;}
imgr[0@].Position.x:=cr[@].Position.x-imgr[0].Width+sdc;
for i:=0 to na-1 do DrawArcH(imgr[i],8,1);
charto.series[0].AddXY(t,xx[0]);
chartl.series[0].AddXY(t,xx[7]);
end;
Dupa implementarea acestor etape, aplicatia poate fi utilizatd pentru realizarea
experimentelor numerice in timp real sau scalat.
3.2.2. Experimente numerice cu oscilatori cuplati
Prezentam in continuare citeva capturi de ecran obtinute in cadrul experimentelor

numerice.
In fig.6A se simuleazi fenomenul de biti in sistemul format din doi oscilator identici
mi=m>=1kg, ky=20N/m cuplati prin intermediul resortului cu rigiditatea k=/N/m. Conform

teoriet [3], perioada batailor trebuie sa fie:

T = ZEM/( /kf + 2k — \/kj) ~28.78

Acest rezultat se confirma in fig.6A.
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Figura 6. Oscilatori cuplati: exemple de oscilatii
In fig.6B sunt reprezentate oscilatiile unui sistem format din 10 oscilatori identici, care
initial au fost excitati antisimetric. Pentru acest caz, conform teoriei primul, si ultimul
oscilator trebuie sd oscileze identic, dar faze opuse. Acest rezultat se confirma in fig.6B.
Aplicatia descrisd In acest paragraf, usor poate fi modificatd pentru simularea
proceselor de formare a undelor stationare. Pentru aceasta:
- se exclud din codul aplicatiei instructiunile care deseneaza resorturile (obiectele
imgr: array of TImage);

- obiectele TCircle se inlocuiesc cu TRectangle;
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conditiile initiale se seteaza in conformitate cu profilul initial al undei (sinusoida cu
numarul dorit de maxime (ventre).

In fig.7 sunt prezentate trei capturi de ecran in care se observa unde stationare cu 2,

3 si 4 ventre.
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Figura 7. Unde stationare in sistemul de oscilatori cuplati

Concluzii

In baza investigatiilor realizate si a codurilor de programare Pascal, prezente in

lucrare, utilizatorul final (elevii, studentii, masteranzii, cadrele didactice), cu eforturi

minimale si cunostinte medii de programare Delphi poate restabili aplicatiile descrise si

dezvolta in continuare alte aplicatii de modelare-simulare de conceptie proprie pentru

diverse sisteme dinamice, modelul matematic al carora contine sisteme de ecuatii

diferentiale de ordinul doi.
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