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Rezumat. Acest articol trateazd aspecte teoretice si metodologice de demonstratie a inegalitatilor
trigonometrice, asigurand trecerea la invatdmantul formativ, la formarea competentei matematice, ceea ce
este posibil numai prin rezolvarea unui numar optimal de probleme si exercitii, folosind diverse metode si
procedee in rezolvarea lor, prin insusirea unor metode specifice anumitor clase de probleme.
Cuvinte-cheie: inegalitati trigonometrice, metode, procedee, invatamant matematic, competenta.

METHODS AND PROCEDURES FOR DEMONSTRATION
OF TRIGONOMETRIC INEQUALITIES

Abstract. This article deals with theoretical and methodological aspects of demonstrating trigonometric
inequalities, ensuring the transition to formative education, to the formation of mathematical skills, which
is possible only by solving an optimal number of problems and exercises, using various methods and
procedures in their solution, by mastering methods specific to certain classes of problems.
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Pornind de la etimologia cuvantului ,trigonometrie” care provine artificial din
cuvintele grecesti: ,,frigon” - triunghi si ,,metresis’ — masurare, trigonometria a apdarut ca
stiintd a rezolvarii triunghiurilor, adicd determinarea valorilor necunoscute ale unui
triunghi pe baza informatiilor date ale celorlalte valori ale acestuia, care ulterior s-a
dezvoltat ca stiintd a functiilor trigonometrice. Deoarece orice problema de calcul in
geometrie poate fi redusa la rezolvarea triunghiurilor, trigonometria acoperda toata
planimetria si stereometria in aplicatiile sale si este utilizatd pe scara largd in toate
domeniile stiintelor naturii si tehnologiei. Prin urmare consideram oportun sd aderdm la
ideea dezvoltatda de grecii antici, care considerau trigonometria ca fiind cea mai
importantd dintre stiinte, Intrucat geometria este regina matematicii, iar trigonometria
este regina geometriei. Astfel, fara a contesta grecii antici, vom considera trigonometria
una dintre cele mai importante sectiuni ale curriculumului scolar si ale intregii stiinte
matematice in ansamblu.

Conform curriculumului si manualelor de matematica pentru treapta liceala, studiul
inegalitatilor trigonometrice este structurat pe mai multe directii:

- rezolvarea inegalitatilor;

- rezolvarea sistemelor de inegalitati;
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- demonstrarea inegalitatilor.

O analiza a literaturii educationale si metodologice privind studiul inegalitatilor
trigonometrice aratd ca se acorda multa atentie primelor doua domenii [1].

De remarcat cd rezolvarea inegalitatilor trigonometrice creeazd premisele pentru
sistematizarea cunostintelor elevilor legate de tot materialul educational de trigonometrie
(de exemplu: proprietdtile functiilor trigonometrice, metodele de transformare a
expresiilor trigonometrice etc.) si face posibild stabilirea de conexiuni eficiente cu
materialul studiat la algebrd (ecuatii, inecuatii, expresii algebrice etc.), Intr-un cuvant
contribuie la dezvoltarea competentei matematice in ansamblu.

Demonstrarea unei inegalititi cu variabile se reduce la demonstrarea faptului ca
valoarea unei expresii este mai mare/mica decat valoarea altei expresii pentru orice valori
admisibile ale variabilelor ce apar in scrierea lor sau pentru conditiile indicate.

Vom analiza cateva metode de demonstratie a inegalitatilor:

- Alcatuirea diferentei dintre membrul sting si membrul drept al inegalitatii si

determinarea semnului acesteia [2, 3].

- Considerarea uneia sau a mai multor inegalitati evidente, aducandu-le la inegalitatea
care urmeaza a fi demonstrata.

- Transformarea inegalitatii date intr-o inegalitate evidentd, presupunand ca cea data
este adevarata.

- Aplicarea unor inegalitdti remarcabile si a proprietatilor mediilor [4].

Inegalitati trigonometrice
. . 1
Exemplul 1. De demonstrat ¢ sin® a@ — sin® a < 7

Metoda I. Scriem membrul sting al inegalitatii (1) astfel: sin® a - (1 — sin® a). Deoarece
sina+ (1 —sin®a) =1 este o mirime constantd, rezultdi ci membrul sting al
inegalitatii (1) va obtine cea mai mare valoare pentru sin® @ = 1 — sin® a, adici pentru

. 1 A . . o 1 1 1 .
sin® a = pe Astfel, membrul stdng va obtine valoarea maxima egald cu: P Prin

. . 1

urmare, sin® a — sin® a < "
. 6 . 3 1 . 3 1\2 .
Metoda II. sin® o — sin° a + ;= \sinda—- > 0, de unde rezulta ca:

. . 1
sin® a —sin® a < "

Exemplul 2. De demonstrat ca sin%singsing < é, dacia + f +y = 180"
Metoda I. Stim ca: sin% = %
Sing = w, (1)

ac
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. —a)(p—b
sinl = |2-V@ )’
2 ab

a+b+c

unde a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi, iar p =

(p—a)(p—b)(p-c)
abc

Aplicand relatie dintre media aritmetica si media geometrica, obtinem:

. O . A .
. Din (1) rezulta ca sin— smgsmg =

(p=a)(@=b)(p=c) 1

, adica trebuie sa demonstram ca — o

1
\/(P —a)(p—b) < 5 [(p —a) + (p — b)] & De demonstrat
(semnul egalitatii este valabil numai pentru a = b)

o JP-0@-b<;2r-a-b) e P-0p-b <o TUED < (2)

2

In mod analog:

V({-b)(p-0) < 1, 3)
a 2
(p-a9)p-a) _1
< =
> =3 4)
- . . s . : -a)(p-b)(p-
Inmultind membru cu membru inegalitétile (2),(3) si (4), obtinem: ® a)(zbc)(p 2 < é ,
ceea ce trebuia de demonstrat.
2, .2_,2 AN
Metoda Il. Stim ca cosa = DA cosa = l(2 + E) — % fnsa’ +i> 2, deci,
’ 2bc 2 \c b 2bc c b
2 2 2
cosa>1--—o1—cosa <— & 2sin?2<— & sins < — (5)
2bc 2bc 2 7 2bc 2 = 2vVbc
In mod analog obtinem:
. B b
t<
sin < —=, (6)
.Y c
e =
sin> < ——. (7)
Inmultind membru cu membru inegalititile (5), (6) si (7), obtinem:
sin%singsing < %. Semnul egalititii este valabil numai pentru a = f = y.

Metoda III. Evident c¢i 2Vab <a+b, 2Vbc < b +c, 2vac < a + c. Inmultind
membru cu membru aceste inegalitati, avem:
8abc < (a+ b)(b + c)(a + ¢). (8)
Se stie ca:
a=2Rsina,b = 2Rsinf,c = 2R siny, 9)
unde R este raza cercului circumscris triunghiului cu laturile a, b, c.
Din relatiile (8) si (9) rezulta:
8sin a sin B siny < (sina + sin B)(sin B + siny)(sin a + siny) sau
Laa Y Y
64 smzcosismzcosismzcosz <
< 8sin a;rﬂ BV c0sE=Y sin &Y cos &Y

2 2 2 2 .
Deoarece: smTﬁ = Cosg Bty 14

a-fB .
CoSs B sin
2

. a .« £
, SII’IT = COoSs PY smT = COoSs Py vom avea.
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.oa . . a— - a—
8Sll’1-SlH§Sll’1§S COoS Zﬁ COSB yCOS ]/.

2 2
ﬁy

a— .
Insa cos— <1,cos—<1, cosTy < 1, prin urmare:

8sin;sin§sin§§1<=>sin%sin§51 §<%.
Metoda IV.
a B v a B T a+,8
sin ESIH E Sll’lz = SIHESIHESIH
1 a— a+pf a+ﬁ
=§[cos 5 — cos > ]-cos > =
1 ,a+p a—p a+p
= 2cos > — Ccos > ]=
1 ,a+pB a—pf a+p 1 ,a—p ,a— B
=—§ cos > — cos 5 cos > +Z(COS 5 — cos > )]=
_ 42
1 a+p cosa;ﬁ cozazﬁ
=—§ cos >~ 5 — 2 =
1 a-8 1| a+p cosaz;ﬁ_2 1 a—B 1 1
=§cos > —Ecos >~ > Sg 0s > Sg 1=§.

Exemplul 3. De demonstrat ca sin“ + B + y > 6, daca «a, 5,y sunt ungiurile unui
2 Sln; 2

triunghi.
Stimcéx+y+223,/xyz dacax = 0, y>0,220.
Deci, — —+ B+ >

sin— B sink = 3/ . a . .
z sing 2 smEsmgsm)z—/

*)

Cum, sm smﬁ smy % din relatia (*) rezulta inegalitatea:

1 1
—+ — y__

sin— L4 3
2 sm2

Exemplul 4. De demonstrat ca tga - tgf > 1, dacd a si § sunt doua din unghiurile unui
triunghi ascutitunghic.

Metoda I. Din formula tg(a + B) = % obtinem:
. 1 _ tga +tgf
tga -tgf = g p) " (1)

Deoarece a si f sunt unghiuri ale unui triunghi ascutitunghic, rezulta ca 90° < a +

B < 180°. Prin urmare, tg(a@ + B) < 0. Tinand contca tga > 0, tgf > 0, avem:
_tg a+tgf
@i h) > 0. (2)
Din relatiile (1) si (2) obtinemcatga -tgf > 1.
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Metoda II. Scriem inegalitatea tg o - tg f > 1 astfel:
sinasin 8 > 1. (3)

cosacosf

Deoarece cosa >0 si cosf >0, inegalitatea (1) ia forma sinasinf >
cosacosfB & cosacosf —sinasinf < 0 & cos(a + B) < 0 - inegalitate adevarata,
intrucat 90° < a + f < 180°.
Metoda I11.
Pe latura AC a triunghiului ABC construim un
semicerc care intersecteazd inaltimea BD a
triunghiului ABC in punctul M (Fig. 1).

Avem
MD _ DC
AD  MD’
MD MD _

deunde —-— = 1.
AD DC

Cum BD > MD, rezulta ci = - 22 > 1.
AD DC
Dacd a = BAC = BAD, iar f =ACB=DCB,
. BD BD .
c atunci tga = D’ tgp = occ  prin urmare tga -
tgp > 1.

. : : 1 : .
Exemplul 5. De demonstrat inegalitatea sin® a + cos® a > - Pentru care valori ale lui a

Figura 1

are loc egalitatea?
Evident ci: sina + cos?a =1 < (sina + cos?f)? =1 < sin*a +
+2sin? @ cos? a + cos* a = 1.

sin? 2a

v

a o . . . 1
Insa sin* @ + cos* @ > 2sina cos? @ < sin* a + cos*a > >

1
(sin* a + cos* @)? = sin® a + cos® a + 2sin* a cos* a > 7

. . - o . 1
Deoarece sin® a + cos® a > 2sin*acos* a,rezulta ca sinfa + cosBa > -

[ee}

Egalitatea are loc pentru a = % + kz—n, keZ.

Exemplul 6. De demonstrat ca cosa + cosf§ + cosy < g, daca a, 8,y sunt unghiurile

unui triunghi.

Stim cd: cosa + cos f = 2 cos a%ﬂ cos % (1)
Deoarece a + f + y = 180°, rezulta # =90° — g, prin urmare obtinem:
a+p 4
cos = sin—. 2
> > (2)
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fnsd cos =2 < 1. Atunci din relatiile (1) si (2) avem: cosa + cos f§ < 2 sing. Deci,
cosa + cos B + cosy < 25in§+ 1-— 25in2§ = %(3 -1 +4sin§—4sin2§) =§—
2
~(1-2sinf) <2,
2 2 2
Egalitatea are loc daca si numai daca o = f§ si 2 sing = 1, adica triunghiul este

(1)

echilateral.
Exemplul 7. De demonstrat cd arctg g > arct g% + 2arctg §

Notam: arctg% =a, arctgi =p, arctg§ =v.
4 s 1 s 1 1
0<a<;, tgﬁ—z,0<ﬁ<g, deoarece O<Z<\/_§’ tgy =

Atunci tga = >
1 T
e o0<y< =

Astfel, (B +2y) € (0;%) — intervalul de crestere pentru functia tangentd este si

intervalul de descrestere pentru functiile cotangenta si cosinus.

Demonstram ca tg a > tg(B + 2y).
2
1, 3
2tgy —+—3-
4 tgp+tgay  BFtTLz, 4t 1L 16
Avem: =-; 2y) = = = =—.
vem: tga =25 tg(B +2y) = o BT 2
9

Deoarece g > E, rezulta ca tga > tg(B + 2y). Deci, a >  + 2y.
Exemplul 8. De demonstrat ca arccos% + arccos % + arcsin% > g

o 3 12_ 7 .1
Vom arata ca arccos - + arccos I > o —aresinz.
o 3 12 .1 . 3 T
Notam: arccos- = a, arccos — = B, arcsin, =y. Atunci cosa = sy a<3
12 T . 1m T . T 21 T T
cosf=—0<pf<—siny=-,-<y<-.Deci: =< «a <— 0<-—y <-,unde
B=0<B<gsiny=_,-<y<3 <A+ <0< -y <,
T 2T T . .. .
(Z; ?) S1 (0 ; —) sunt intervale de descrestere ale functiei cosinus.
- U - - -
Pentru a demonstraca a + f >  — ¥ este necesar sa demonstram ca:
T .
cos(a + B) < cos (5 — y), sau cos(a + B) < siny.
4 5 36 20 16

Avem ca cos(a + f) =cosacos,[>’—sinasinﬁ=E-%—E-E—E—E

. 1 16 1 . T
siny = -. Deoarece — < -, rezultdicia + f = - — .
4 65 4 2

Exemplul 9. De demonstrat ca 2 arcctg4 > % — arcctg 3.
Notam: arcctg4 = «, arcctg3 = (. Atunci, ctga = 4,0 < a < %; ctgf = 3,
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YA

0<pB<ZDei,0<2a<i =<i-pg<i unde(O;E)gi( ;
6 3’12 4 4 3 12”4

) sunt intervale
o« . - - s .
de descrestere a functiei cotangentd. Pentru a demonstra ca 2a > i P este necesar si

suficient sa demonstrdm ca ctg 2a < ctg G - ,8).

= 2.

1 15
1 1-tg?a _ 1-7¢  1¢ _ 15
Avem:ctg204=t = oq =TI =% =5
g2a ga Z-Z Te
T 1
1 1+tgztgﬁ _ 1+§
1

wWiNw b

ctg (% B ﬁ) - tg(g—ﬁ) - tgg—tgﬁ R

w

5 . . .
Deoarece 1; < 2, rezultd ca ctg 2a < ctg G — ,8), deci 2a > % - .

In concluzie, mentionim ci metodele de rezolvare a exemplelor din acest articol vor
fi de un real folos atat studentilor, viitori profesori de matematica, cat si elevilor de liceu
si vor contribui nu doar la formarea competentelor de analiza si rezolvare a problemelor,
dar si la aprofundarea cunostintelor generale, ce tin de studierea functiilor trigonometrice
si aplicatiile acestora la demonstratia inegalitatilor.
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