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Rezumat. Articolul de fata, exploreaza o modalitate inovatoare de abordare a metodelor geometrice pentru
a rezolva probleme negeometrice care implica parametri. Vom evidentia unele concepte fundamentale,
tehnicile geometrice aplicate si exemplele relevante care demonstreaza eficienta acestor metode
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SOLVING NON-GEOMETRIC PROBLEMS WITH PARAMETERS
BY GEOMETRIC METHODS

Abstract: This article explores an innovative approach to geometrical methods to solve non-geometric
problems involving parameters. We will highlight some fundamental concepts, applied geometric
techniques and relevant examples that demonstrate the effectiveness of these methods.
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Introducere

Problemele cu parametri reprezinta o provocare semnificativa Tn matematica, aparand
frecvent in diverse domenii, de la algebra elementard pana la analiza complexd si
optimizare. Aceste probleme implica de obicei determinarea valorilor unui parametru (sau
a unui set de parametri) pentru care o ecuatie, o inecuatie sau un sistem de ecuatii are o
anumitd proprietate (de exemplu, existenta unei solutii, un anumit numar de solutii, solutii
intr-un anumit interval, etc.).

Abordarea clasica a acestor probleme se bazeaza in principal pe metode algebrice si
analitice. Cu toate acestea, exista o abordare alternativa, adesea subestimata, care consta in
utilizarea tehnicilor geometrice. Aceasta abordare nu numai ca poate oferi o perspectiva
mai intuitivd asupra problemei, dar poate duce si la solutii mai elegante si mai simple.
Cunoasterea tehnicilor si abordarilor speciale pentru rezolvarea problemelor matematice
permite nu numai rezolvarea corecta a acestora, ci si rezolvarea lor intr-un mod simplu si
original [1, 2].

Ipoteza cercetarii: rezolvarea problemelor algebrice cu parametri, folosind metoda

geometrica, este ghidatd de o reprezentare vizuala a conditiilor sub forma unui desen sau
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scheme, care ajuta la o mai buna intelegere a starii problemei, le face mai vizuale, evidente,
simplificd foarte mult solutia si duce la un raspuns mai rapid.

Scopul principal este de a evidentia avantajele acestei abordari, inclusiv clarificarea
relatiilor complexe, identificarea conditiilor de existenta a solutiilor si facilitarea unei

intelegeri mai profunde a comportamentului problemei in functie de variatia parametrilor.

Metode aplicate

Desi problemele algebrice sunt in mod traditional rezolvate cu instrumente algebrice
si analitice, propunem o strategie alternativa care transforma problema intr-un context
geometric, permitand o vizualizare mai intuitiva si o rezolvare potential mai eleganta. Vom
demonstra, prin exemple concrete, modul in care reprezentarile geometrice, cum ar fi
graficele functiilor, inegalitatile si transformarile geometrice, pot oferi o perspectiva
profunda asupra naturii solutiilor si a influentei parametrilor.

Metoda geometricd (transformarea si vizualizarea) detine ideea centrald de a
transforma problema negeometricd intr-o problema geometricd echivalentd. Aceasta se
realizeaza, de obicei, prin urmatoarele etape:

o Reprezentarea grafica: Transformarea ecuatiilor sau inegalititilor in reprezentari
grafice 1n planul cartezian sau in spatii multidimensionale;

o Interpretarea geometrica a parametrilor: lIdentificarea modului in care variatia
parametrilor afecteaza reprezentarile grafice (de exemplu, translatii, rotatii, dilatari);

o Analiza geometrica a conditiilor problemei: Reformularea conditiilor problemei in
termeni geometrici (de exemplu, intersectia a doud curbe, distanta dintre un punct si

o dreapta, aria unei figuri);

o Constructia si analiza geometrica: Utilizarea instrumentelor geometrice (rigla,
compasul, software geometric) pentru a vizualiza si analiza problema;

o Deducerea solutiilor: l1dentificarea solutiilor problemei initiale prin interpretarea
geometrica a solutiilor problemei transformate;

o Utilizarea teoremelor geometrice:Folosirea teoremelor cunoscute (de exemplu,
teorema lui Pitagora) pentru a deduce relatii intre parametrii problemei.

Toate acestea implica utilizarea figurilor geometrice, diagramelor si reprezentarilor
vizuale pentru a analiza si rezolva problem [3].

Pentru a ilustra eficacitatea metodei geometrice, vom analiza cateva exemple
concrete:

Exemplul 1. Pentru ce valori a parametrului a ecuatia |x + 3| + |x — 1| = a nu are solutii,
are o singura solutie, doua solutii, o infinitate de solutii?

Solutie: In limbaj geometric ecuatia |x + 3| + |x — 1| = a inseamni, ci trebuie de gisit
asa un punct M (x), suma distantelor de la care pana la punctele A(—3) si B(1) sa fie egala

cu a. Din fig. 1 se vede, cd AB = 4, prin urmare:
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Figura 1
Daca a < 4, atunci asa punct M(x), suma distantelor lor de la care pana la punctele
A(—3) si B(1) sa fie egala cu a, nu existd, deoarece pentru punctele segmentului AB suma
distantelor pana la A si B este egala cu 4, iar pentru punctele situate in exteriorul
segmentului AB, suma distantelor este mai mare decat 4. Prin urmare, pentru a < 4 ecuatia
nu are solutii.

Daca a > 4, atunci intotdeauna existd doud puncte M, (x;) si M,(x,), situate in
exteriorul segmentului AB si simetrice 1n raport cu segmentul AB, suma distantelor de la
fiecare din care pana la punctele A si B sa fie egald cu a.

Dacd a = 4, atunci existd o infinitate de puncte M (x), suma distantelor de la fiecare
din care pana la punctele A si B sa fie egald cu 4 (toate apartin segmentului AB). In acest
caz ecuatia are o infinitate de solutii.

Sa observam ca nu exista un punct, distanta de la care pana la punctele A si B sa fie
egala cu a. Daca exista asa punct, atunci si simetricul acestui punct in raport cu AB, ar fi o
solutie. Prin urmare ecuatia nu poate avea o singura solutie.

Raspuns: Pentru a < 4, ecuatia nu are solutii, pentru a > 4 ecuatia are 2 solutii, pentru
a = 4 ecuatia are o infinitate de solutii, o singura solutie ecuatia nu poate avea nici pentru
o valoare a parametrului a.
Exemplul 2. De aflat toate valorile parametrului ¢, pentru fiecare din care sistemul de
ecuatii
(2t — 3)x + 5y < 4t
4x+ (3t—4)y <3 (1)
Qt+1Dx+2y =4t +1.
are exact o singura solutie.
Solutie: Sa observam ca pentru orice valoare fixata pentru parametrul ¢, fiecare inecuatie
a sistemului dat reprezintd un semiplan Tmpreund cu marginea sa. Aceste trei semiplane au
un singur punct comun, daca dreptele ce determind aceste trei plane au un singur punct
comun.
Alcatuim sistemul format din trei ecuatii liniare
(2t — 3)x + 5y = 4t,
4x+ 3t—4)y =3 )
Qt+Dx+2y =4t +1.
Sa excludem din acest sistem variabilele x si y. Dupa unele transformari, obtinem ecuatia:

42t% — 17t — 25 = 0.
25

Rédacinile acestei ecuatiisuntt = 1sit = — s
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Pentrut = 1, obtinem x = 1siy = 1.

Dacasit = — g, atunci sistemul (2) are o infinitate de solutii.

Raspuns: Pentrut = 1: x =y = 1.

x? — 6x + 12 + t? — 4t = 0 primeste cea mai mare valoare?

Solutie: Modulul diferentei a doua numere reprezinta distanta intre doud numere pe axa de
coordonate.

In partea stangd a ecuatiei date formam te

patrate complete:
(x?—6x+9)+(t?—4t+4)—1=0,

(x—3)2+(t—-2)?=1 24

Aceasta este ecuatia cercului cu centrul in

punctul (3; 2) si raza egala cu 1 in sistemul ' x
de coordonate Oxt. 0 1 9 3 4
Radacinile ecuatiei sunt egale cu abscisele
punctelor de intersectie a cercului si a

Figura 2

dreptei paralele cu axa absciselor. Distanta
cea mai mare dintre puncte va fi atunci cand aceste puncte vor fi extremitatile diametrului
cercului, care este egal cu 2.
X, =2,x, =4; |x, —x,| = 2.
Sa determindm valorile pentru ¢ :
Dx=2,2-32+({t—-2)?=11+(t—-2)%=1(t—-2)*=0;t=2.
Dx=4(4-3+(t—-2)?=41L1t-2=0;t =2
Raspuns: t = 2.
Exemplul 4. De aflat toate valorile parametrului t pentru fiecare din care sistemul
(x+2t—1*+(y+5t—2)2 =4

{(x—3t+1)2+(y—6t+5)2 =09,
are o singura solutie:
Solutie: Sa observdam cd sistemul dat este format din doud ecuatii, fiecare din care
reprezinta ecuatia unui cerc.

Prima ecuatie a sistemului reprezintad cercul cu centrul (—2t + 1; =5t + 2) si raza
egald cu 2. A doua ecuatie a sistemului reprezinta cercul cu centrul in punctul (3t — 1; 6t —
5) si raza egala cu 3.

In limbajul geometric, conditia problemei puse in problema dati este de a determina
toate valorile parametrului t pentru care aceste doua cercuri sunt tangente, adica au un
singur punct comun. Aceasta este posibil in doud cazuri: distanta dintre centrele cercurilor
este egald cu suma razelor (tangente in exterior) sau cu diferenta razelor (tangente in

interior).
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In primul caz obtinem:

JBt—1+2t—1)2+ (6t—5+5t—2)2=5 sau /(5t—2)2+ (11t—7)2 =5,

o qw - - . .. 14 .
Rédacinile acestel ecuatii sunt t = SSit= 1
In al doilea caz obtinem:

(5t — 2)2 4+ (11t — 7)2 = 1. Aceastd ecuatie nu are riddcini reale.

y 14
Raspuns: — ;1
73
Exemplul 5. De aflat cea mai mica valoare a parametrului a, pentru care sistemul de ecuatii
are o singura solutie:
(a + 1)?

(x+4+2a)+(y+1+a)?< 20

x—2y=>-1

1

2
Solutie: Inecuatia (x + 4+ 2a)’ + (y+ 1+ a)? < (a;r—o reprezintd un disc cu centrul in
la+1]

. a
punctul A(—4 — 2a; —1 — a) siraza N

Inecuatia —2y > —1, y < 0.5x + 0.5 reprezintd un semiplan cu marginea:
d:y = 0.5x +0.5.
Sistemul de inecuatii are o singurd solutie, daca discul si dreapta d au un singur punct
comun, punctul de tangenta M.
Va

=

Figura 3
Deoarece d: y = 0.5x + 0.5, atunci kg = 0,5. Asa cum AM L d, urmeaza k,, = —2.

Conditia ca sistemul sa aiba o singura solutie este ca sistemul
Y —Ya = Kay(x —x,)

x—2y=-1
AM—\/(x+4+2a)2+(y+1+a)2—|a+1|
4+/5
y+1l4+a=-2(x+4+2a)
x—2y=-1
J(x+4+2a)2+(y+1+a)2—|a+1|
445
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2x+y+9+5a=0

x—2y=-1
a+ 1)
(x+4+2a)2+(y+1+a)2=—( 80)
x =—2a— 3,8
y=—-a—14
, — - 2 o 2 _ (a+1)?
(—2a-38+4+2a)° +(-a—-14+1+a)’ =—=
a+ 1)? a+ 1)?
(0’2)2 + (_0’4)2 — %,0,2 — %, (a + 1)2 = 16,
la+ 1| =4,a =3,a = —5.
Cea mai mica valoare este a = —5.
Réispuns: a = —5.

Exemplul 6. Pentru ce valori a parametrului t ecuatia |x — 2t| + |4x + t| = 27 are exact
doua solutii?
Solutie: Introducem 1n plan un sistem rectangular de coordonate tOx. Construim dreptele

X=2tsix = _Tt in sistemul de coordonate tOx. Dreptele x = 2t si x = _Tt impart planul

in patru parti a, B, ¥, 6. Pentru fiecare punct din @ x — 2t > 0, 4x + t = 0, pentru
punctele din  x — 2t = 0,4x + t < 0, pentru punctelediny x — 2t < 0,4x +t < 0si
pentru punctele din d x — 2t < 0,4x +t = 0.

A
X
x =2t
14
A
" )
: 12 t
—12 0 . -
'8 .
B ¥ c
[
y=_2%
4
Figura 4
Din definitia modulului avem:
t,t =0
It] = {—t, t<o0
Rezolvam ecuatia initiala in fiecare din cazurile:
1) (t,x) € a, Atunci
27 +t 1 27
x—2t+4x+t=275x—-t=27x= @x=§t+?.(d1)

2) (t,x) € B, Atunci
19
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X=2t—4x—-t=273x-3t=279x=-t—9.(d,)
3) (t,x) € y, Atunci

—x+2t—4x—t=27© Sx+t=27 S x="Z o x=1t - (dy)

4) (t,x) € §, Atunci
—x+2t+4x+t=273x+3t=27x=-t+9.(d,)
Construim dreptele d4, d;, d3 d, In sistemul de coordonate tOx.
Dreptele x = gt + 2?7, X = %t — 2?7 st dreptele x = —t — 9, x = —t + 9 sunt paralele doua

cate doud si intersectinduse formeazd o multime de puncte, ce reprezinta
paralelogramul ABCD, in care A(—12,3), C(12,—3). Din Fig. 4 se vede cd dreapta t = c,

unde ¢ € R intersecteazd multimea construita in doua puncte pe intervalul (—12,12].

Exemplul 7. De aflat toate valorile parametrului a, pentru fiecare dintre care sistemul de

—2)2 — 2 <4l
Jx—2a0)?%+ (y—a) <7
x—2y=>1

inecuatii are solutii: {

2
Solutie: Inecuatia (x — 2a)* + (y — a)? < % reprezintd un disc cu centrul in punctul (2a,

a) si raza %. Inecuatia x — 2y > 1 reprezintd un semiplan cu marginea y = 0.5x — 0.5.

Sistemul are solutii daca discul si semiplanul au puncte comune. Pentru aceasta distanta de
la centrul discului pana la dreapta y = 0.5x — 0.5 trebuie sa fie mai mare decat raza

discului. Aceasta distanta intre dreptele paralele y = 0.5x siy = 0.5x — 0.5

05 05 05 1
P JO5?2+1Z V025+1 05V5 5

¥ y = 0.5x

0.5x — 0.5

Figura 5

Sistemul are solutii pentru puncteleg < %, la| > 6,a>6 U a<—6.

Raspuns: a < —6,a = 6 [4,5].
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Rezultate si discutii

Metodele geometrice oferd o abordare eficienta si intuitivd pentru rezolvarea
problemelor negeometrice cu parametri. Prin utilizarea acestor metode, cercetatorii pot
obtine solutii clare si vizuale, facilitind intelegerea si aplicarea conceptelor complexe.

Problemele negeometrice cu parametri sunt frecvent intdlnite in diverse domenii ale
stiintel si ingineriei. Aceste probleme pot include ecuatii algebrice, optimizare si analize
statistice. Metodele geometrice ofera o abordare vizuala si intuitiva pentru a intelege si a
rezolva aceste probleme.

Solutiile obtinute prin metode geometrice au demonstrat o eficientd crescuta in
comparatie cu abordarile traditionale. De asemenea, vizualizarea geometrica a problemelor
a facilitat intelegerea si comunicarea solutiilor. Avantajele metodei geometrice se
caracterizeaza prin:

o Intuitie: Ofera o intelegere mai intuitiva a problemei, permitand vizualizarea relatiilor
si a comportamentului solutiilor.

o Simplitate: Poate simplifica rezolvarea problemelor complexe, transformandu-le in
probleme geometrice mai usor de gestionat.

o FEleganta: Conduce adesea la solutii mai elegante si mai concise.

o Identificarea cazurilor speciale: Faciliteaza identificarea cazurilor speciale si a
conditiilor limita.

Cu toate acestea metoda geometrica dispune si de unele dezavantaje cum ar fi:

Limitari: Nu este aplicabila tuturor tipurilor de probleme cu parametri.

Dificultate: Poate necesita abilitdti de vizualizare si constructie geometrica.

o Generalizare: Generalizarea la probleme cu mai multi parametri poate fi dificila.
Metoda geometrica poate fi aplicata cu succes 1n diverse domenii:

o Algebra: Rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor cu parametri.

o  Analiza: Studiul functiilor cu parametri si al comportamentului lor asimptotic.

o  Geometrie: Determinarea locurilor geometrice si a proprietatilor figurilor geometrice.

o Optimizare: Gasirea valorilor optime ale functiilor sub restrictii cu parametri.

o Fizica: Modelarea fenomenelor fizice cu ajutorul parametrilor si a reprezentarilor

geometrice.

o FEconomie: Analiza modelelor economice cu ajutorul parametrilor si a reprezentarilor

grafice.

Concluzii si recomandari

Rezolvarea problemelor negeometrice cu parametri prin metode geometrice
reprezintd o abordare valoroasd si complementara metodelor algebrice si analitice
traditionale. Desi nu este o solutie universald, aceastd metoda ofera adesea o perspectiva

unica si o intuitie profunda asupra problemelor complexe. Prin transformarea problemelor
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in context geometric, putem beneficia de vizualizare, simplificare si eleganta in procesul

de rezolvare. Incurajam explorarea si utilizarea acestei metode in diverse domenii ale

matematicii si ale stiintelor aplicate. Metoda geometricd este clard, vd permite sa

economisiti timp, sa puteti si lua in considerare toate solutiile posibile. Aceastd metoda

contribuie nu numai la formarea abilitatilor de rezolvare a problemelor cu parametri, ci si

la dezvoltarea intelectuald a elevilor. Propunem un algoritm pentru rezolvarea problemelor

algebrice folosind metoda geometrica:

» Construirea unui model geometric al unei probleme algebrice si traducerea lui in
limbajul geometric;

» Rezolvarea problemei geometrice rezultate;

» Cheia rezolvarii se gaseste in interpretarea geometrica a problemei;

» Traducerea raspunsului primit din limbajul geometric in limbajul natural.
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