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Abstract: The article below draws our attention on the problem that most of the I-st year students
don’t know the theorem of three perpendiculars and its reciprocals. We consider that the deficient
assimilation of this very theorem has as a main reason its lame methodological exposition in the school
manuals of mathematics. Here are formulated 7 reciprocal forms of the theorem of those three
perpendiculars establishing which of them is a theorem.

Tn procesul studierii disciplinei universitare CMS (Complemente de matematica
scolard) si disciplinei Geometrie elementara noi am observat ca majoritatea studentilor
anului | de studii nu cunosc teorema celor trei perpendiculare, reciprocele ei.

Teorema este inclusa, conform curriculum-ului 2010 la matematica, in programa
clasei a X-a, dar nu este o tema noua in cursul scolar de matematica. Prin urmare, aceasta
teorema si aplicatiile ei ar trebui s fie bine insusite de catre absolventii liceali. Tnsa
realitatea este alta.

Consideram ca unul din motivele Tnsusirii insuficiente a teoremei respective este
expunerea nereusita in plan metodic a acesteia Th manualele scolare de matematica.

In manualul [1, p. 257] citim:
Teorema 7 (teorema celor trei perpendiculare).
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Daca proiectia u4 pe planul a a unei drepte a este perpendiculara pe o dreapta b din

planul a, atunci si dreapta a este perpendiculara pe dreapta b.

Teorema 8 (reciproca teoremei 7).
Daca dreapta a este perpendiculara pe o dreaptda b din planul a si nu este
perpendiculara pe plan, atunci proiectia «; a dreptei a pe planul o este

perpendiculara pe dreapta b.

g g

In manualul [2, p. 200] citim:

Teorema 16.5 (teorema celor trei perpendiculare).
Dreapta ce apartine planului si care trece prin baza oblicii perpendicular catre
proiectia acestei oblici este perpendiculara catre aceasta oblica.

N e A

Fig-23g9

In manualul [3, p. 30] citim:

Teorema celor trei perpendiculare.
Daca o dreapta d este perpendiculara pe un plan a si prin piciorul ei trece o dreapta
a, continuta n plan, perpendiculara pe o alta dreapta b continuta Tn plan, o dreapta
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c care uneste orice punct M al perpendicularei d pe plan, cu intersectia P a celor
doua perpendiculare din plan, este perpendiculara pe a treia dreapta b.

(Seddd Llu atu bru alblecvers ¢l hb).

Tn continuare: Reciproce ale teoremei celor trei perpendiculare:

Fig. 6.1
1. Sedidlw avwu buwu vlb Severe alb;
2. Sedidla vlb alb acw bewSecvers dl
De ce apar doua teoreme reciproce la teorema celor trei perpendiculare?
Pentru ca ipoteza este formata din doua propozitii si am vazut ca in clasa VI-a intr-o astfel
de situatie pot aparea doua reciproce.
1n manualul [4, p. 160] citim:

Teorema celor trei perpendiculare.
Fie wun plan, A un punct, 4 € si 0 dreaptd, u « u. Dacd 44" L a, A" =usi

A'Bla, B=a, atunci A5 1 w.
‘A

Sa observam ca ipoteza teoremei celor trei perpendiculare contine trei propozitii:
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(1D)AA" L (2)ABLa B)ue u
Schimband oricare dintre cele trei propozitii cu concluzia teoremei (45 L u) (C), obtinem
trei reciproce:

Reciproca 1 Reciproca 2 Reciproca 3
(DAA" 1w Buwu (DAA" L w
(A =u) (2)AB L= (4 =u)
B)uL u SABLa |pnpea) | ALY (g g | TR
(c) (48 Lu) (c) (45 1 u) (B=xg)
(Bea) (Q)ABLla

Demonstrati ca reciproca 1 este adevaratd, iar celelalte doua sunt false.

Reciproca 1 va fi numitd in continuare teorema reciproca a teoremei celor trei
perpendiculare.

Ati observat ca din ipoteza reciprocei 2 rezultd A4’ 1 w. Intdrind ipoteza 2 cu incd o

propozitie, A4" 1 A" &, obtinem urmatoarea teorema, utila pentru a demonstra ca o dreapta

este perpendiculara pe un plan.
Teorema (reciproca intarita a teoremei celor trei perpendiculare).
Fie uun plan, A un punct, A € u i 0 dreaptd, u «—u. Daca 45 L u (B=a), ABLla
(A =u)si A4 1 A'B, atunci A4" L «.
In manualul [5, p. 77] citim:
Teorema. O dreapta situata intr-un plan este perpendiculara pe o oblica atunci si numai
atunci cand aceasta dreapta este perpendiculara pe proiectia oblicii.
In manualul [6, p. 44] citim:
Teorema celor trei perpendiculare.
Dreapta ce apartine planului si care trece prin baza oblicii perpendicular catre proiectia
acestei oblici pe acest plan este perpendiculara si catre oblica.

Demonstratie. Pe fig.1:
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AH - perpendiculara cdtre planul « (44 L «); AM - oblicd; HM - proiectia oblicii AH pe
planul «; a - dreapta ce apartine planului « (u — u) ce trece prin punctul M perpendicular
catre proiectia HM.

Vom demonstra ca u 1 AM,

Examinam planul AMH: « L AMH, deoarece u L MH Si u L AH, MH si AH - drepte

concurente ce apartin planului AMH. Din cele spuse rezulta: a este perpendiculara catre
orice dreapta ce apartine planului AMH, prin urmare u L AM.

Observatie: Aceasta teorema se numeste teorema celor trei perpendiculare, deoarece n
ea e vorba despre corelatia dintre perpendicularele AH, HM, AM.
Teorema reciproca: Dreapta ce apartine planului si care trece prin baza oblicii
perpendicular catre oblica este perpendiculara si catre proiectia ei.
Anterior am expus formularile teoremei celor trei perpendiculare in sase din cele mai
vestite manuale scolare editate Tn ultimii 30 ani in Moldova, Romania si Rusia.
Aceste manuale sunt relativ bine cunoscute si utilizate in Moldova.
Vom expune acum unele observatii cu caracter general respectiv la valoarea metodica a
acestor manuale privitor la formarea notiunii TTP.

» Cea mai reusita expunere a TTP o gasim in manualul [6, p. 44].
Autorii, utilizdnd notiunile ,,oblica”, ,,proiectia oblicii pe plan”, formuleaza in modul cel
mai succint TTP, demonstratia acestei teoreme, formuleaza si explica calea de
demonstratie evidenta a reciprocei. Se subliniaza care sunt cele trei perpendiculare despre
care e vorbain TTP: AH, HM, AM.

» O reusita expunere a TTP intalnim si in [5, p.77].
Autorii manualului utilizeaza notiunile ,,oblica” si ,,proiectia oblicii pe plan”. Nu e reusita
din punct de vedere metodic expunerea concomitenta a teoremei directe si reciproce sub
forma de conditie necesara si suficienta. TTP este o0 teorema grea pentru elevi si e mai
bine a nu grabi expunerea reciprocii. S& mai observam ca n acest manual se propune
urmatoarea figura pentru a ilustra TTP (dreapta m L & nu trece prin B):

Tigi 1

» Observam ca expunerea TTP in manualul [2, p. 200] se deosebeste putin de
expunerea din manualul [6, p. 44].

» Expunerea TTP in manualul [1, p. 252], a reciprocei TTP si demonstratia acestora
coincid Tn mare masura cu cele expuse Th manualul [5, p. 77] cu deosebirea ca
teorema directa este separata de cea reciproca si e utilizata o figura mai putin
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reusitd. Aici nu e reusita deloc utilizarea expresiei ,,...dreapta a... nu este
perpendiculara pe plan...” la formularea teoremei reciproce.

» Expunerea TTP in manualul [3, p. 30] merita o atentie deosebita: aici intalnim
prima ncercare printre expunerile TTP Tn manualele analizate de a explica, din
punctul de vedere al logicii matematice, numarul reciprocelor unei teoreme in
dependenta de structura logica a ipotezei teoremei. Nu e bine insa ca formularea
TTP a provocat, fara a fi utilizate notiunile ,,oblica” si ,,proiectia oblicii pe plan”,
un surplus de cuvinte in textul acestei teoreme.

Nu s-a examinat reciproca principala a TTP, care conform simbolicii
manualului numiteste: t 1 b,a u, b w =)d Luw,al b,

» Manualul 4 este cel mai nou dintre manualele care abordeaza problemele de care
ne ocupam. Am asteptat ca expunerea TTP Tn acest manual sa fie din punct de
vedere stiintifico-metodic mult mai reusit ca in manualele anterioare, Thsé nu e asa.
Autorii acestui manual nu utilizeaza notiunile de ,,oblica” si ,,proiectia oblicii pe
plan”, ceea ce conduce la ntelegerea mai usoara a TTP si la memorizarea ei.
Formularea propusa a TTP cu punct la mijloc si cu ,,daca” dupa acest punct
complica separarea partii explicative de ipoteza teoremei.

E salutabila Tncercarea autorilor acestui manual de a examina toate reciprocele TTP

si a stabili care dintre ele sunt teoreme si care — nu.

Tn afara de cele trei propozitii reciproce numite pentru TTP, mai sunt Tncd patru
reciproce, printre care Si teoreme. Spre regret, autorii acestui manual nu le observa.
Trebuie spus ca nu le observa nici autorii manualului [1]. Autorii manualelor [1] si [4] nu
au consultat manualul scolar [3], Tn care sunt expuse doua teoreme reciproce la TTP —
manual bine cunoscut prin utilizarea sa in Romania si in Moldova.

» Curriculumul scolar nou [7, clasa a Xl-a] vizeaza, in cadrul teoremei celor trei
perpendiculare, doar studierea unei reciproce!

> In temeiul celor expuse rezultd urmitoarea concluzie: Pe parcursul perioadei
precedente - manualele scolare de matematica [1], [4] si [3] - Tn didactica
matematicii au fost acumulate mai multe procedee reusite de studiere a TTP.
Conceptia logico-multime permite a expune aceasta teorema extrem de importanta
Tn matematica mult mai efectiv. Drept concluzie generala vom expune o varianta
efectiva de Tnvatare a teoremei celor trei perpendiculare si reciprocele acesteia.

TTP: Dreapta ce apartine planului si care trece prin baza oblicii perpendicular catre
proiectia acestei oblici pe acest plan este perpendiculara si catre oblica.
Demonstratie:
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AC - oblica; BC - proiectia oblicii AC pe planul a; d - dreapta ce apartine planului o
(d — w) si care trece prin punctul C perpendicular catre proiectia BC; AB - perpendiculara
catre planul a (AB La).
Examinam planul ABC.

Din AB L a; d « u; 0 dreapta perpendiculara pe un plan este perpendiculara pe orice dreapta a

planului: rezultd AB L. d (d L AB).

Dind L BC; d LAB rezultd d L (planul ABC).

Din d_L (planul ABC); ACc(planul ABC); o dreapta perpendiculara pe un plan este
perpendiculara pe orice dreapta a planului: rezultd d L AC .

Reciprocele TTP: Pentru a determina care din reciprocele TTP sunt teoreme e bine a scrie
simbolic aceasta teorema.

Partea explicativa a teoremei este: planul a, oblica AC, cea, dca.

Ipoteza teoremei contine propozitiile: AB L a, BC<a., d 1 BC.

Concluzia teoremei: d L AC.

Formula teoremei: (AB_La) (BCca) (d LBC) =} (d LAC).

Forme reciproce in acest caz sunt:

dLAC =)(AB_L0) (BCca) (dLBC)
(d LAC) (BCc<a) (dLBC) =) (AB_Lq)
(AB_La) (d_LAC) (dLBC) =} (BCcaq)
(AB_ La) (BCcza) (dLAC) =} (dLBC)
(dLAC) (dLBC) =) (AB_La) (BC=0)
(dLAC) (BC<z0) =) (AB_La) (d LBC)
7. (dLAC) (AB_La) =) (BCca) (dLBC)

Vom formula prin cuvinte cele 7 forme reciproce ale TTP si vom stabili care din ele
este teorema:

1. Din: dreapta d trece prin baza oblicii AC perpendicular catre oblica, rezulta:
punctul B € a este proiectie ortogonala a punctului A pe planul a, BC este proiectia oblicii
AC pe planul a, dreapta d este perpendiculara catre BC.

2. Din: dreapta d trece prin baza oblicii AC perpendicular catre oblica, proiectia

BC a oblicii AC pe planul o, dreapta d este perpendiculara catre BC, rezulta: punctul B
este proiectie ortogonala a punctului A pe planul a.

ok wbdE
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3. Din: Punctul B este proiectie ortogonalda a punctului A pe planul a, dreapta d
trece prin baza oblicii AC perpendicular catre oblica, dreapta d este perpendiculara catre
BC, rezulta: BC este proiectia oblicii AC pe planul a.

4. Din: Punctul B este proiectie ortogonala a punctului A pe planul a, proiectia BC
a oblicii AC pe planul a, dreapta d trece prin baza oblicii AC perpendicular catre oblica,
rezulta: dreapta d este perpendiculara catre BC.

5. Din: dreapta d trece prin baza oblicii AC perpendicular catre oblica, dreapta d
este perpendiculara catre BC, rezultd: punctul B este proiectie ortogonalad a punctului A pe
planul a, BC este proiectia oblicii AC pe planul a.

6. Din: dreapta d trece prin baza oblicii AC perpendicular catre oblica, proiectia
BC a oblicii AC pe planul a, rezultd: punctul B este proiectie ortogonala a punctului A pe
planul a, dreapta d este perpendiculara catre BC.

7. Din: dreapta d trece prin baza oblicii AC perpendicular cétre oblica, punctul B
este proiectie ortogonala a punctului A pe planul a, rezulta: BC este proiectia oblicii AC
pe planul a, dreapta d este perpendiculara catre BC.

Toate aceste propozitii sunt juste.

Concluzie: O astfel de analiza e recomandabild pentru majoritatea teoremelor

scolare, indeosebi la scrierea manualelor de matematica.
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