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Rezumat. In aceasta lucrare sunt cercetate unele ecuatii in inelul claselor de resturi dupa un modul. Se
demonstreaza ca aceste ecuatii poseda o singura solutie doar in inelul claselor de resturi dupa modulul 5.
Se arata cd compatibilitatea acestor ecuatii in structura de inel are o legaturd cu perechile de elemente
consecutive reciproc inversabile din aceste inelele.

Cuvinte cheie: inelul claselor de resturi dupa un modul n, ecuatie algebrica, solutie a ecuatiei in inel, ecuatie
incompatibild, elemente consecutive reciproc inversabile.

RESEARCH AND SOLVING SOME EQUATIONS

IN THE RING OF RESIDUE CLASSES

Summary. In this paper are investigated some equations in the ring of residue classes. It is shown that these
equations possess a single solution only in the ring of residue classes modulo 5. It is shown that the
compatibility of these equations in the ring structure is related to the pairs of consecutive mutually invertible
elements in these rings.

Keywords: ring of residue classes modulo n, algebraic equation, solution of ring equation, incompatible
equation, mutually invertible consecutive elements.

Se stie ca teoria ecuatiilor algebrice cu coeficienti ce apartin unui corp comutativ
reprezintd un domeniu important si mult studiat in algebra traditionala.

Diverse probleme de matematica, uneori chiar foarte complicate se rezolva prin
diferite metode, dar in cele mai dese cazuri se reduc la determinarea solutiilor unei ecuatii
algebrice peste o structurd de corp comutativ sau in general peste un inel [1], [2], [8].

De asemenea multe probleme din alte domenii ca fizica, statistica matematica,
economia, teoria jocurilor, programare se rezolva cu ajutorul unor ecuatii algebrice [3], [4].

Obiectivul de baza al acestei lucrari este de a arata importanta unor proprietati ale
structurii algebrice, adica ale domeniului caruia apartin coeficientii ecuatiei algebrice
cercetate [5], [6] si cum depind de acestea numarul radacinilor ecuatiei.

Este cunoscut faptul ca pentru o ecuatie algebricd peste un domeniu de integritate,
numarul radacinilor ei nu intrece gradul acestei ecuatii. lar in cazul cand structura algebrica
este doar inel, care nu este domeniu de integritate, atunci numarul radacinilor poate fi mai

mare decat gradul ecuatiei algebrice date.
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de gradul 2, x2 + 7 = 0 are 4 solutii, x € {1,3,5,7};

b) in inelul claselor de resturi dupd modulul 16, Z;c = {0, 1,2, ..., 15}, ecuatia de
gradul 2, x? + 4x = 0 are la fel 4 solutii, x € {0, 4, 8,12};

) in inelul matricelor patrate de ordinul 2 peste inelul claselor de resturi dupa
modulul 2, (M,(Z,),+,), care evident cd nu este un inel integru, considerand ecuatia
algebricd de gradul doi x% + x = 0, se arati ci din multimea elementelor inelului M,(Z,)
radacini pentru ecuatia data sunt toate elementele idempotente din acest inel, adica acele
elemente pentru care x? = x. Iar multimea elementelor idempotente din acest inel este

urmatoarea [4]:

o= DEDE DE DE DEDE DE 9

Prin urmare, ecuatia are 8 radacini, iar gradul ei este doi.
Din aceste exemple, dar si din altele care pot fi aduse, vedem cat de importanta este

(U

structura algebrica in care se cerceteaza ecuatia algebrica [7], [9].

In continuare vom efectua o cercetare a inelelor de clase de resturi dupa un modul,
in care doud ecuatii algebrice de gradul doi posedd solutie unicd. De asemenea sunt
formulate cateva concluzii cu privire la compatibilitatea acestor ecuatii in inelele de clase
de resturi si sunt rezolvate unele exemple, luand la baza cele demonstrate.

Mentionam cd compatibilitatea acestor ecuatii in structura de inel are o legatura
interesanta cu perechile de elemente consecutive reciproc inversabile din aceste inele. Mai
exact, vom arata ca numarul de solutii ale ecuatiei coincide cu numarul de perechi de
elemente consecutive reciproc inversabile din inelul de clase de resturi.

Problema 1. Determinati inelele claselor de resturi Z,,,n > 1 in care ecuatia x? + x = 1
are o singura solutie.
Solutie. Admitem ci @ € Z,, este solutie a acestei ecuatii, adici a®> + a = 1.

Aratam ca 1n acest caz —(a+ 1) la fel este solutie a ecuatiei. Observam ca
(—(@+D)=@+1)?=a*+2a+1=1+a+1. Astfel (—(@a+1))*+ (—(a+
1))=1. Deoarece solutia ecuatiei este unici, avem @ = —(a + 1) sau 2a+1 = 0. Pe de

alta parte 4a® + 4a = 4 sau (2a + 1)?=5.
Cum 2a+1 = 0, rezulta ci 5=0, deci n = 5.

Astfel am aritat cd Zs este unicul inel de clase de resturi in care ecuatia x2 + x = 1
are singuri solutie, x = 2.

Observam ca daca a este solutie a ecuatiei date, atunci inversul lui a in acest inel
este a+1.

Astfel, obtinem urmatoarea concluzie:
Concluzia 1. Inelul Z; este unicul inel de clase de resturi, care are o singura pereche de
elemente consecutive reciproc inversabile (acestea fiind 2 si 3).
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Concluzia datd ne permite sa formulam o problema similard, care poate fi propusa
studentilor sau elevilor de a fi rezolvata de sinestatator.

Problema 2. Aritati ca inelul claselor de resturi Z¢ este unicul inel de clase de resturi in

care ecuatia x2 + 4x = 1 are o singuri solutie.

Solutie. Consideram inelul claselor de resturi Z,,n > 1, iar @ € Z,, solutie a ecuatiei x? +

4x = 1. Cum ecuatia dati este echivalentd in Zs cu ecuatia x? —x = 1, obtinem a? —

a = 1. Aritim ci in cazul dat 1 — @ la fel este solutie a acestei ecuatii.
A-a*-Q-a)=1-2a+a*-1+a=a*-a=1.

Deoarece ecuatia x> — x = 1 admite o singuri solutie, este necear si avem 1 — a@ =
a. Prin urmare 2a — 1 = 0. Cum a%? — @ = 1, obtinem 4a® — 4a = 4 sau (2a — 1)?=5.
Rezultd din nou ca 5=0, deci n = 5. Astfel am aratat ci Zs este unicul inel de clase de
resturi in care ecuatia x2 + 4x = 1 are solutie unic, solutia fiind x = 3.

Din cele demonstrate mai sus rezulta urmatoarele:

Concluzia 2. Daca in inelul Z,,n > 1,n # 5 exista o pereche de elemente consecutive
reciproc inversabile, atunci aceasta pereche nu este unica.

Aceasti afirmatie rezultd din faptul ci, dacd in inelul Z,,,n > 1,n # 5 ecuatiile x? +
x = 1si x? —x = 1 sunt compatibile, atunci ele posedi cel putin 2 solutii diferite @, b €
Z,, pentru care avem perechile consecutive de elemente reciproc inversabile asia + 1,
respectiv b si b + 1. Analog pentru ecuatia x> — x = 1, obtinem perechile consecutive de
elemente inversabile asia — 1, bsi b — 1.

Concluzia 3. Daca n > 1 este numar natural par, atunci inelul Z, nu are nici o pereche
de elemente consecutive reciproc inversabile, adicd ecuatiile x2 +x =1six2—x=1
sunt incompatibile in aceste inele.

Aceasta rezulta din faptul ca, dacd n > 1 este numar natural par, atunci produsul a
oricdror doua elemente consecutive genereaza o clasd de resturi nu numere intregi pare,
care dupa un modul par n, nu pot fi congruente cu 1. Prin urmare, ecuatiile date nu vor
avea solutii in aceste inele de clase de resturi dupa acest modul.

Cunoastem ca o importanta deosebita in inelele de clase de resturi il joaca campurile
(corpurile comutative), adicd inele Z,, pentru care n = p - numar prim. In cazul
campurilor prezintd interes intrebarile:

a) Daci exista cAmpuri Z,,p > 5, in care ecuatiile x* + x = Isix* —x =1 si nu
aiba solutii?

b) Daci existi inele Z,, , care nu-s cAmpuri, in care ecuatiile x? +x = 1six? —x =
1 si aibd solutii? Evident ci solutia daci existd, nu va fi unica.

La ambele intrebari formulate mai sus raspunsul este afirmativ si rezultd din

urmatoarele observatii:
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Observatia 1. Exista campuri Z,,p > 5, in care ecuatiile x* +x = 1 i x> —x = 1 sunt
incompatibile. De exemplu, campurile Z,,Z,5 si altele nu contin perechi de elemente
consecutive reciproc inversabile, prin urmare, rezultd ca ecuatiile cercetate sunt
incompatibile in aceste campuri.

Observatia 2. Existd inele de clase de resturi Z, ,n > 5, care nu-s cdmpuri, in care ecuatiile
x%? + x = 1six% — x = 1 sunt compatibile, avand, evident, cel putin doui solutii.

Ca exemplu poate fi adus inelul claselor de resturi Zss, care nu este camp, in care
ecuatia x? + x = 1 are solutiile {7,47}, iar ecuatia x> — x = 1 are solutiile {8,48}. Cu
alte cuvinte, in inelul Zsg existd doua perechi de elemente consecutive reciproc inversabile:
(7,8) si (47,48).

Exemplul 1. Stiind ci in inelul Z,; o solutie a ecuatiei x? + x = 1 este elementul a = 6,
aflati cealalta solutie a acestei ecuatii.

=1

Solutie. In baza celor mentionate, deoarece a = 6 este 0 solutie a ecuatiei x> + x =
rezultd ci b = —(6 + 1) la fel este solutie, deci b = —7 = 34. Intr-adevir 34 - 35 =
acest inel. Astfel multimea solutiilor ecuatiei date este {6, 34}.

=

in

Exemplul 2. Stiind cd in inelul Z,q o solutie a ecuatiei x* — x = 1 este elementl a = 6,
aflati cealalta solutie a acestei ecuatii.

Solutie. Deoarece a = 6 este o solutie a ecuatiei x2 —x =1rezulti cib=1—a=
—5 =24 1a fel este solutie, deci b = 24. Intr-adevar, 24 -23 = 1 in acest inel. Prin
urmare, in inelul Z,, multimea solutiilor ecuatiei x? — x = 1 este {6, 24}.

Exemplul 3. Stiind ci in inelul Z;q o solutie a ecuatiei x* + x = 1 este a = 14, aflati

cealalta solutie a ei.

Solutie. Cum a = 14 este solutie a ecuatiei x> + x = 1rezultd ci b = —(14 + 1) la fel
este solutie, deci b = —15 = 4. Fari dificultate se verifici ca, intr-adevar 4-5 =1 in
inelul Z,, .

Exemplul 4. Stiind ci in inelul Z;4 o solutie a ecuatiei x? + 18x = 1 este elementul a =
5, aflati cealaltd solutie a acestei ecuatii.

Solutie. Ecuatia x? + 18x = 1 este echivalentd in acest inel cu x? — x = 1. Atunci b =
1 — @ = 15 la fel este solutie, deci b = 15 este a doua solutie a ecuatiei date.

Exemplul 5. Aratati ca inelul Z,, are doua perechi consecutive de elemente reciproc
inversabile.

Solutie. Existenta perechilor consecutive de elemente reciproc inversabile in acest inel
rezultd din compatibilitatea ecuatiilor x% +x = 1, x> —x = 1 in inelul dat.

Astfel pentru a afla perechile de elemente consecutive reciproc inversabile din acest inel
e suficient sd rezolvim una din ecuatiile date. Observim ca una din solutiile ecuatiei x? +
x = 11in inelul Z,, este a = 8. Atunci b = —(1 + @) = 62 la fel este solutie. Deci, b =

62 este a doua solutie a ecuatiei date.
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Astfel cele doud perechi de elemente consecutive reciproc inversabile ale inelului

Z,, sunt 8,9 sirespectiv, 62, 63.

In incheiere, mentiondm ca ecuatiile rezolvate in inelul claselor de resturi dupa un

modul, precum si cercetarea efectuata poate fi de un real folos pentru elevii si studentii

pasionati de teoria ecuatiilor algebrice, a polinoamelor, a inelelor de clase de resturi, a

campurilor si poate fi extinsa asupra altor tipuri de ecuatii algebrice, atat in inele de clase
de resturi dupa un modul, cat si in alte tipuri de inele sau alte structuri algebrice.
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