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1. Introducere

Scopul principal al sistemului educational consta in formarea omului, producerea
anumitor schimbari in ceea ce priveste dezvoltarea lui intelectuald, in formarea de
competente care ar contribui efectiv la activitatea ulterioara a lui pe tot parcursul vietii.
Unele dintre principiile generale ale invatdmintului sunt:
- Principiul Tnsusirii constiente, temeinice §i active a cunostingelor;
- Principiul accesibilitatii si individualizarii invatarii,
- Principiul sistematizarii si continuitatii in procesul de invétare;
- Principiul intuitiv al invatdmintului;
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- Principiul legarii teoriei cu practica.

Pornind de la aceste principii, este necesar ca predarea fiecarei discipline sa aiba un
caracter interdisciplinar si un aspect integrator. Principiul integrator al invatdmantului a
fost elaborat cu privire la bazele metodologice ale activitdtii extracurriculare la
matematicd in lucrarea [3]. Aspectul integrator presupune:

- Legatura strinsa intre disciplinele curriculumului scolar;
- Relatii intre teme si module in interiorul fiecdrei discipline;
- Reflectarea rolului fiecarui modul in pregatirea generala ulterioara.
Pentru a realiza principiile si aspectul integrator al modulului ,,Volumul
poliedrelor” este necesar a realiza urmatoarele obiective:

1. Formarea conceptului de volum si dezvoltarea ulterioara a conceptului de masurare
a marimilor geometrice si fizice;

2. Insusirea notiunilor de masurare a marimilor si, in particular, de masurare a
volumelor;

3. Calculul volumelor pentru anumite tipuri de corpuri geometrice;

4. Aplicarea unor algoritmi specifici calcului volumelor poliedrelor in rezolvari de

probleme in situatii reale si/sau modelate.
2. Referitor la conceptul de masurare a volumului

Conceptul de masurare a volumelor este un caz particular al conceptului de
masurare a marimilor. Fiecare profesor de matematica are datoria de a cunoaste acest
concept general.

Pentru a masura unele marimi este necesar:
- Sa cunoastem proprietdtile generale ale acestora;
- Sa cunoastem ,,operatia de suma” a doud sau mai multe marimi de tipul dat;
- Sa fie determinat cind doud marimi de acest tip sunt ,,egale dupd forma si marime”
( congruente);
- Sa fie data o ,,marime”, care determina unitatea de masura.

Prin urmare, daca K este o0 clasa de figuri geometrice, atunci pentru a efectua
masurarea figurilor din K este necesar sa fie dat:
1. Pentru orice doua figuri F;,F, € K este bine determinat dacd F; si F, sunt
congruente sau nu. Daca F; este congruenta cu F, , atunci se noteaza F; = F,.
2. Pentru orice doua figuri F;,F, € K este determinat daca existd sau nu suma lor.
Daci F este suma figurilor F, si F,, atunci notim F = F; @ F,. Intotdeauna, F;, @ F, =
F, UF,.
In aceste conditii o masura a marimilor din K este o corespondenta la care fiecirei figuri
F € K i se ataseaza un numar m(F) > 0 cu proprietatile:
Proprietatea 1. Daca F; = F,, atunci m(F;) = m(F,).
Proprietatea 2. Daca F = F; @ F,, atunci m(F) = m(F,) + m(F,).
Proprietatea 3. Daca exista o figura elementard F, € K pentru care m(F,) = 1, atunci
spunem ca figura F, determind unitatea de masura.
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Exemplul 2.1. Fie K totalitatea figurilor finite din plan sau spatiu. Vom spune ca F; =
F,, daca F; si F, sunt congruente in sens obisnuit. Suma F;, @ F, a figurilor F; si F, exista,
dacd F; si F, nu au puncte comune si in acestcaz, F; @ F, = F; UF,.

Fie k>0. Daci |F| este numarul de elemente din F, atunci m(F) = k - |F| va fi o masura
a marimilor din clasa K. Pentru numarul K irational nu exista o figura F, cu conditia

m(F,) = 1. Astfel de figurd F, existd numai pentru k = %, unde n este un numar natural.

Exemplul 2.2. Fie K totalitatea segmentelor din plan sau spatiu. Pentru aceste figuri este
cunoscuta relatia de congruenta F; = F,. Suma a @ b a doud segmente a, b exista atunci
si numai atunci cand:

- alb este segment;

- a si b nu au puncte interioare comune.

O masura [(x) a lungimilor segmentelor ataseaza fiecarui segment a un numar [(a), astfel
incit:

1. Daca a = b, atunci l(a) = I(b).

2. Daca c = a @ b, atunci l(c) = I(a) + L(b).

3. Exista un segment e, numit unitate de masura, pentru care l(e) = 1.

Exemplul 2.3. Fie K totalitatea poligoanelor din plan. Pentru doua poligoane P; si P,
existd suma P; @ P, daca si numai daca:

- P, U P, este un poligon;

-P; si P, nu contin puncte interioare comune.

Atunci o masurd A a ariilor poligoanelor ataseaza fiecarui poligon P un numar

A(P) > 0, astfel incit:

1. Dacda P, = P,, atunci A(P;) = A(P,).

2. Daca P = P, @ P,, atunci A(P) = A(P,) + A(P,).

3. Exista un patrat P, pentru care A(P,) = 1. Latura patratului P, va fi unitatea de
masura.

Studiul masurarilor din aceste exemple a fost efectuat pina in clasa a 1X-a. Deci
elevii sunt bine familiarizati cu masurarea lungimilor segmentelor si ariilor poligoanelor.
Acest fapt sta la baza formarii conceptului de masurare a volumelor poliedrelor.
Notiunea generald de masurare a volumelor se inscrie in linia generald a conceptului
general.

Fie acum X clasa tuturor poliedrelor. Pentru doua poliedre P; si P, este determinata
suma P, @ P, = P; U P, , atunci si numai atunci cand
- P; U P, este un poliedru.

- P; si P, nu au puncte comune interioare.

O masura V' a volumelor poliedrelor ataseaza fiecarui poliedru P un numar V (P) >
0, numit volumul poliedrelor P, astfel incit:
1. Daca P, = P,, atunci V(P;) = V(P,).
2. Daca P = P, @ P,, atunci V(P) = V(P,) + V(P,).
3. Existd un cub K, pentru care V(K,) = 1. Latura cubului K, este unitate de masura
a volumelor.
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Aceste exemple se inscriu armonios in conceptul general de masurare a marimilor.
3. Referitor 1a modulul ,,Volumul poliedrelor”.

Acest modul se studiaza mai aprofundat in clasa a XII-a. Elevii au luat cunostinta
de unele corpuri in clasele primare: cubul, paralelipipedul dreptunghic, sfera. Clasificarea
dupi diferite criterii a poliedrelor se efectueazi in clasele a V-a - IX-a. In clasa a IX-a
elevii au calculat deja volumele unor corpuri, insa formulele respective n-au fost
demonstrate. Elevii din clasele primare iau cunostinta de notiunea de volum la nivel
intuitiv: volumul este proprietatea unui corp de a ocupa un loc in spatiu. Lichidele
iau forma vaselor ce le contin. Pornind de la acest moment intuitiv, cind volumul corpului
constd din ,,cantitatea de lichid care umple interiorul corpului” se dezvolta conceptul de
masurare a volumelor. Aceastd marime reflecta ,,capacitatea” corpului.

Volumul se poate determina prin metode indirecte:
1.Metoda geometrica, care utilizeaza formulele de calcul ale volumului in geometrie, dupa
masurarea dimensiunilor.
2. Metoda gravimetrica (dinamica), la care se utilizeaza definitia volumului invatata la
fizica. Volumul este egal cu raportul dintre masa si densitate. Masa se determind prin
cintarire, iar densitatea se alege din tabele in functie de natura materialului. Aceasta
metodd permite sd calculam volumul corpurilor de formd neregulata (principiul lui
Arhimede).
3. Metoda volumetica (statica) — se determina volumul unui lichid prin comparare cu o
masura etalon (vas gradat, litru, vadra, oca, baril, galon, ster, cisternd, etc.).

Aceste metode sunt amintite numai cu titlu informativ pentru a face comparatii cu

alte obiecte si de aceea la fiecare metoda se vizualizeaza cu ajutorul calculatorului diferite
imagini referitoare la aceste metode.
Apoi se introduce functia volum. Functia volum asociaza fiecarui corp simplu K un
numar real nenegativ V(K), numit volumul corpului respectiv. in dependenta de clasa se
descriu proprietatile functiei volum. In clasele primare si cele gimnaziale poate fi realizat
urmatorul experiment de calcul al volumului. Pentru acest experiment sunt necesare: unt
vas de sticla gradat; apa; corpuri, de reguld, de forma neregulata; ata pentru agatat corpul.
Apoi efectuam urmatoarele actiuni:

1. In vasul gradat se pune o cantitate V1 de apa.

2. Volumul V1 se trece in tabel.

3. Se agata corpul cu ata si se introduce in apa, avand grija ca el sa fie perfect
scufundat.

4, Se citeste noua indicatie V2 a volumului pe peretele vasului si se trece in tabel.

S. Volumul corpului se calculeaza prin diferenta dintre volumul final si volumul

initial: V = Vo-Vy.
Acest experiment se repetd cu diferite volume V1 initiale, cu diferite corpuri §i cu mai
multe corpuri simultan. Marimea cantitatii V1 se alege in asa mod, incit corpurile sa fie
perfect scufundate. In rezultatul experimentului se fac urmatoarele concluzii:
- Diferenta V = V2-V1 nu depinde de volumul initial Vi, dar numai de corp (sau
corpuri);
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- Volumul a doua corpuri este egal cu suma volumelor acestor corpuri.

Acest experiment este bazat pe principiul lui Arhimede. Este bine cunoscuta

povestea de mare inspiratie a lui Arhimede care a nascut celebra expresie ,,Evrica!" (,,am
gasit!"). Legenda afirma ca atunci cand marele savant grec al antichitatii, intrand in cada
de baie si observand ca nivelul apei a crescut, a inteles ca ,,volumul de apa dezlocuit trebuie
sa fie egal cu volumul unei parti a corpului sau, cea aflata in apa”. Prin acest fapt,
Arhimede a descoperit 0 modalitate de calcul foarte precisa pentru volumul corpurilor de
forme neregulate. Legenda spune cd emotia pe care i-a produs-o a fost asa de puternica,
incat Arhimede ar fi sarit din cada si a alergat, uitind ca era dezbracat, spre palat pentru a
comunica descoperirea, strigand: ,,Evrica! Evrica!”
Tema: "Masurarea volumelor ” trebuie sa exploateze intens si eficace analogia dintre plan
si spatiu. Le propunem elevilor sd descrie proprietatile care le vin in minte, atunci cind se
gindesc la volum. Totodata discutam proprietatile volumului in paralel cu proprietatile
ariilor suprafetelor.

Proprietatile suprafetelor. Proprietatile volumului.

=

Suprafetele congruente au aceeasi arie.

Daca corpurile K; si K, sint congruente,
atunci ele au acelasi volum.

Dacéd o suprafatd s-a descompus in doud | Daca corpul e descompus in doua sau mai
sau mai multe suprafete fard puncte | multe corpuri fard puncte interioare
interioare comune, atunci aria suprafetei | comune, atunci volumul lui este egal cu
este egala cu suma ariilor acestora. suma volumelor acestora.
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A A
A 3 B
B
Aria (AUB) = Aria (A) + Aria(B) — Vol (AUB) = Vol (4) + Vol (B) - Vol (4
Aria (A N B) N B)
B
B
A
A
Daca ASB, atunci Daca ASB, atunci
Aria (B- A) = Aria (B) - Aria(A) Vol (B - A) = Vol (B) - Vol (4).

Unitatea de misurd principald pentru volum este metru cub, notat cu m3. Acesta poate fi
imaginat ca volumul unui cub de latura de un metru.

In viata de zi cu zi folosim ca unitate de masura de baza si litrul, notat cu . Este important
ca elevii si stie ca 11 =1dm?3, adica volumul unei cutii in formi de cub, cu laturile de 10
cm (ceea ce este 1dm, de fapt). Relatia dintre unitatea de masura pentru volum si unitatea
de masura pentru capacitate este 1litru = 1,000028: 10~3m3.
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Apoi se discutd si se demonstreaza
formulele de calcul pentru volumele
corpurilor studiate, explicand rolul bazei
si al Tnaltimii dupad caz (vezi [1, 2]).
Demonstrarea poate fi scrisa in Power
Point, pentru a cistiga timp. Invitarea
formulelor uzuale si folosirea acestora
in diferite aplicatii este un obiectiv
important. In cadrul acestei lectii se
dezvoltd gandirea logicd, imaginatia,
gandirea vizuala, vederea in spatiu.

Un rol important la predarea
modulului ,,Volumul poliedrelor” joaca
teorema lui Cavalieri.

Teorema (Principiul lui Bonaventura
Francesco Cavalieri). Fie K; si K, doud corpuri simple si & un plan. Daca corpurile K; si

K, sint amplasate fata de planul a astfel, incit pentru orice plan S || @ sectiunile
corpurilor K; si K, cu planul B au arii egale, atunci V(K;)=V(K5;).

Aceastd teorema este un caz particular al teoremei lui T. Fubini despre
integralele duble si triple.
4. Probleme

Prin rezolvarea de probleme se realizeaza functii instructiv-educative (vezi [4]),

cum sunt:

- folosirea cunostintelor anterioare;

- sistematizarea cunostintelor;

- autoevaluarea;

- stocarea si actualizarea cunostintelor.

De aceea rezolvarea diferitor probleme este foarte importanti. in primul rind, se
vor rezolva unele probleme mai simple. Apoi sunt binevenite problemele cu caracter
aplicativ.

Problema 4.1. Fetele unui paralelipiped sunt romburi congruente. Lungimea laturii unui
romb este a si unghiul ascutit are masura a. Sa se afe volumul paralelipipedului.
Rezolvare: Construim proiectia muchiei A4, pe planul (ABC). Notam m(< A, AM) = B,
atunci

a cosa . cos?a
cosazcosﬁ-cos;zbcos[)’=cosa, sinf =,1—cos?pf = [1— =
2

2
COos“—
2

a
cos2%—cos2 a \/coszg—cos2 a ] ] ] . MA
e = . Din triunghiulAA;M , sinf=—, MA, =a-
cosZE cos; 1 a 1
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a
/coszg—cos2 a

sinf= a- T Deoarece ABCD - romb, prin urmare, A,gcp = a? -
2
/coszg—cos2 a « 2
sina, V= a® sina-a->Y——=2a3 sin—-\/cosz—— cos? a.
cosE 2 2

- . a a
Rispuns: V = 2a3 sin - \/COSZ -~ cos? a.

Problema 4.2. Baza unei piramide este un triunghi isoscel cu laturile de 10 cm,10 cm, 12
cm. Toate muchiile laterale au lungimea de 14 cm. Sa se determine volumul piramidei.

Rezolvare: Fie ABC baza piramidei date MABC. Deoarece toate muchiile laterale au
lungimi egale, rezultd ca proiectiile lor pe planul bazei au de asemenea lungimi egale, deci
piciorul inaltimii piramidei este centrul O al cercului circumscris triunghiului din baza. Fie

AO = R, unde R este raza cercului circumscris triunghiului din baza. Aplicam formula

V, = iAb - MO. Dupa formula lui Heron, obtinem 4, = vV16-6-6-4 = 48 (cm?). Din

formula R = ABL;B:'AC, obtinem A0 =R = % cm. Din dreptunghic AMAO, conform
“Ap

teoremei lui Pitagora, obtinem MO = VvAM? — A0? = [196 — % = # (cm).  Deci

v, =148 22 = 36V3T(cm?).

Raspuns:V, = 36v31cm?.
Problema 4.3. Cele trei dimensiuni ale unui paralelipiped dreptunghic sunt in progresie
aritmeticd si suma lor este egald cu 18 cm. Aria toati a paralelipipedului este de 198 cm?.
Sa se determine volumul paralelipipedului.

Rezolvare: Notam una din cele trei dimensiuni prin a cm, a >
0. Atunci celelalte dimensiuni vor avea forma (a + r)cm, (a +
2r)cm, deoarece din conditie se stie ca cele trei dimensiuni sunt

a+2
in progresie aritmetica, unde r (r > 0) este ratia progresiei

aritmetice. Din faptul ca suma dimensiunilor este egala cu 18
M cm rezultd
3a+3r =
18, a +
r=
6(1),a=6—r.Dard, =2a-(a+
r+2-a-(a+2r)+2-(a+r)-
(a+2r)=198 (2). Luind 1in
consideratie (1)si (2), se obtine r? =
9. Deci r = 3 cm. Rezulta ca cele trei

—_—— = A dimensiuni sunt: 3 cm, 6 cm si 9 cm.
0 Prin urmare, V=3:6-9=
D 162 (cm?).
B
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Raspuns: Vygraretipeauni = 162 cm?.

Mentionam si urmatoarea problema
Problema 4.4. Baza unui paralelipiped drept este un romb. Iniltimea paralelipipedului
este egali cu V3 cm, iar diagonalele lui formeazi cu planul bazei unghiuri de 45° si 30°.
Sa se determine volumul paralelipipedului. (BAC 2011, profil real)

Acum propunem unele probleme cu caracter aplicativ.
Problema 4.5. Un bazin are forma unui paralelipiped dreptunghiuc cu dimensiunile de 4
m, 6 m si 0,9 m si se umple cu apa prin doud tevi. In cit timp se va umple cu apa bazinul
gol, daca debitul unei tevi este de 60 1 de apa pe minut, iar al celeilalte — 40 | pe minut?
Rezolvare: Aflam volumul bazinului. V,,;, =4-6-0,9 = 21,6 m3. Cunoastem ci
1m?® = 1000 L. Prin urmare, 21,6 - 1000 = 21600 (1) de api incap in bazin. Intr-un minut
prin doua tevi curge 100 litri. Aflam in cit timp se va umple cu apa bazinul gol
21600: 100 = 216 minute.
Raspuns: Bazinul se va umplea 1n 3 ore si 36 minute.
Problema 4.6. Trei cuburi din aramd de

dimensiunile laturilor de 3 cm, 4 cm si 5 cm
au fost retopite intr-un cub nou. Ce lungime
are diagonala cubului obtinut? (BAC -2010,
profil uman)

Problema 4.7. Finul a fost depozitat intr-un
stog de forma reprezentatd in desen ( figura
este compusd din doud prisme drepte).
Utilizind datele din desen, calculati masa

finului din stog, dacd masa 1 m? de fin este
egali cu 85 kg. (BAC 2010, profil real)
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Problema 4.8. Toate fetele piramidei ABCD sunt triunghiuri congruente cu laturile a =

AB,b = BC, ¢ = AC. Calculati volumul piramidei.

Astfel de tipuri generale de probleme se recomandd de rezolvat in clasd pentru un caz

particular. De exemplu: a =3 cm, b =4 cm,c =5 cm. Pentru acasa trebuie propusa

spre rezolvaare aceasta problema pentru alt caz particular: a = 5cm, b = 6 cm,¢c = 9 cm.

La lectia urmatoare de rezolvat aceastd problema in clasd, pornind de la particular la

general.
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