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Rezumat. In articol se propun probleme geometrice, rezolvarea cirora, in mare masurd contribuie la
formarea abilitatilor de cercetare ale elevilor.
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THE ROLE OF GEOMETRIC PROBLEMS IN FORMING THE RESEARCH

SKILLS OF SCHOOL STUDENTS

Abstract. In this article geometric problems are proposed, the solving of which contribute largely in
forming of research skills of school students.
Keywords: research, geometric problems, solution, learning through research.

Fiecare societate are nevoie de talente, fiecare tara are nevoie de specialisti de
performanta in toate domeniile de activitate. Vom avea astfel de specialisti atunci, cand
vom avea absolventi a gimnaziilor, liceelor si colegiilor bine pregétiti, cu cunostinte
profunde, capabili de a face fatd cerintelor actuale, care se cer de la specialistii
contemporani. Din cele mentionate, devine clar, ce responsabilitate pentru viitor revine
scolii de azi in pregatirea viitorilor absolventi din institutiile numite.

Activitatea de cercetare a elevilor reprezintd o totalitate de actiuni cu caracter de
cautare, care duce la descoperirea unor factori necunoscuti, cunostinte teoretice si metode
de activitate.

Scopul metodei de invatamant prin cercetare este de a “trezi” in mintea elevului
procesul de gandire. Elevul trebuie sa simtd frumusetea descoperirii. Prin urmare,
procesul de cercetare reprezintd nu numai un proces de gandire logicd in acumularea
cunostintelor, dar si un bun simt emotional.

Formarea abilitatilor de cercetare la elevi este posibila si de dorit la toate obiectele
de studiu. Un rol deosebit in aceasta activitate de formare a acestor abilitati de cercetare
revin studierii matematicii scolare in general, si in particular geometriei. In procesul de
formare a capacitatilor de cercetare, atat la elevi, cat si studenti, geometria este favorizata
prin continutul ei practic din realitatea inconjuratoare.

Metoda invatarii prin cercetare in procesul rezolvarii problemelor geometrice este
posibila la toate etapele de studiu, incepand cu clasele primare, tinandu-se cont de
particularitatile de varsta si de nivelul de pregatire al elevilor.

Un impact pozitiv in solutionarea problemei, abordate in acest articol. se obtine in
rezultatul rezolvarii problemelor, in care se cere de calculat marimile unor elemente ale
figurilor geometrice, neexistente conform conditiilor problemei.

1. Calculati perimetrul triunghiului, laturile caruia au lungimile 2cm, 3cm si Scm.

Majoritatea elevilor sunt gata sa dea raspunsul, cum ca perimetrul triunghiului este

egal cu 10cm. Unii elevi insa, isi pun intrebarea: exista oare un triunghi cu laturile 2cm,
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3cm si S5em? Bineinteles, ca elevii isi vor da seama, ca nu exista un astfel de triunghi. Ei
vor face concluzia, ca orice problema, cat de simpla, cere a fi bine analizata, cercetata.

2. Latura unui paralelogram este egald cu 8 cm, iar indltimea respectiva este egald cu 15
cm. De aflat latura a doua a paralelogramului, daca indltimea dusd pe aceasta laturd
este egald cu 10 cm.

De obicei elevii, notand lungimea laturii necunoscute prin x si cunoscand formula
pentru calcularea ariei paralelogramului, alcatuiesc ecuatia :

x-10=8-15
si obtin raspunsul: a doua laturd a paralelogramului este egala cu 12 cm. Apeland la
desen, elevii isi vor face concluzia, ca nu exista astfel de paralelogram, deoarece in caz
contrar, ipotenuza ar fi mai mica decat una din catete.

3. Bazele unui trapez sunt egale cu 20 cm si 6 cm. De aflat aria trapezului, daca raza
cercului Tnscris 1n acest trapez este egald cu 7 cm.

Traditional, raspunsul nu se lasd mult asteptat. Elevii stiu ca aria trapezului este
egald cu produsul dintre lungimea liniei medii si inaltime. Linia medie este egala cu 13
cm, iar indltimea ar fi egala cu 14 cm. Elevii dau raspunsul: aria trapezului este egala cu
182 cm?. Cercetand mai profund aceastd problemi, elevii observa ci trapezul cercetat
trebuie sa fie isoscel si latura laterald egala cu 13 cm, dar atunci asa trapez nu exista.

4. Diagonalele fetelor necongruente a unui paralelipiped drept sunt egale cu 2 cm, 3 cm
si 5 cm. De aflat diagonala paralelipipedului.

Rezolvare. Notam lungimile muchiilor paralelipipedului prin x, y si z (Fig. 1). Se stie, ca
patratul diagonalei paralelipipedului drept este egal cu suma patratelor celor 3 dimensiuni
d? = x? + y? + z2.

Aplicand teorema lui Pitagora in cele 3 fete

necongruente, obtinem sistemul de ecuatii :

x2+y% =4,
y?+2z%2=09,.
x% + z% = 25.

Adunand parte cu parte ecuatiile sistemului,
obtinem :

2(x? + y2 + z%) = 38 sau x% + y? + z% = 19.

Prin urmare, diagonala paralelipipedului este egald cu V19 cm. Acesta insd nu
poate fi raspunsul problemei, deoarece fiecare diagonala a fetei paralelipipedului drept
reprezintd proiectia ortogonald a unei diagonale a paralelipipedului, iar proiectia
ortogonald intotdeauna este mai micd decat oblica. Deci, diagonala paralelipipedului
trebuie si fie mai mare decét fiecare diagonali a fetelor, dar V19 < 5.

Care-i motivul: de ce s-a obtinut asa rezultat? Cercetand mai atent datele problemei,
elevii pot observa ca diagonalele fetelor necongruente ale paralelipipedului dat formeaza
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un triunghi. Prin urmare, lungimile laturilor trebuie sa satisfaca conditiilor de existenta a
triunghiului. Cu laturile 2, 3 si 5 nu existi asa triunghi. In continuare, profesorul propune
elevilor sa rezolve problema in cazul, cand diagonalele fetelor necongruente ale
paralelipipedului dat au asa dimensiuni, incat sa existe triunghiul format de ele. Fie, de
exemplu diagonalele fetelor necongruente au dimensiunile 2, 3 si 4. In asa caz elevii

obtin ca diagonala paralelipipedului este egala cu /14,5. Acesta iardsi nu poate fi

raspunsul, deoarece m < 4. Acum se vede clar, cd este incalcata o altd conditie
necesara a existentei paralelipipedului drept. Pentru a determina aceasta conditie, Se
propune de rezolvat problema in forma generala.

Fie diagonalele fetelor necongruente ale paralelipipedului drept au dimensiunile a,
b si ¢, unde a > b > c. Atunci, diagonala paralelipipedului dat va avea marimea

d=\/% (a? + b? + c?). Asa cum, d > a obtinem inegalitatea:

\/% (a% + b% + ¢2) > a, de unde obtinem a? < b? + 2.

Prin urmare, triunghiul format din diagonalele fetelor necongruente a
paralelipipedului trebuie sa fie ascutitunghic, deoarece patratul laturii mai mari este mai
mic decat suma patratelor celorlalte doud laturi. Ultima afirmatie rezultd din teorema
cosinusurilor. In sfarsit devine clar, de unde apare contrazicerea si anume din faptul ca
22 4+ 3% < 42, Triunghiul cu laturile 2, 3 si 4 este obtuzunghic.

Exista probleme 1n geometrie pentru rezolvarea carora, ecuatia sau sistemul de
ecuatii alcatuit pentru aflarea marimii ciutate, admite doua solutii pozitive. In asa caz, nu
este clar, care totusi este raspunsul problemei.

5. In triunghiul ABC este dat: |AB|=2cm,|BC|=4cm si m 4ABC=120°.
Bisectoarea unghiului B intersecta latura AC in punctul D. Cu ce este egala distanta
de la punctul D pina la latura AB (Fig. 2)?
Rezolvare. Fie [DE] L [AB] si |DE| =
X

- _ 0_ X _ b
x. Atunci, |BE| = xtg30 = |AE |

2 —=. Aplicam teorema cosinusurilor in

V3 . L
triunghiul ABC si obtine : |[AC|? =4+ T
16 —2-2-4cos120° = 28, de unde Fie. 2

|AC| = 2+/7. Din proprietatea bisectoarei AD in triunghiul ABC avem:

AD AB 2 1 . 2V7 . 47
u=u=—=—.AtunC|, |AD| = —si |DC| = —
Ipcl ~ IBCl T 4 2 3 3

. Aplicand teorema lui Pitagora

in triunghiul ADE, obtinem:
2

x% + (2 —1)2 = (2—\/7) sau éxz -z

V3 3 V3 =0.

o |IN
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Solutiile acestei ecuatii sunt x; = ? sl x, = 23—\/5 Ambele solutii sunt pozitive si ambele
satisfac conditiilor de existenta a triunghiului ADE.

Apare intrebarea: satisfac oare problemei ambele solutii? Dupa natura problemei,
trebuie sa fie un singur raspuns. Asa ca cel putin o solutie este in plus. Din proprietatea
bisectoarei BD 1in triunghiul ABC, si anume:

|BD|? = |BA| - |BC| — |AD| - |DC],
aflam |BD| = % (special n-am calculat-o din triunghiul BDE, o sa va convingeti de ce ?).
Daca acum verificam existenta triunghiului BDE pentru solutiile x; si x, obtinute,

: . . . 2V3
ne convingem ca triunghiul BDE existd doar pentru valoarea x, = T\/— De unde au

aparut doud solutii? Pentru a raspunde la aceasta intrebare vom cerceta triunghiul ABD.

In acest triunghi cunoastem |AB| = 2, |AD| = %7 si m ZDBA=60°, adicd cunoastem

doua laturi si unghiul opus uneia din ele. Prin urmare, triunghiul ABD nu este determinat.
Punctul D poate avea doua pozitii (D, si D,) carora le vor corespunde doua distante
diferite pina la latura AB. Pentru a stabili, care anume din aceste doua pozitii are loc, este
suficient de determinat felul unghiului BDA. Cu ajutorul teoremei cosinusurilor

determindm, cd acest unghi este ascutit. In asa caz, rdspunsul problemei date este

. . . 2V3
determinat de valoarea mai mare a solutiei, anume de x = =5

Sa mentionam, cd nu trebuie de confundat cercetarea solutiei problemei cu sensul
problemei de cercetare a expresiei analitice a marimii cautate. Domeniul valorilor
admisibile, dupa sensul parametrilor din problema, reprezinta o submultime a valorilor
admisibile a expresiei analitice obtinute pentru marimea cdutata.

V. Nataganov si L. Lujina [1] pe bund dreptate considera ca problemele cu
parametri reprezintd o analogie a problemelor de cercetare stiintifici din matematica
aplicatd. I. A. Ghibs in [2] scrie: ,,Rezolvarea problemei cu date parametrice poate fi
consideratd completd numai in cazul, cand vor fi determinate conditiile necesare si
suficiente pentru ca valorile determinate a necunoscutelor pot fi considerate ca raspuns la
problema data.

6. Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu p, iar una din laturi este egald cu a.
Aflati laturile triunghiului. Cite solutii are problema pentru diferite valori a
parametrului a ?

Rezolvare. Deoarece in problema nu se spune concret, care latura este egala cu a (baza
sau latura laterald), vom cerceta doud cazuri.
Cazul 1. Daca a este lungimea bazei triunghiului, atunci latura laterala are lungimea

egala cu ?. Aplicind inegalitatile triunghiului, obtinem sistemul:



a>0,

a<2'
2

-a -a
a< P42
2 2

Cazul Il. Daca a este lungimea laturii laterale, atunci lungimea bazei este p — 2a si

de unde

deci obtinem sistemul
4,

{p—2a<a+a,
2

a>p-—
a<p—2a+a’deunde{ a<?
p-a p-a
b2
; pentru <0, a=?

Raspuns. Pentru §< a <§ problema are doud solutii : a sl a,a,p—2a;

Pentru0 < a <§ problema are o singura solutie: a,%,pz—a

problema nu are solutii.
7. Intr-un triunghi dreptunghic ipotenuza este egali cu A
c, 1ar suma sinusurilor unghiurilor ascutite este egala
cu s. De aflat aria acestui triunghi (Fig. 3).
Vom determina aria triunghiului dupa formula : B

Agppc =>IACIIBC|. Evident, |AC|=csinB si  ©  Fie:

|BC| = csinA. Atunci, |AC| + |BC| = c(sin/i +
sinB) = cs. Asa dar, |AC| + |BC| = c¢s (2).
Conform teoremei lui Pitagora, avem : |AC|? + |BC|? = ¢? (2).
Ridicdm ambii membri a egalitatii (1) la patrat si obtinem:
|AC|? + 2|AC||BC| + |BC|? = c?s?, dar atunci,
2|AC||BC| = ¢?s? — —c? = ¢?(s? — 1). Prin urmare, Ay pc = %cz(s2 - 1.
Bineinteles, cd majoritatea elevilor, dar chiar si studentilor, dau acest raspuns. Unii
observa usor, ci trebuie s? — 1 si fie pozitiv si deoarece s > 0 (suma sinusurilor a doua
unghiuri ascutite este pozitiva) elevii dau urmatorul raspuns: Apgpc = icz(s2 — 1), daca
s>1.
Cercetand mai profund, luand in vedere ci mirimea s = sind + +sinB ==
sind + sin(90° — A) = 25in45° cos(45° — 4) = V2cos(45° — 4),
avem: s = v2cos(45° — A). Asa cum 0 < cos(45° — A) < 1, obtinem ca
0 < s <2 (3). Totodatd observam ci
sind + sinB = :j;: + :j;ll = chlecl
Din (3) si (4) avem, 1 < s < 2. Asa dar, Apapc = 7 ¢2(s? — 1), daci 1 < s < V2.

> 1, adica s > 1 (4).

8. In paralelogramul ABCD, lungimea laturii mai mare AB = a, iar lungimea laturii mai
micd BC = b. De aflat 1ndltimea, ce corespunde laturii mai mari, dacd marimea
unghiului ascutit dintre diagonale, este egala cu « (fig. 5) [4].

45



Rezolvare. Evident, Appep = 4

Apoc =
= 2|0B||0C|sina (1).

Aplicand teorema cosinusurilor 1n
triunghiul BOC, obtinem: .
b2 = |0B|? +|0C|? — 2|0B||0C|cosar (2). =

Evident, |OB|? + |OC|? = %(|DB|2 + i 1

|AC|?). Folosind proprietatea paralelogramului
|IDB|? + |AC|? = 2(a? + b?), obtinem:

1
OBJ? +10CI” = - (a® + bZ) 3).

Inlocuind (3) in (2), primim:
2 2

a
2|0B||OC| =
2cosa

(4).
Inlocuind (4) in (1), obtinem:

aZ _ bZ
Appep = > tga (5).

Pe de alta parte Auzcp = ah. Egaland expresiile pentru aria paralelogramului,

determinam

a’ — b?

h =

tga (6).

Observam, ci partea dreaptd a expresiei (6) are sens pentru 0 < b < asi 0° < a <
90°. Apare intrebarea: oare pentru orice valori a > 0,0 < b <asi 0°<a <90° se
poate construi un paralelogram cu laturile a,b si unghiul ascutit dintre diagonale de
marimea a ?

Dacd introducem in (6), de exemplu, valorile a = 5,b = 2, @ = 45°, determinim
h = 2,1. Astfel, am obtinut, ca in triunghiul dreptunghic AKD ipotenuza AD este mai
micd decit cateta KD. Aceasta poate insemna doar una: paralelogram cu valorile date
a,b,a nu exista. In aceasta situatie usor ne convingem, daci luim in vedere ci aria
paralelogramului nu poate sd intreacd aria dreptunghiului, laturile céruia au aceleasi
lungimi. Prin urmare,

a’ — b? 2ab
tga < ab,sau 0 < a < arctg T2 (7).

Asa dar, marimile a, b, @ nu pot fi arbitrare, independente una de alta, dar ele

trebuie sd satisfaca inegalitatii (7).
9. Intr-o piramida triunghiulara regulati prin latura bazei este dus un plan perpendicular
pe muchia laterala opusa. De aflat aria sectiunii obtinute, daca latura bazei este egala

CU a, iar Indltimea piramidei este egala cu h.
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Rezolvare. Fie SABC piramida data, iar SO inaltimea
piramidei. Construim apotema SD si unim punctul D
cu punctul C si cu punctul M de intersectie a sectiunii ' A
cu muchia laterala opusa. Triunghiul ABM este |
sectiunea data (Fig. 4).

Din triunghiul SOC, obtinem : A
2 aV3 n
ISC| =/ISO|2 + |0C|2 = |h% + ( ) n
3 2 Tigd
2, @2 _ [3h2+a?
h? + . |SC| = .
Sa observam, cd [DM|-|SC| = [SO| - IDC| = 2Auspc. Atunci, [DM| = —5—.
. 1 3a’h
Prin urmare, Ay = ElABl -|DM| = PNrTETYR

Cercetarea. La prima vedere s-ar parea ca totul este in regula si din expresia
obtinuta pentru aria sectiunii sa alegem pe acele valori, pentru care aria este pozitiva.

2
Asa cum a > 0, h > 0, atunci intr-adevar % > 0 (1).
Prin urmare, valoarea obtinutd pentru aria triunghiului ABM satisface conditiei
problemei. In realitate, acest rezultat nu este complet.
Intr-adevar, si ne imaginim ca iniltimea piramidei h este foarte mici. In asa caz,
planul ce trece prin latura AB, perpendicular pe dreapta SC, poate sia nu intersecteze
segmentul [SC]. Sa determindm relatia dintre parametrii @ si h pentru care exista

sectiunea data. Pentru aceasta cercetam trlunghlul CSD. Avem: |CD| = ;/_,
0] = 21cpl = 25i joc| = 2|cp| = 22
Dacd m<CSD = 90°, atunci h = |SO| = |0D||0C| T\/g’ iar in acest caz punctul M

coincide cu punctul S si evident, sectiunea nu exista.
Prin urmare, sectiunea data existd doar in cazul, cAnd 0° < m«CSD < 90°.

Asa dar, daca

a>0
h>0 . a>0 3a’h
adica a\/_ 6 aria sectiunii cautate va fi egala cu PNpErETEA
a\/_ h > 2+3h2
h>—
10. Baza unei plramide este un dreptunghi cu unghiul dintre diagonale de marime «, iar
toate muchiile laterale formeazad cu planul bazei unul si acelasi unghi de marime £.
De aflat distanta de la centrul sferei circumscrise acestei piramide pind la planul

bazei piramidei si volumul piramidei, daca raza sferei circumscrise este egald cu R.
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Rezolvare. Fie data piramida SABCD
(Fig.6), baza careia este dreptunghiul
ABCD. Daca SH este indltimea piramidei,
atunci m<«SAH = m«SBH = m«SCH =
m<«SDH = si prin urmare, toate
lungimile muchiilor laterale sunt egale, iar

H este punctul de intersectie al diagonalelor
dreptunghiului ABCD. ' 5
Deoarece centrul sferei circumscrise Fig.

0, trebuie sa fie egal departat de la toate
virfurile piramidei, urmeaza ca punctul O apartine perpendicularei la planul ABCD, dusa
in centrul paralelogramului, adica pe dreapta SH.

Sa cercetim triunghiurile COS si CHS. Asa cum, m<CSH =90° —2p, iar
triunghiul COS este isoscel, atunci comform proprietatii unghiului exterior al triunghiului
avem : m«COH = 180° — 2. Din triunghiul COH determinim distanta de la centrul O
pina la planul bazei:

|OH| = Rcos(180° — 28) = —Rcos2p.(1).

Aparitia semnului minus in (1) atrage o atentic deosebita. Problema este ca
construind fig.6, noi de fapt am presupus ca centrul sferei circumscrise este situat in
interiorul piramidei si am rezolvat problema pusa, reiesind din presupunerea ficuti. In
realitate, centrul sferei circumscrise nu-i neaparat sa fie situat in interiorul piramideli, iar
formula obtinuta pentru distanta cdutatd ne aminteste despre aceasta.

Observam, ca centrul sferei circumscrise este situat in interiorul piramidei, daca
inaltimea piramidei este mai mare decat jumadtatea diagonalei dreptunghiului (atunci
punctul este egal departat dintre C si S, adica centrul sferei O, este situat in interiorul
segmentului SH), adica atunci, cand 8 > 45°. In acest caz, cos2f < 0 si prin urmare
|OH| > 0.

Daca centrul sferei circumscrise este situat pe baza piramidei si coincide cu punctul
H, atunci inaltimea piramidei este egald
cu jumadtatea diagonalei dreptunghiului,
B = 45° si deci OH = 0.

Daca  1insa, centrul  sferei
circumscrise  este  situat  inafara
piramidei (Fig.7), atunci g < 45° si nu
se poate calcula distanta OH dupa
formula (1). In acest caz m&COH = 28
si distanta de la punctul O pind la baza 0
piramidei OH = Rcos2p. Fig 7
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Sa trecem la calcularea volumului piramidei. Din triunghiul COH determindm
|HC| = Rsin(180° — 2B) = Rsin2f. Aceastd egalitate rimine in vigoare pentru ambele
cazuri (atat pentru Fig. 6, cat si pentru (Fig. 7). Atunci, aria bazei

Appcp = 4Anpyc = 2R%sin?2fsina,

unde unghiul de marimea a poate fi ascutit sau optuz. Pentru a determina indltimea
piramidei, vom cerceta trei cazuri posibile.
1. Daca B > 45°, adicd atunci , cand centrul O este situat in interiorul piramidei,

obtinem |SH| = |SO| + |OH| = R — Rcos2 = 2Rsin?p.
2. Dacid B < 459, adica centrul O este situat inafara piramidei, atunci

|SH| = |SO| — |OH| = R — Rcos2f3 = 2Rsin?.

3. Daca 8 = 45°, atunci |[SH| = |SO| = R = 2Rsin?45°,

Astfel, pentru orice valoare a unghiului £8,0° < 90°, volumul piramidei este acelasi
V= §R3sin22ﬂsin2[)’sina.

Teoria si practica Invatdrii prin descoperire (discovery learning) reprezintd un
ansamblu de procese foarte complexe, bazate pe proceduri de cercetare care-i determina
pe elevi sa descopere noi adevdruri, sa rezolve ei insdsi probleme, si manifeste
independenta de gandire [6]. La realizarea invatarii prin descoperire putem utiliza
intrebari ajutitoare care vor da impuls procesului de rezolvare a problemelor. Invitarea
prin descoperire si cercetare au un mare grad de eficientd intelectuald. Accentul pe
invatarea prin descoperire nu pretinde de a-i face pe toti elevii cercetatori, ci in a-i face
mai eficienti, in a le dezvolta aptitudinea si abilitatile creatoare. Ceia ce este mai
important pentru realizarea unei invatari prin cercetare este necesitatea de a gasi 0
modalitate optima de stimulare a elevului pentru un efort de activitate independenta,
acesta presupune un minimum de dirijare din partea profesorului si un maximum de

ocazii de explorare si de incercare oferite elevilor.
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