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METODOLOGIA REZOLVARII
PROBLEMELOR GEOMETRICE DE OPTIMIZARE
Ilie LUPU, doctor habilitat, profesor universitar, UST

Rezumat. In articol este propus un algoritm de rezolvare a problemelor geometrice de optimizare, care
serveste ca baza pentru diverse metodologii si procedee de rezolvare a acestor probleme.
Cuvinte cheie: metodologie, algoritm, probleme, derivata, maximum, minimum.

METHODOLOGY OF SOLVING

GEOMETRICAL OPTIMIZATION PROBLEMS

Abstract. In the article is proposed an algorithm for solving geometrical optimization problems which
service as a basis for various methodologies and procedures for solving these problems.
Key words: methology, algorithm, problems, derivate, maximum, minimum.

Rezolvarea de probleme reprezinti culmi ale performantii cognitive. Invatarea prin
rezolvarea de probleme (problem — solving) este o varianta a euristicii, o alta modalitate
mai complexa de aplicare a teoriei Invatarii prin descoperire. Deci prima si cea mai
importantd sarcina a profesorilor de matematica este de a acorda atentia cuvenita
metodologiei rezolvarii problemelor.

O strategie de rezolvare a unei probleme reprezinta un ansamblu de reguli extrase
din volumul de cunostinte insusite anterior.

La rezolvarea problemelor geometrice de optimizare exista situatii in care regulile
concrete ale rezolvarii nu sunt cunoscute de elev (student), nefiind inca descoperite. in
aceste cazuri este necesar de a gasi un algoritm, bazat pe metode si procedee didactice.

Algoritmul propus constituie un program, o procedurd determinista, reprezentand un
sistem de operatii structurate si efectuate intr-0 anumitd succesiune logicd obligatorie,
utilizata pentru rezolvarea problemelor geometrice de optimizare.

Inepuizabile probleme pretioase de maxim si minim se contin in strafundul cele mai
antice din stiintele matematice — in geometrie. Probleme geometrice de maxim si minim se
intalnesc la toti cei 3 matematicieni antici remarcabili: Euclid, Arhimede, Apolloniu.
Meritele si omagiul lor au fost recunoscute de cei mai mari matematicieni ai epocii
Renasterii — Viviani, Torricelli, Fermat s1 altii.

Interesul catre aceste probleme s-a pastrat si pana in zilele noastre.

In rezolvarea problemelor geometrice de calcularea a celei mai mari sau celei mai
mici valori ne vom conduce de urmatorul algoritm:

1. Evidentiem marimea de optimizare (adicd marimea, pentru care urmeazd sa
calculam cea mai mare sau cea mai mica valoare) si 0 notam printr-o litera y (sau s,
p, I, R etc. in dependenta de enuntul problemei).

2. Una din marimile necunoscute (latura, unghi etc.) o numim variabila independenta

si 0 notam prin Xx; stabilim limitele reale de variatiei ale lui X.
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3. Pornind de la conditiile concrete ale problemei date, exprimam Yy prin X si prin
datele cunoscute ale ei (etapa de rezolvare geometrica a problemei).

4. Pentru functia obtinuta in etapa precedentd y = f(x) calculam cea mai mica sau cea
mai mare valoare (in dependentd de conditiile problemei) pe domeniu de variatie a
lui x.

5. Interpretam rezultatul din punctul 4 pentru problema concreta data.

In primele 3 etape compunem modelul matematic, adicdi modelul analitic al
problemei geometrice date. Deseori succesul rezolvarii depinde de alegerea chibzuita a
variabilei independente. Este important de a exprima analitic y prin X relativ usor.

La etapa a patra modelul matematic compus de cele mai multe ori se cerceteaza cu
ajutorul calculului diferential, iar uneori prin metode elementare.

In procesul cercetirii insasi problema geometrica, care a servit drept punct initial
pentru modelul matematic nu ne intereseazd. Si numai atunci, cand terminam rezolvarea
problemei in cadrul modelului matematic alcatuit, rezultatul obtinut il interpretdm pentru

problema geometrica initiala.

Exemplul 1. Laturile laterale si una din bazele unui trapez sunt egale cu 15 cm. Sa
calculdm lungimea bazei trapezului, care are cea mai mare arie.
Marimea de optimizare este aria S a trapezului.
B 15 c Notaim prin x baza AD a trapezului ABCD
(fig.1).Determinam limitele reale ale variabile
independente X.
Dacd cea mai mica valoare a lui x este

15 15

egala cu 15cm, atunci trapezul degenereaza intr-

" D un patrat cu latura de 15cm. Daca cea mai mare

Fig.1. valoare a lui x este egala cu 45cm, atunci
trapezul degenereaza intr-un segment de dreapta

cu lungimea de 45cm.

Astfel limitele reale ale variabilei independente introduse sunt 15 < x <45,

Exprimam aria S a trapezului ABCD prin x si 15: EF =15, AE = FD, AFE = 15
Din  triunghiul  dreptunghic AEB, BE =+VAB? — AEZ:\/ZZS — @ :% X

/900 — (x — 15)2.
Deci aria trapezului ABCD va fi
x+15 l — — 2 _l — — 2
X =% /900 — (x — 15) =% (x +15) x /900 — (x — 15)2 .

2

S =

Calculdm cea mai mare valoare a functiei S = i X (x +15) x \/900 — (x — 15)? pe

segmentul [15;45].
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—x2+15x+450

V-x2+30x+675
S' = 0 sau ecuatia —x2 + 15x + 450 = 0, care are solutiile x;= -15 si x,=30. Observim

' 1 -y o . - A .
Avem S = 5 % . Punctele critice ale functiei S le aflam rezolvand ecuatia

ca numai X = 30 apartine (15;45).

Trecand prin punctul x = 30, derivata §' = Zx w
2 7 V=XZ+30X+675

la minus, deci pentru x = 30 functia S obtine cea mai mare valoare.

Astfel, cea mai mare arie are trapezul cu baza AD = 30cm. Acest trapez este echilateral cu
unghiul de la baza mare egal cu 60°.

Raspuns: 30 cm.

isi schimba semnul de la plus

Exemplul 2. In triunghiul dreptunghic dat si se inscrie un dreptunghi, care are cu
dreptunghiul dat unghiul drept comun si cea mai mica diagonala.
Marimea de optimizare este lungimea diagonalei |

. a dreptunghiului inscris in triunghiul dreptunghic
ACB.
b Notam prin X latura MC a dreptunghiului CMDN
(fig.2). Daca cea mai mica valoare a lui X este
egald cu zero, atunci dreptunghiul degenereaza in
M D segmentul CB, iar cea mai mare valoare este b,
atunci dreptunghiul degenereaza in segmentul CA.
X Deci, 0< X <b.
Exprimam lungimea | a diagonalei
c N B dreptunghiului prin x, a si b.
Fig.2. Avem:CB=a,CA=b,MC=x, MA=Db-x.
Triunghiurile ACB si AMD sunt asemenea, de
unde rezulta ci % = % sau % = b% . de aici MD = @ .
Din ACMD avem (D? =[*= x? +@ sau | =%-\/b2 X x% + a?(b—x)? =

1
== J(a? + b?)x? — 2a2bx + a?b? .
Functia | va avea cea mai mica valoare in aceleasi puncte, in care trinomul patrat

g(x) = (a® + b?)x* — 2a’bx + a*b? va obtine cea mai mica valoare. Observam ca
2

a® + b% > 0, deci trinomul g(x) obtine cea mai mica valoare in punctul x = — 5 Deci si

azp
a?+b?’

g (x) va obtine cea mai micad valoare tot in punctul x = Astfel cea

[~

functia | =

2
LN MD =2(b—x) =

mai micd diagonala va avea dreptunghiul cu laturile MC = —p? S

a a%b ab?

;( - a2+b2) T a?+b?’
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Obtinem | = CD = \/% = a?b. Insa si inaltimea AACB, dusi din varful unghiului

b
drept de asemenea este egala cu aT

Deci, cea mai mica lungime a diagonalei dreptunghiului este egala cu lungimea
inaltimii , dusa din varful unghiului drept pe ipotenuza.
R3 . a*bh  ab?
aspuns: ——-; ——.
Exemplul 3. Din toate triunghiurile isoscele cu mediana constanta dusa la latura laterala

sd aflam triunghiul cu cea mai mare arie. Ce marime

A are unghiul de la varf al acestui triunghi?
Marimea de optimizare este aria S a triunghiului.
X Notam prin x latura laterald a triunghiului isoscel ABC
(fig.3). Este evident, ca m < x < 2m, unde m este
V lungimea medianei. Exprimam aria S a triunghiului
ABC prin x sim. Avem AM = m, AB = BC = x,
- 2 - XHAC X 4o unde AC = "™ pH 1
2 4 2
v © AC,AH = HC =% ap? =2
fie.3 2 8

Din AABC rezulta ca BH =+VAB? — AH? =

2_ 52
2_4—m X
8

Aria triunghiului

_1 _1 4m?—x? 2 _4m2-—x? 1 2 _ 2 2 _ 2
S—ZACXBH—ZXJ - xe - _8J(4m x2)(9x2 — 4m?).

Functia S obtine cea mai mare valoare in aceleasi puncte, in care obtine cea mai mare
valoare functia g(x) = (4m? — x*)(9x? — 4m?) = —9x + 40m?x? — 16m* =

2
20m?2 256m*
—(3x2— 3 ) + 9

A 20m?
, cand 3x? ———=0saux=

. . . 20
. Astfel functia S obtine cea mai mare valoare pentru x = m\;_.

Deci, dintre toate triunghiurile isoscele cu mediana m dusa la latura laterala, cea mai

. . . 9 . my20
mare arie are triunghiul isoscel cu latura laterala egala cu _—

256m*

Functia g(x) va avea cea mai mare valoare egald cu

mv20

2

5 : o : - 1 ) 1_ 20 .

Pe de alta parte, aria acestui triunghi este egala cu S = Exz X sina = - X T sina,
. R . . 2m? _ 1om? . 3 .

unde a este unghiul de la varful lui. Deci - =, Sina, de unde sina = - Prin

. 3
urmare, ¢ = arcsin (E)
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Raspuns: Latura laterala a triunghiului isoscel este egald cu mm; unghiul de la varf este

. (3
egal cu arcsin (E)

Exemplul 4. Sa demonstram ca din toate triunghiurile isoscele, inscrise intr—0

circumferintd datd, triunghiul echilateral are: a) cea mai mare arie; b) cel mai mare
perimetru.

B a) Marimea de optimizare este aria S a triunghiului

isoscel. Notam EC = x (fig.4). Este evident, cd 0 < x <

R. Exprimam aria S a triunghiului ABC prin x si R. Avem

§ 0B=0C=R, EC=x, AB=BC, BELAC. Din
o triunghiul dreptunghic OEC avem OE? = R? —x? sau
R OE = VR?x2.

/ Obtinem BE = R + OE = R+ VR —x2,S = ~AC -
A E X
\/ BE=%-2x-(R+\/R2—x2)=x(R+\/R2—x2),S'=

fig.4
RVR?—x2+R?-2x?
‘/RZ—X’Z '
Punctele critice ale functiei S le vom gisi, rezolvand ecuatia S’ = 0 sau ecuatia

RVR? —x2 4+ R? — 2x? = 0 © RVR? — x2 = 2x? — R?.
In domeniul % < x < R aceasta ecuatie este echivalenta cu ecuatia

R?(R? — x?) = 4x* — 4R*x?> + R* © 4x* — 3R*x* = 0 & x?(4x*> —3R?») =0,

RV3 RV3 . R
deunde x; =0, x, = ——» X3 = — apartine (\/_E; R).
Calculdm valorile functiei S in punctele %, Rz—@, R. Avem S ( )= —(\/— + 1);
S (Rf) 3‘/—R - S(R) = R?. Deoarece i > ‘/_+ rezultd ca cea mai mare valoare a
functiei S este egala cul pentru X = RT\/E.

Prin urmare, AC = 2x = R+/3. Din ABEC rezulta

2
2 2
BC? = BE? + CE? = (R + VRZ — x2) +x2=<R+ /RZ—%) +2= = 3R2,

Deci BC = R+/3. Deoarece AB = BC = R+/3, rezulta ci acest triunghi este echilateral.
b) Marimea de optimizare este perimetrul P al triunghiului. Utilizam aceleasi notatii

ca si In punctul a).
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2
Avem: AC=2x, AB=BC-= \/(R +VRZ—x2)" +x2.  Deci, P=2x+

2 '
2\/(R +VRZ —x2)” +x2 = 2x + 2v/2R? + 2RVR? — 2. Calculim P'=

J(Rz—xz)(ZRZ +2RVRZ-x2)-Rx

J(Rz—xz)(2R2+2Rx/R2—x2) .
Punctele critice le vom afla rezolvind ecuatia P =0 sau ecuatia
\/(RZ — x2)(2R? + 2RVR? — x2) — Rx = 0,
de unde (R? — x2)(2R? + 2RVR? — x?) = R%x?
sau 2(R? — x?)VR? — x2 = 3Rx? — 2R3,

In domeniul R\E < x < R, substituind x? = t, obtinem ecuatia 4(R? — t)3 = 9R?*t? —

2
12R*t + 4R® sau 4t3 = 3R?*t?,deundet =0, t = %.

. . R\3 . .. . RV3 .
Deci avem x =0 si x = iT' Din aceaste puncte critice numai x = —~ apartine

<R \E; R>. Calculdm valorile functiei P in punctele R \/g, %g si R. Avem P <R \E) =

%<ﬁ+ /2 +¥>; P(R?) = 3RV3; P(R) = 2R(vZ + 1).

. . . RV3
Dintre aceste numere cel mai mare este 3R+/3, care se obtine pentru x = T\/— Astfel

AC = 2x = R\/3; AB = BC = R+/3. Rezulti ci triunghiul dat este echilateral.

Exemplul 5. Sa calculam inaltimea si raza bazei unui cilindru circular drept cu cel mai
mare volum, inscris intr — o sfera de raza R (Problema lui Kepler).

B 0. C
0 X

R
A 0 D

fig. 5
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Mairimea de optimizare este volumul V al cilindrului. Notam DC =x, 0 < x < 2R.
Exprimam volumul V prin x si R. Fie data o sfera de raza R cu centrul in punctul O si in
aceasta sfera inscriem un cilindru, indltimea caruia este x. Atunci

V=m-0,D? x
Notam 0, si O, respectiv centrele bazelor cilindrului. 0,0, este perpendiculara pe planul
bazei si trece prin centrul sferei. Prin dreapta 0,0, ducem un plan, care taie din sferd un
cerc de raza R cu centrul in punctul O, iar din cilindru un dreptunghi ABCD(fig. 5).

x2

Avem DC = AB =x, 00, = g OD = R. Din A00,D avem R = (0D)? = R* -~ =
~(4R? — x?). Deci V = - - (4R? — x?) - x = T (4R%x — x%).
Problema se reduce la calcularea valorilor lui x, pentru care functia V = g(4R2x —x3)

obtine cea mai mare valoare pe [O; 2R].

Calculim derivata V' = Z (4R%x — x3). Punctele critice sunt x = — 2= six = 2R dintre
4 V3 V3

care numai x = % apartine (O; 2R).

4TR?
Calculam valorile functiei V' in punctele 0, \/_, 2R. Obtinem V(0) =0,V ( \/§) =S5
V(2R) = 0. Deci functia V obtine cea mai mare valoare in punctul x = 2R Astfel, cel

V3
: s e 2R . . 1 > >
mai mare volum are cilindrul cu inaltimea — si raza bazei 0,D = 5\/4R — x4 =

NE
1 [ppe 2R 1 /ﬁﬂ\ﬁ
2 3 2 3 3

Rﬁspuns —; R f Kepler a demonstrat ca raportul dintre Tndltimea acestui cilindru si

diametrul bazei lui este egal cu 5.

Exemplul 6. Sa calculam inaltimea unui con cu cel mai mic volum, circumscris emisferei
derazaR.

Marimea de optimizare este volumul V a conului. Notam 20BC = x (fig.6), unde 0° <
x < 90°. Sa exprimam V prin R si prin functiile trigonometrice ale unghiului x. Avem:
OM =R, £LOBC = x, £MOC = x. Din AOMB rezulta OB = ﬁ; din AOMC avem OC =
R? R 2nR3

cos?x sinx 3sin2xcosx’

R Calculim volumul V =17 - 0¢% .- 0B =1xn.
coSx 3 3

Sa calculam cea mai mica valoare a functiei V pe [o .E] Punctele critice ale functiei V le

4mR3 cosx(l 3sin?x)

calculam, rezolvand ecuatia V' = 0 sau ecuatia =0.

sinZ 2x-cos? x

i) + nm, n € Z dintre care

Ecuatia 1 — 3sin? x = 0 are solutiile x = (—1)™ arcsin (i 7

. .1 . /4
numal x = arcsm\/§ apartine (0, 2).
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0]
fig. 6

< < .1 : . : :
Se observa usor ca pe (O; arcsin ﬁ) derivata V' < 0, deci pe acest interval functia V

. .1 . U . .
descreste, iar pe (arcsm—3 n) derivata V' > 0, rezulta ca pe acest interval functia V

N

. .1 . . C
creste. Astfel in punctul x = arcsin 5 functia V obtine pe [O ; g] cea mai mica valoare.

Deci 1ndltimea conului cel mai mic volum, circumscris emisferei de raza R, este egalad cu
R R R
OB = = =+ = RV3.

. . .1
Sinx sin(arcsin— =
(aresinz

3
Rispuns: R+/3.

Exemplul 7. Suma patratelor lungimilor tuturor muchiilor unei piramide triunghiulare

regulate este egala cu P. Sa aflaim cea mai mare valoare a ariei suprafetei laterale a
S acestei piramide.

Marimea de optimizare este aria S a suprafetei laterale a

piramidei. Notdam BC = x. Sa exprimam S prin P si x.

Avem BC = x, 3BC* 4+ 35C* = P sau 3x* + 35C* = P,

de unde SC? = P_3—3xz Din triunghiul dreptunghic SMC,

a2
SM2=$C?-MC? ="=—%, de unde SM =
4P_1125x (fig.7). Aria suprafetei laterale a piramidei
M requlate ~ S=3-1BC-SM=1x. [H_ V5,
2 2 12 4

V4P — 15x2. Domeniul de definitie al functiei S il vom

fig.7. determina din relatia:
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x>0
{4P—15x2 >0,deunde 0 < x SE'

V15

. . . : . 3
Punctele critice ale functiei S le vom calcula, rezolvand ecuatia S' = 0 sau ecuatia %

2P 15x7 care are solutiile x; = 2P sl x, = 2P Dintre aceste solutii numai x = 2P
VaP—15x2’ ; 1= 15 > 72 7 /15" ; T4l 15

apartine (0; %) Observam usor ca pe (0;\/%) derivata S’ = 0, deci pe acest interval

2P 2P

— —> derivata S’ < 0, deci pe acest interval functia S descreste.
15’ V15 ’ ’

functia S creste; pe (

A fzp . o o . .
In punctul x = T functia S este continua, deci in acest punct ea obtine cea mai mare

valoare.

Calculam aria laterala a piramidet SABC: S = ?xVA}P —15x? = ?- 2.

15
l4p —15. 22 2%
15 10

< Py5
Raspuns: o

Invatamantul modern este un invatimant de calitate, de mare eficienta si, la aceastd
performantd, nu se poate ajunge decat cu profesori bine pregétiti din toate punctele de
vedere, apti s stapaneasca si 0 metodologie de lucru de mare eficienta.

Gradul de profesionalism didactic se apreciaza prin capacitatea profesorului de a stapani

un arsenal cat mai larg de metode, strategii de rezolvare a problemelor.
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