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Rezumat. In lucrare se examineaza o problema de dinamici a unui sistem format din doud corpuri legate

— un puc si o pand. Reiesind din diagramele vectoriale pentru fortele, vitezele si acceleratiile corpurilor ce
formeaza sistemul, sunt determinate toate marimile fizice ce descriu miscarea. In incheiere se propune o
rezolvare rapida, succintd, practic pe o pagina, fara a folosi legile dinamicii. Este ardtat ca rezolvarea unui
astfel tip de probleme tine nemijlocit de conceptul nvdtdirii Active.

Cuvinte-cheie: plan inclinat, sistem de corpuri legate, legile conservarii, deplasare, viteza, acceleratie.

APPLICATION OF CONSERVATION LAWS TO THE SOLVING OF

DYNAMICS PROBLEMS WITH LINKED BODIES

Abstract. A problem of Dynamics for two linked bodies — a puck and a wedge is examined in this article.
Based on the vector diagrams for the forces, speeds and accelerations of the bodies that make up the
system, all physical quantities describing the movement are determined. Finally, a quick, short, one-page
solution is proposed, without using the laws of dynamics. It is shown that solving such problems is
directly related to the concept of Active Learning.

Keywords: inclined plane, system of linked bodies, laws of conservation, movement, speed, acceleration.

Introducere

In lucrarea de fatd se examineazi diferite modalitati de rezolvare a problemelor de
dinamica pentru sistemele formate din corpuri legate. Este genul de probleme cu
dificultate sporita, prezente deseori la olimpiade si concursuri nationale si internationale.
De exemplu, in lucrarea redactatd de Mihail Sandu [1], se propun probleme de la
olimpiade, concursuri si scoli de vard organizate in Romania, unde este doar o singura
problema aseminitoare cu cea propusi in acest articol. In culegerea de probleme a lui
Mihail Marinciuc s.a. [2], se propun probleme asemandtoare, dar care nu necesita un grad
avansat de analiza, cuprinzand toate aspectele posibile. Asa cum este unanim recunoscut,
rolul rezolvarii problemelor de fizica la formarea si asimilarea temeinica a cunostintelor,
la formarea deprinderilor de aplicare in practica a cunostintelor, la structurarea
cunostintelor si a deprinderilor transversale — vointa, creativitate, capacitate de efort
intelectual de durata [3, 4], autorii acestei lucrdri propun o problema de dinamicad a
corpurilor legate, care inglobeaza in sine aproape toatd dinamica. Mentionam ca
majoritatea problemelor de miscare pe planul inclinat nu presupune si miscarea corpului,
care serveste drept plan inclinat [5 — 7]. Consideram ca astfel de probleme, care
analizeazd sisteme formate din corpuri legate, oferd o intelegere mai profunda a fizicii si

depdsesc cu mult memorizarea mecanicistd a formulelor si legilor. Deseori o astfel de
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problema poate inlocui cu succes o lucrare de laborator sau o experienta. Cu alte cuvinte,
rezolvarea de probleme care necesitd creativitate si abordare non-standard e mult mai
aproape de conceptul Invdfarii Active decat repetarea de citre elev a manipularilor
profesorului in timpul lucrarii de laborator.

Problema. Pe o suprafata orizontald neteda se afla o pana caracterizatd de masa M si
unghiul de la baza a (Fig. 1). De la baza acestei pene este lansat sa alunece pe pana un

puc cu masa m si cu viteza initiala v,,.

,."n’v1 Y M

Figura 1. Pozitia initiala a sistemului alcatuit dintr-o pana si un puc
In momentul de timp T; dupi lansare, pucul se ridici la iniltimea maxima H, viteza
e 1a v D . 9 :
lui fiind in acest moment = °/ n- Considerdand n = 5 si cosa = 0,6, sa se determine:

1.  Raportul maselor g
2. Iniltimea maxima H
3. Timpul T,
4.  Timpul T, cand pucul va cobori de pe pana pe masa
5. Vitezele ambelor corpuri in momentul de timp T,
6. Cantitatea de caldura degajatd la impactul pucului cu pana.
Rezolvare. Pucul participa simultan la doua miscari diferite: a) miscarea relativd — fata
de suprafata penei si b) miscarea impreund cu pana in directia miscarii acesteia, pe care 0
vom numi miscare de transport. Astfel, notdim prin S,, U,, d, si, respectiv Sy, Uy, d; —
deplasdrile, vitezele si acceleratiile relative si de transport. Miscarea penei e descrisa
complet de vectorii S,, ¥, d,, care sunt paraleli cu suprafata pe care se misca pana.

Examinam miscarea corpurilor in sistemul inertial de referinta (SIR) legat cu
Pamantul. Miscarea pucului fatd de Pamant va fi descrisa de vectorii S, U, d,, pentru
care putem scrie:

S;=8-+5, U =V, + U a, =a, + d, 2).

Mentionam ca in momentul initial de timp (t = 0), pentru vectorii vitezelor,

reiesind din (1) si datele problemei, vom avea:
%,(0) = %; ,(0) = 0; 5,(0) = 3,(0) = 3, (2).

Acum, pornind de la legea Il a lui Newton, determinam acceleratiile folosind (1) (vezi
Fig. 2).
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Figura 2. Fortele ce actioneaza in sistem si diagrama acceleratiilor
Nsina = Ma; (3)
OX: —mgsina = maq,, a4y, = —gsina
OY: N —mgcosa = may, N = mgcosa + may,,
Tinand cont de (1), pentru a,, si a,, putem scrie:

Aix = Qpx + Ay A1y = Ay + ¢y, Insd din Fig. 2 rezulta ca:

ary = 0; Ay = AtCOSA;,  Qpy = —Qyp; A, = —ASiNQA.
Deci:
A, = —a, + a;cosa a, = gsina + a,cosa
A1y = Qpy = —Q;Sina sal -y = mgcosa — ma,sina

Ultima relatie obtinutd pentru N o inlocuim in (3) si obtinem:
(mgcosa — ma,sina)sina = Ma,
Astfel, pentru acceleratia miscarii de transport a, avem:

mgsinacosa
aQp =——7— 4
t M+msin2a ( )
[ar pentru proiectiile acceleratiei a; :
a;, = —gsina (5)
i 2
mgsin-acosa
Ay = ———— 6
1y M+msin?a ( )

In acelasi timp, pentru acceleratia miscarii relative

2
- s _ e mgcos‘a ., _
ar, = —a, = —gsina — a;cosa = —gsina (1 + —M+msin2a), ary, =0
, M+m
a, =gsina(l+—— 7).
r=49 ( M+msin2a) ( )

Observam ca toate marimile din relatiile (4 — 7) nu se modifica. Altfel spus,
deplasdrile relativa, absoluta si de transport sunt functii patratice de timp, iar vitezele —
functii liniare. Gasim acum proiectiile pe axa OZ a acceleratiilor acestor miscari.

Atz = At

mgsindacosa

a,, = —|a1y|sina’ + |a . |cosa = — + gsinacosa =

M + msin?a

, ) msina

= gsinacosa |—1 + ———
g M + msin?a
Mgsinacosa

—— (8).

Qv =
1z M+m?2sin?a
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a,, = —a,cosa = —gsinacosa ———— €)]
rz r g M+msin?a

Cu ajutorul relatiei a,, = a,, + a;, verificam aceste rezultate intermediare.

Examindm acum proiectiile acceleratiilor pe axa On, care e perpendiculara pe OZ.

amy = 0;
2 2
ina + a,,cosa a,,Sina mgstm acos @
A1, = A1Sina = — = — ,
In — ™1x Ty by M + msin’a
- - mcos®a
= —gsin‘a|-1+——F——
g M + msin?a
In concluzie, pentru proiectiile acceleratiei pe axa On putem scrie:
. mcos?a
a,, = —gsina [—1 + —]
n M+msin2a (10)
a,, = —gsin’a [—1 +m] |
™ g M+msin?a
adica a,,, = a,,. Aceasta corespunde relatiei d, = d, + d;.
Pe de alta parte a;,, = —a,sinf, unde B este unghiul dintre orizontala si vectorul .
m?sinacos’a

ai = af, + a}, = g*sin*a [1 + O T msinZa)?

. 1 m2sin?acos?a
a, = gsina + tmsinZa)?
m
. a; . M+m . 1+
sinf = ——L = sina , , = sina M (11).
a; J(M+msinZ2a)2+m2sin2acos?a

2
\/(M+sin2a) +sin2acos?a
m
R M . o
Observam ca indiferent de raportul —si valoarea unghiului «,

sinfd > sina; f >« (12).

M 2 M 2
(— + sinza) + sin2acos?a < (— + sinza)
m m

1+

Y+ sina <2 + 1, deci . > 1 (13).
m m \/(%+sin2a) +sin2acos?a

Egalitatea in (13) are loc cand a = 0, atunci @ = § = 0. De asemenea, in cazul
M - o (M >» m), obtinem B = a, si atunci: d, = 0; d; = d, ; N = mgcosa. Acesta
corespunde cazului corpului lansat de la baza planului inclinat cu viteza v,.

Relatiile (4—13) au fost obtinute reiesind din legile dinamicii.

Dupa aceastd analizd prealabila a problemei, purcedem la calcularea marimilor

cerute in enuntul problemei, folosind diferite metode.

1.  Determinam raportul maselor %

Metoda 1. In momentul de timp t = T, ,cind iniltimea, la care a ajuns pucul, este

maximald, proiectia vitezei pucului pe verticald (axa On) este nula, iar proiectia vitezei

pucului pe orizontala v; = v, = % (Fig.3).
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Figura 3. Diagrama vectorilor deplasarilor si vitezelor

- - v
Deoarece pucul se afld pe pand v; = :" =a;T;.

T, = =2 (14).

nag
Vig = Uy = Vop + a1 T =0
M+m v,
M + msin?a na;

0 = vysina — gsin’a

M+m
1= sau nmcosa = M + m.
nmcosa

A . m 1 1 M
In final, obtinem — = ———=-,sau—= ncosa — 1 =2 (15).

’ M ncosa—1 2 m
Metoda 2. Deoarece fortele de frecare lipsesc, impulsul se conserva in directie orizontala.

— — Yo —
Uy _vlz_:-POx _Px

Py, = mvycosa;, P, =(m+ M) 1;—0

v
mvycosa = (m + M)—0
n

m

1 ..
— = ———— ceea ce coincide cu (15).
M ncosa—1

2.  Determindm acum inaltimea maximala H.
Metoda 1. Aplicam formula Galilei pentru miscarea pe axa On. Obtinem:
0 — vg, = 2a,,H; sau

, . m 2
u Vg,  vésinfa m+ Msin*a v§ 37t sin‘a

2ay, 2gsine m+M = 2g %_,.1
_ﬁn—cosa_gﬁ
H_Zg n T 25 2g

(16)

Metoda 2. in lipsa fortelor de frecare, in sistem actioneaza doar fortele de greutate si
elasticitate. Prin urmare, energia mecanica se conserva, adica E; = E,. Unde:

1 2 T ‘A o eeq s
E, = Mg —energia cineticd a pucului in momentul lansarii lui.
_ 1 2 1 2 . s .o T
E, =mgH + 2oz M0 + FM vg — energia potentiala a corpului si energia cinetica a

. . . . v . . [ %
sistemului, compus din pana si puc, care ambele au aceeasi viteza ;0
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Din relatia

1 1 .
mvi = 2mgH + ;mvé + EMU% rezultd ca

M
H=8(1-L M Dyquy =% _ % noco
2g m n2

29 n2 29 n
3.  Determindm acum momentul de timp T; cand pucul atinge indltimea maximala H.
Metoda 1. Din relatia (14) obtinem
M .
T =Y _% M+msin?a _ o —tsinfa _ T ncosa—1+sin?a _ Vo n-cosa _ 11 g (17)
1 nag n mgsinacosa g nsinacosa g nsinacosa g mnsina 10 g
P C e g . 1
Metoda 2. Inaltimea H poate fi gasita si din relatia H = 5 |a1n| TZ, de unde:
72 2H  2v3 n—cosa M +msin’a
1 = = -
lasn| 29 n gsin?a(M + m)
.2 .
, V§n—cosa tSinca v n — cosa ncosa — 1 + sin*a
It = 9> n . o M\~ g% nsin?a ncosa B
sinca |1+ —
m
v n— cosa n — cosa
g% nsina n
Vg N—cosa
g nsina
4.

Determinarea momentului de timp T, cand pucul revine la baza penei.

Metoda 1. In momentului de timp T, deplasarea relativa §, este nula, adica

- - 1 -
ST == vOTTZ + EatTZZ - 0

T ] M+m 1T2 0
v, T, — gsing ——————— — =
0f2—9 M + msin?a 2 2

2vy, M + msina

M .
2vy msin’a

2v, ncosa — cos*a
gsina M+m gsina M 41 gsina ncosa
m
2v9 n—cosa 11v
g nsina 59

Metoda 2. In momentul de timp T, deplasirile §; si §, sunt egale, adica
1_7)0T2 + %C_l)szz = %C—ithz, TZ * O

2130 = (C—it —d)T,
In proiectii pe axa 0Z, avem: 2vycosa = (a, + |a;,T,

2v,co0sx 2vycosa vy M + msina
2 = = n n = _— - =
(a, + lay,l) mgsmagosa Mgsmagosa g (M +m)sina
M + msin?a = M + msin?a
Vg n—cosa
=2=2——sauT, = 2T,
g nsina

Metoda 3. Pe verticald (axa On) pucul se misca in sus si in jos cu aceeasi acceleratie

Ay, = Ay timp de T; secunde in sus si, respectiv, T; secunde in jos, deci T, = 2T;.
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5. Determinarea vitezelor ambelor corpuri in diferite puncte ale traiectoriei lor.
Subliniem ca pentru ca pucul sa nu se desprinda de suprafata penei e necesar ca in
orice moment al miscarii proiectiile vitezelor si acceleratiilor pucului si ale penei pe axa

0Y sa fie egale.

2

mgsin“acosa

. 8
Ay = Agy = QSina = — = -9 (20)

M+msin?a
Aceasta rezultd din (4), (6).
In momentul coborarii pucului de pe pani viteza relativa v, va fi

+ 2T ] M+m Zvon—cosa
V=1V +a =Vy—gsina —————— 2 — ——— =
r=th TG =N g M + sin?a = g nsina
1+ncosa—1 n-cosa
=v,—2V = vy—2Vy= —V 21

0 0 ncosa—cos?a n 0 0 0 ( )

Astfel, cum era de asteptat, v, = —v,
V., = —vocosa = —0,6v,

Proiectia vitezei absolute a pucului pe axa 0Z va fi:

+ @ oT Mgsinacosa 5 vy N — cosa
Vg =V a, = VoS — _ ——=
z o 0 z 0 M + m?sina g nsina
M cosa n-—cosa
= vycosa — 2v, — = vycosa — 2v, — (ncosa — 1) =
— + sina n n
m

Vo
= vycosa — 2v, cosa + 2—
n

Vi, = —Vg cosa + 2 1;—0 = —0,2v, (22).
Mentionam cd acest rezultat putea fi obtinut si mai simplu, dacd considerdm ca la
revenirea pucului la baza penei viteza relativa va fi U, = —v,, iar viteza penei va fi
Ve =V, = 2T a,.
Ve, = 2Tha, = 21;—0 = 0,4v, (23)
Deci, vy, = v, + Uy, = —V, cOSA + 2 1;—"
6. Determinarea cantitatii de cdldura degajate in timpul impactului pucului cu pana.
Vom gési aceasta marime aplicand legea conservdrii si variatiei energiei mecanice.
Cunoscand proiectiile vitezelor corpurilor dupd impact, calculam energiile lor. Astfel,

vVOom avea:
mvé NN e A w1
E, = —, — energia cinetica a pucului pana la impact.

mvfz mvcz, 2 2 . . . . o .
E, =—%= — (= —cosa) — energia cinetica a pucului dupa impact.

2 2 n
2 2
E, = % = % %" — energia cinetica a penei dupa impact.
Calculam energia E a sistemului puc — pana dupa impact.
mvé (2 2 AMvE mvi [/2 2 M1
E=E +E = (——cosa) + = (——cosa) +4— —=| =
2 \n n? 2 n m n?
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2 2 2
mv, 2 1 mv,
= 2 (— — cosa) + 4(ncosa — 1) —2] = —cos?a.
2 n n 2

Adica cantitatea de caldura Q degajatd in urma impactului va fi:
2
Q=E,—E = —m;JO sinla.
Acest rezultat poate fi obtinut, reiesind din urmatorul rationament. Dupa impactul
pucului cu pana componenta vitezei pucului v,, = vosina «dispare», iar pana nu obtine

viteza 1n aceasta directie. Deci, energia mecanicd «pierdutd», adica transformatd in
2
- - mv, .
cildura, va fi: Q = TOSllea.
.. <A s < Q .
Partea energiei transformata in caldura va fip = o= sin®a = 0,64.
0

Incheiere si concluzii

In calitate de rezumat la aceastd examinare a unei probleme de dinamicd a
corpurilor legate prezentam o rezolvare succintd, pe o pagina, «fara dinamicay.
1. Scriem legea conservarii proiectiei impulsului pe directia orizontalei, pe care se
misca pana: mvycosa = (m + M) vy/n. Aici am folosit faptul ca atunci cand pucul se
afla la inaltimea maximala, viteza lui orizontala este egala cu cea a penei vy/n. De unde

obtinem:
m 1 1 M

—=—=-, —=ncosa—1=2.
M ncosa—1 2 m

2. Din legea conservarii energiei mecanice avem

2 2

s H 42 (m + M) =2
=m —(m —
2 guTy n
H = v§ n—cosa _u v§
g n 25 g’

3. Corpurile se misca cu acceleratii constante, deci vitezele lor medii pot fi calculate:
- _ 170+17(t)_ _ . _ ﬁosina
vmed(t) - 5 ! H= vlnmedTb Ulnmed - 2

2H Vg n—cosa 11 vy
'1-'1 = - = — - = — —,
VoSina g nsina 10 g

4.  Evident ca timpul ridicarii pucului pe pand T; va fi egal cu timpul coborarii lui de
pe pana, adica T, = 2T;.

5. Pentru vitezele ambelor corpuri in momentul de timp t putem scrie:
Ve (t) = @z t; v, (Ty) = %; Ve, (T,) = 2%0; Vtz = 2%-

Corpul revine la baza penei cu aceeasi viteza relativa, pe care a avut-o initial, dar
orientata in sens opus (deoarece conform enuntului frecarea lipseste)

U, = —7y; V., = Vocosa = 0,6 vy; Uy = —VoSina = —0,8 v,
- - - 2v .
VL =V, + Vs Vi, = —VgCosa + TO = —0,2vy; vy = —ppsina = —0,8v,.

6. Energia cineticA a miscarii oricdrui corp intr-un plan intotdeauna poate fi
reprezentata ca suma energiilor cinetice a doud miscari reciproc perpendiculare.

2 _ 2,2 2 _ .2
175 —v1n+vlz—v0.
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In urma impactului cu pana corpul si-a pierdut componenta verticala a vitezei

Avy, = vosina, deci pierderea de energie este AE = Q = mugsinie v «randamentuly
este p = E% = sin’a = 0,64.
7. Acceleratiile corpurilor
aZ:%_—():&:M nsina =g sina =ig.
Ty nTy nvy n—cosa n—cosa 11
2
Az = Az = Hg
Vg nsina 10
ar = T_1 - gn—cosa = na; = Eg'
a? = a? + a? — 2a,a,cosa = a?(n?> + 1 — 2ncosa).
a, = a,Vn? + 1 — 2ncosa = 41—\/1§g.
8.  Distantele parcurse de corpuri
dy = Vymea2T) = %1702T1 = v,T;. (Control idlsina = H).
vy n—cosa 11 vé
dy=vyg—————=——
g nsina 10 g
dy =t om, =t Bo i < BhiTen - B
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