Acta et Commentationes, Sciences of Education, nr. 2(20), 2020 ISSN 1857-0623
p. 24-34 E-1SSN 2587-3636

CZU: 372.851 DOI: 10.36120/2587-3636.v20i2.24-34
METODELE DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE MATEMATICA
NONSTANDARD - FACTOR IMPORTANT iIN FORMAREA
COMPETENTEI MATEMATICE LA ELEVI
Ilie LUPU, dr. hab., prof. univ.
https://orcid.org/0000-0003-1375-3071
Mihaela HAJDEU, doctoranda
https://orcid.org/0000-0001-8189-7558
Universitatea de Stat din Tiraspol

Abstract. In articol sunt propuse diverse metode de rezolvare a problemelor matematice cu un grad sporit

de dificultate, constituind un suport stiintific si didactic, destinat elevilor dotati la matematica.
Cuvinte cheie: metoda, problema nonstandard, proces didactic, activitate independentd, capacitati
intelectuale, elevi dotati, competenta matematica.

THE METHODS OF SOLVING NONSTANDARD MATHEMATICAL
PROBLEMS - AN IMPORTANT FACTOR IN THE FORMATION

OF PUPILS’ MATHEMATICAL COMPETENCE

Summary. In the article there are proposed various methods for solving a mathematical problem with an
increased degree of difficulty, constituting a scientific and didactic support, intended for gifted pupils in
mathematics.

Keywords: method, non-standard issue, teaching process, independent activity, intellectual abilities,
gifted students, mathematical competence.

Matematica este considerata una din cele mai dificile discipline pentru majoritatea
elevilor. Misiunea profesorului este de a face matematica mai atractivd, mai interesanta
descoperind impreund cu elevii frumusetea si tainele acesteia inclusiv si prin diversitatea
metodelor de rezolvare a problemelor.

Elevii studiind cursul de matematica, rezolva una si aceiasi problema prin mai multe
metode, facand analogie intre ele, determina care-i cea mai rationala si eficienta.

Multe probleme admit cateva metode de rezolvare. Nu intotdeauna prima metoda
este cea mai reusitd. Determinarea celor mai originale metode de rezolvare deseori
reprezinta rezultatul unei activitdti minutioase de lunga duratd, care contribuie in mare
masura la formarea competentei matematice la elevi.

Competenta la matematicad se defineste drept capacitatea persoanei de a formula, a
folosi si a interpreta matematica intr-0 varietate de contexte. Aici se include gandirea
matematica si folosirea conceptelor, procedurilor, faptelor si instrumentelor matematice
pentru a descrie, a explica si a prezice fenomene.

Iscusinta de a rezolva probleme prin mai multe metode reprezinta unul din criteriile
bunei pregatiri a elevilor la matematica ce poate aborda logica diverse probleme, dar in

acelasi schimb elevii In mod activ si accesibil insusesc noi deprinderi de a gandi creativ.
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Instruirea elevilor de a determina cateva metode de rezolvare a problemei o
considerim ca o forma de organizare a procesului didactic pentru dezvoltarea
capacitatilor intelectuale ale elevilor.

Rezolvarea problemei prin mai multe metode permite de a stabili dependenta dintre
diverse teme a cursului scolar de matematica. Firesc ca fiecare idee originala de rezolvare
trebuie considerata ca o calitate proprie a muncii elevului.

E timpul ca profesorii de matematica sa rezolve probleme prin diverse metode,
lucrand diferentiat cu elevii, elevii dotati, indeosebi in clasele gimnaziale si liceale cu
profil real.

Exemplul 1. Fie a, b € N. Sa demonstrim ci dacd (a — b) : 3 atunci (a® — b3) i 9.
Metoda I. Scriem diferenta cuburilor astfel: a3 — b3 = (a — b)(a? + ab + b?) ==
(a —b)[(a — b)? + 3ab]. Deoarece (a—b):3, atunci si (a—b)?>:3 si evident
[(a — b)? + 3ab] : 3 sideaceea (a®> — b3) : 9.

Metoda Il. Fie a—b =3k, unde k €N, atunci a=3k+b, astfel a®—b3=
= (3k + b)® — b3 = 27k3 + 27k?*b + 9kb?* = 9k(3k? + 3kb + b?) : 9. Prin urmare
(a® —b3): 9.
Metoda I11. Deoarece a® — b3 = (a — b)® — 3ab(a — b).
Este evident (a — b)3 : 9,3ab(a — b) : 9, atunci (a® — b3) : 9.
Metoda IV. Deoarece (a — b) : 3, atunci fiecare din numerele a si b fiind impartite la 3
obtinem restul . Fie a = 3¢ + r, b = 3d + r. Prin urmare a3 — b3 =
=Bc+3)2-Bd+1r)2=27c3+27c*r +9r?c+1r3—-27d3 - 27d%*r —
9dr?—r3 = [9(3c® + +3c?r + r?c) — 9(3d?* + 3d*r + r2d)] : 9. Deci (a® — b3) : 9.
Metoda V. Fiea — b = 3k si k € N, atunci (a — b)® = 27k3,a®> — b3 =
= 27k® — 3ab(a — b),a® — b3 = 27k3® — 9abk, prin urmare (a® — b3) : 9.
Exemplul 2. Sa demonstram ca pentru orice numar natural n, numarul
a = 32+ . 52n _ 33n+2. 921 o6 divide cu 117.
Metoda I.
a= 32n+2(52n —3n. 22n) =9. 32n(25n —3n. 411) =9. 32n(25n_12n).
Deoarece 117 = 9 - 13 si diferenta (25™ — 12™) se divide cu 25 — 12 = 13, rezulta ci
a:ll7.
Metoda Il. a = 32(3%".5%" —32n.22") = 32(9n. 25" — Q" . 4") = 32(225™" —
—108™).
Deoarece 225™ — 108" se divide cu diferenta 225 — 108 = 117, rezultaca a : 117.
Exemplul 3. Sa demonstram ca pentru orice numar natural n,
(2n® —3n% + +n) : 6.
Metoda I.
2 =3n2+n=n*-n+@®-3n*+2n)=nn*-1)+nn?>-3n+2) =
=n-1)'nn+D+n-2)-(n—1) n.
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Astfel am prezentat numarul dat a sumad a doi termeni, fiecare dintre ei fiind
produsul a trei numere consecutive. Fiecare termen este divizibil cu 6, deci si numarul
dat este divizibil cu 6.

Metoda Il. Pentru n = 0 numarul dat se divide cu 6. Admitem ca pentru n = k numarul
dat se divide cu 6, adica 2k — 3k* + k = 6m (1), unde m € Z.
Vom demonstra ci daci este justd afirmatia (1), atunci 2(k + 1)® — 3(k + 1)? + 2k +
+1 se divide cu 6.
2t +1)3 =3k +1)2+2k+1=2k3+6k?+ 6k +2—3k?—
—6k—3+k+1=Q2k*—-3k*+k)+6k?=6m+ 6k?=
=6(m+k?):6.
Deci, conform principiului inductiei matematice, afirmatia este justa.
Exemplul 4. Sa demonstram ca daca a + i = 1, atunci a® + % =1.
Metoda 1. Notém% =t,atuncia+t=1siat = 1.
Insia?+t?=(a+t)2—2at=1-2=—1.
Ad+t3=((@+t)@®>—at+t)=a*—at+t?=(a?+t?) —at=
=-1-1=-2.
5, 1 54 45 2 3 $2Y( A3 4 +3 242
a +E=a +t>=(@* +t°)(a’+t’)—a*t“(a+t) =
=-1-(-2)—-1?:1=2-1 =1.
Metoda I1. Deoarece a? —a + 1 = 0, rezultd cd a® = —1.

e 1 3 o 1 s 1 12
Decia>+—=a>-a“ + - 2=—(a +—2)=—(a+—) +2=
a a’-a a a
=-14+2=1.
Exemplul 5. Sa demonstram cé%+ % + 2 >3,dacaa>0,b>0,c>0si
a+b+c.

9 b . .
Metoda I. Notam %: u,- = v,g = w, atunci uvw = 1, adica printre numerele u,v,w

este cel putin unul mai mic decat 1 si unul mai mare decét 1.
(u = v = w este imposibil, deoarece a # b # c).
Fieu >1,iar0 < v < 1, adica:
1-ww-1)>0e —-w+u+v—-1>0().

uv+w

Pe de alta parte, numerele u, v, w verifica inegalitatea > Vuvw = 1, deci
uv +w = 2 (2). Adunand membru cu membru inegalitétile (1) si (2), obtinem:
—uv+u+v—1+uv+w22@u+v+w23®%+§+§23.

Metoda Il. Fie u,v si w numere pozitive si w cel mai mic dintre ele: u > w, v > w.
Deoarece u —w > 0 si v > w, rezulta:
viu—-w) >wlu—w) & uv —vw+ w? > uw.
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Impartind ultima inegalitate la uw, obtinem: % — E + % > 1 (3).
Pe de altd parte %+£2 2 (4). Adunand membru cu membru inegalitdtile (3) si (4)
obginemz+z+K > 3.
v w u
Daca c este cel mai mic dintre numerele a, b, c, notaind w = c,u = a,v = b, obtinem
inegalitatea ceruta.

Daca a si bsunt cele mai mici dintre numerele a, b si ¢, atunci notatiile se modifica.
Metoda I11. Utilizand inegalitatea lui Cauchy, obtinem:

a b c
Grera) | 3/5-9-3=1@3+9+5>3.
3 b ¢ a b c a

Exemplul 6. Si demonstrim ci 8(a* + b*) > (a + b)*.
Metoda 1. Deoarece (a + b)* = a* + b* + 4a3b + 6a?b? + 4ab3, atunci inegalitatea
ceruti ia forma: 8(a* + b*) > a* + b* + 4a®b + 6a?b? + 4ab® & 7a* + +7b* —
4a3b — 6a’b? — 4ab®* >0 © 3 (a®? —b?)? + +4(a*+b*—a3b—ab?®) >0

& 3(a? — b*)?+4(a—b)(a®>—b3) =0 ().

Deoarece diferentele (a — b) si (a® - b3) au acelasi semn, rezultd ca

(a — b)(a® — b3) = 0. Prin urmre membrul sting al inegalititii (1) este nenegativ,
deci inegalitatea (1) este adevarata, fiind adevarata si inegalitatea initiala.

Egalitatea se obtine numai dacd a = b.
Metoda I1. a* + b* = (a2 + b2)? + = (a? — b?)? = = (a? + b?)? =

2 2 4
=% %(a + b)? +%(a - b)Z] > %[%(a+ b)Z] - %
de unde 8(a* + b*) = (a + b)*.
Metoda 111. Avem 2(a? + b?) > (a + b)? (2), deoarece a? + b? > 2ab. In mod analog
8(a* + b*) = [2(a? + b?)]? (3).
Din (2) si (3) rezultd 8(a* + b*) = (a + b)*.
Exemplul 7. Sa demonstram ca —1 < a;b; + a,b, + azb; + -+ a, b, < 1, daca
a?+a?+a%+--+a:=1sib?+b3+b%+--+b2=1.
Metoda 1. Pentru orice valoare a lui x consideram inegalitatile evidente:
(a;x — by)? > 0 © a?x? — 2a,b,x + b2 > 0,
(a,x — by)? > 0 © a3x? — 2a,b,x + b2 > 0,
(azx — b3)? = 0 © a3x? — 2a3b3x + b3 > 0,

(a,x — b,)? >0 © a’x? — 2a,b,x + b2.
Adunand membru cu membru inegalititile din dreapta simbolului ,,&” si tinand
contcia?+as+ a3+ -+ a2 =1sib?+ b2+ b2+--+ b2 =1, obtinem inegalitatea
x? =2 (ayb; + a,b, + azbs + -+ a,b,)x + 1 = 0 (1). Pentru ca inegalitatea (1) sa fie
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verificatd de orice valoare reald a lui x, este necesar si suficient ca discriminantul
trinomului patrat din stdnga inecuatiei (1) sd fie mai mic sau egal cu zero, adica :
(a1b1 + azbz + a3b3 + e+ anbn)z -1<0e
= (a1b1 + azbz + a3b3 + -+ anbn)z S 1 (=
(=4 |a1b1 + azbz + a3b3 + "'+ anbn | S 1 (=
& —1 < a,b; +ayb, + azbz + -+ a,b, < 1, ceea ce trebuia de demonstrat.
Metoda Il. Stim ca pentru orice valori reale ale lui a si b are loc inegalitatea |ab| <
a?+p?
2
Aplicand proprietatea numerelor reale
(|a1+a2+---+an| < |a1| + |a2| + -+ |an|),avem
| by + azby + -+ ayby | < |aiby | + [aby | + -+ |anb, | <

a?+b? a3 + b2 az+b: 1
L4 1 2 2+...+u=—[(a%+a%+a§+'"+a$l)+
2 2 2 2
1+1
+(bf + b3 + b3+ + b)) =——=1.

Deci —1 < a;b; + ayb, + azbs + -+ a,b, < 1.

Metoda IIl. Evident ca (a; — by)*+ (ay — by)* + -+ (a, —b,)* =0 (2), (a, +
by)? + (a; + by)* + -+ (a, + b,)* = 0 (3).

Notim x = a,b; + a,b, + azbs + -~ + a,b,. In baza ipotezei problemei, scriem
inegalitatile (2) si (3) astfel: 2 —2x = 0 (4), 2 + 2x = 0 (5).

Din (4) si (5) obtinem -1 <x <1 & —1 < a;1b; + ayb, + azb; + -+ +a,b, < 1.

Exemplul 8. Puterea para a unui numar este egald cu un numar de patru cifre prima
cifra a caruia este 3, iar ultima 5. Sa determinam acest numar.

Metoda I. Fie m un numir ciutat, atunci m2* = (m*)2. Din faptul ci o putere arbitrari a
numarului se termina cu 5 rezultd ca orice putere a acestui numar se termind cu 5. De
aceea m* = 10n + 5.

Deci m?* =(10n+5)2=3-103+x-102+y-10+5 sau 100n% + 100n +
+25 = 3000 + 100x + 10y + 5 (1). De aici rezulta ca y = 2. Adunind ambii termeni ai
egalitatii (1) cu —25 si simplificind prin 100, obtinem: n* + n = 30 + x. Deoarece
c este numir de o cifrd , atunci 30 < 30 + x < 40. Prin urmare 30 < n? + n < 40, de
unde 4 < n < 6. Astfel n poate obtine unica valoare 5 si de aceea numarul cautat este 55.
Metoda 1. Deoarece (10a + 5)% = 100a(a + 1) + 25, atunci pentru a obtine patratul
numadrului care se termina cu cifra 5, este suficient sa inlaturam cifra 5, apoi sa inmultim
numarul format din celelalte cifre cu numarul natural urmator lui si la produsul obtinut sa
scriem 25 la dreapta lui.

Utilizand prima metodd, observdm ca puterea pard Oricdrui numar este patratul unui

numir. De aceea numirul de patru cifre din problema are forma 3p25, unde , unde 3p
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este produsul a doud numere naturale consecutive. Insia 30 < 3p < 39, deci 3p = 5 - 6-
unica solutie bosibild. Astfel - unica solutie bosibild. Astfel 3025 = 552. Tinind cont ci
egalitatea m* = 55, pentru orice m si k naturali este posibild numai pentru k = 1,m =
55, conchidem ca numarul natural cautat este 55.

Exemplul 9. Sa gasim un patrat perfect de sase cifre stiind, ca daca il divizam in
doua parti cate 3 cifre, atunci diferenta numerelor obtinute de 3 cifre la fel este un patrat
perfect. Se stie ca unul din aceste numere este de 8 ori mai mare decat celalalt.

Metoda |. Fie numarul mai mic de 3 cifre este m = 100a + 10b + c. Atnci, din
conditiile problemei, numarul al doilea de 3 cifre este n = 800a + +80b + 8c¢. De aici
observam ca a = 1. Din conditiile problemei n — m este un patrat perfect, adica 700 +
70b + 7¢ = x? (1). Deoarece diferenta n — m este un numar de trei cifre, atunci din (1)
rezultd ca 700 < x? < 1000, 26 < x < 32 (2). Din egalitatea (1) rezultd ci x trebuie si
fie divizibil cu 7, de aceea din (2) reiese cd x = 28. Atfel 7m = x? =784;m =
112,n = 896. Prin urmare, numarul ciutat este 112896 = 3362 sau 896112. Insa
ultimul numar nu poate fi patrat perfect, deoarece se termina cu cifra 2.

Metoda Il. Fie ca numarul cautat are forma n = 1000x + y (x si y sunt numere de 3
cifre). Din conditiile problemei x = 8y sau y = 8x. Daca x = 8y, atunci n = 8001y =
32.7-127y. Deoarece numirul n este un patrat perfect, atunci n trebuie sa se dividi cu
32.72-1277 (deoarece 7 si 127 sunt numere prime), ceea ce este imposibil, deoarece n
este un numar de 6 cifre.

Daca y = 8x, atunci n = 1008x = 3%+ 4* - 7 - x, Prin urmare numarul n trebuie sa
fie divizibil cu 7 - 1008. Insa y = 8x si de aceea prima cifrd a numérului x (prin urmare

si prima cifrd a numarului n) este egala cu 1.

Astfel 100000 < n < 200000. Ulterior avem 222 < = < 2220
7056 7056 7056

de unde
15 < k < 29. Insa numarul k = % trebuie sa fie un patrat perfect ca raportul patratelor

perfecte, fiind un numar intreg. Prin urmare, k = 16 sau k = 25. Usor putem verifica ca
k + 25. Deci k = 16 si numarul cautat este n = 7056 - 16 = 112896.
Exemplul 10. Si demonstrim cd pentru orice n € N*, 13+ 33+ 53 + .- +
(2n—1)3 =n?2(2n* - 1).
2
Metoda I. Se stie cd 13+ 23+ 33+ .-+ m3 = [@] (1). Prin urmare 13 + 23 +

2n(2n+1)

2
33 4+ (20— 1) + (2n)° = |22 (2.
Scriem membrul sting al egalititii (2) astfel: [13 +33 +53+ -+ (2n—1)3] +
2
[2° + 4% + 6% + -+ (20)°] = [ 222 (3).
Notim 13 + 33 + 5% + --- + (2n — 1)3 = s atunci egalitatea (3) devinde
2
| @).

2n(2n+1)
2

S+ +22+33+ 403 =|
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Luand in considerarea (1), din (4) obtinem:

8 n(n+1)2_ 2n(2n+1)2
-

e s=n’(n+1)?2-2n%(n+ 1)? = n?(2n? - 1).
Metoda Il. Utilizim identitatea (2m —1)3 =8m3 —12m? +6m — 1. Pentru m =
1,m=2,m=3,..,m = n obtinem:
13=8-13-12-12+6-1-1,
33=8-23-12-22+6-2—1, (5)
53=8:33-12-3+6-3-1,

2n—-12*=8n*-12n*+6-n—-1.
Adunam membru cu membru egalitatile (5) si obtinem
P+334+53++02n—-13=813+23+33+--+n?) -
—12(12+22+32+-+n>)+6(1+2+3+-+n)—n=
2
_g [n(n + 1)] 1 (n(n+ 1D(2n+1)) iy (n(n+ 1)) _
2 6 2

=2n’(n+1)-2nn+1)2n+1)+3n+1) —n=2n*+4n3 + 2n? — —4n3 —
6n? —2n+ 3n%? + 3n —n = 2n* — n? =n2(2n2—1)

Exemplul 11. Sa demonstram ca sm sm £ Sln < =

Metoda I. Stim ca sin~ = /(1?—”12%—0) sin /(p a)(’p oY

sin” = —(p_a;l()p_b) (1), unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi, iar
p=a+:+c. Din (1) rezultd ca sinZ smﬁsmy (- a)(pzb)(p 9 adici trebuie si
demonstrim ca £=2 (pzb)(p 9 < g_

Utilizdnd relatia dintre media aritmetica si media geometricd, obtinem:

\/(p —a)(p—>b) < %[(p —a) + (p — b)] ©(simbolul egalitatii este valabil numai

pentrua=b<:»\/(p—a)(p_b)S%(Zp_a_b)(:
‘:’x/(p—a)(p—b)gic,@si(z)_
TG L1 gy TG

('p a)(p—-b)(p—c)

In mod analog % (4). Inmultind membru cu

membru egalitdtile (2), (3) si (4) obtinem: sé ceea ce trebuia de

abc
demonstrat.
) g b%2+c2-qa? 1(b ¢ a2 ~ _b ¢ .
Metoda Il. Stim ca cosa =——— < cosa ==|-+—-)——. Insd —+ == 2, deci
> 2bc 2 \c b 2bc [ b

a? a? . pa _ a? .a
cosa=>21l——o 1—-cosa<—© 2sin“—<— sin=-<
2bc bc 2 2bc 2

a
T (5).
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In mod analog smg (6) sm— < —— (7). Inmultind membru cu membru

\/_
inegalitatile (5), (6) si (7), Ob;inem sin;singsing < o Egalitatea este valabila numai
pentrua = f =vy.
Metoda I1l. Evident ci 2vVab <a+b,2vVbc <b+c, 2vac <a+c. Inmultind
membru cu membru ale acestei inagalitdti, avem:
8abc < (a+ b)(b + c)(a + ¢) (8).

Se stie cd a = 2Rsina,b = 2Rsinf,c = 2Rsiny (9), unde R este raza cercului
circumscris triunghiului cu laturile a, b, c.
Din (8) si (9) 8sinasinfsiny < (sina + sinf)(sinf +siny)(sina + siny) sau

B B a+p a=B . Bty B—y . a+y a-y

.« a . Y Y .
64 sin—cos—sin=cos—sin-cos - < 8 sin CcoSs Sin cos Sin CoS .
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

. a+ . + a . a+
Cum sm—ﬁ = cosz,smu = cos—,sm—y = CoS E, avem:
2 2 2 2 2 2
. a . . a— b a—
831n—sm£sm]—/ < cos ﬁcosﬁ Y cos &=L,
2 2 2 2 2 2
A a-— - a-—
Insa COSTB <1, cos% <1, cosTy <1.
B B y 1
Prin urmare, 8 sm sm sm <le sm sm sin - S pe
. . . . . a+ - a+ a+
Metoda IV. sm—smﬁsmZ =sm—sm£[— ﬁ] = [ os—ﬁ— cos ﬁ] cos—ﬁ =
2 2 2 2 2 12 2 2 2
1 a+ a— a+ 1 a+ a— a+ 1 a—
——[cosz—ﬁ— cosz—ﬁcos—ﬁ] = ——[cosz—ﬂ— cos—ﬁcos—ﬂ+—(cosz—ﬁ—
2 2 2 2 2 2 2 2 4 2
2
a-B 20—f
1 a+ (cos——) cos“—— 1 a- 1 a+
—cos —’8)]=——“cos £ _ 2 ] - 2 }=—cosz—ﬁ——[cos—ﬂ—
2 2 2 2 4 8 2 2 2
(cos ) 1 a- 1 1
] < =cos? Bs—lz—.
2 8 2 8 8

Exemplul 12. Aria unui dreptunghi este egald cu a?®. De calculat cea mai mica
lungime a acestui dreptunghi.

Este evident cd pentru a rezolva problema este suficient sa demonsStrdm ca cea mai
mica valoare a semi-perimetrului p a dreptunghiului este egala cu 2a.
Metoda I. Fie ca x si y sunt lungimile respective ale laturilor dreptunghiului. Deoarece
x-y=a?si (x+y)?=(x—y)?+4xy, atunci (x +y)? = (x — y)? + 4a®. Expresia
(x + y)? va obtine cea mai mica valoare atunci si numai atunci cand x —y = 0, adica
atunci cand x = y. In acest caz x + y va obtine cea mai mica valoare egali cu 2a.
Metoda I1. Fie x - lungimea laturii dreptunghiului, atunci lungimea celeilalte laturi va fi
egald cu p —x (p-lungimea semiperimetrului dreptunghiului), iar aria dreptunghiului
x(p — x). Astfel, x(p — x) = a® sau x* + a®> —px = 0 sau (x — a)? + x(2a —p) = 0.

Ultima egalitate este posibilda numai pentru 2a —p < 0, adica pentru p = 2a.

Evident cd cea mai micd valoare este p = 2a.
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Metoda I1l. Fie x —lungimea laturii dreptunghiului, atunci lungimea laturii a doua este

g a? . . .. . g a?
egala cu —> lar lungimea semiperimetrului este egala cu — tx

- . o g g a?
Pentru a demonstra ca p = 2a, este suficient sa demonstram ca x +¥— 2a 20>

= x? —2ax + a? > 0 = (x — a)? > 0-inegalitate adevirati.
Exemplul 13. Sa calculam solutiile intregi ale ecuatiei xy + 3x — 5y = —3.
Scriem ecuatia astfel: 3x + xy — 5y — 15 = —18 sau x(y + 3) — 5(y + 3) = —18 sau
(x—5)(y+3)=-18sau (y + 3)(5 —x) = 18.
Numarul 18 poate fi reprezentat ca produs a 2 factori in 6 moduri:
1-18;(=1)-(=18);2-9;(=2) - (=9);3-6; (=3) - (—6).

Astfel vom obtine 12 sisteme de ecuatii:
1){ —x = 2){ x—183){ x——14){5—x=—18_

y+3=181y+3=1ly+3=-18"1y+3=-1"
{x—4_{x——13_{ X=6 _{x—23
y=15’ y=—2’y=—21’y=—4

5){ x—ZG){ x—97){ —x——28){5—x=—9

y+3=9 y+3=2 y+3=-9 y+3=-2
{x—3_{x——4_{ x=7 _{x—14_
y=6'y=-1(y=-12" (y = -5’
—x=3 —x=6 5—x=-— X =-—6
9){ +3= 10){ +3=311){y+3 12){31%—3——3

{x=2_{x——1_{ =8_{x=11
y:3’ y:O’y:—9’y:—6'

Raspuns: (4,15); (—13,-2); (6, —21); (23, —4); (3,6); (—4,—1); (7, —12);
(14,-5); (2,3); (=1,0); (8,-9); (11, -6).

Exemplul 14. Fie numerele complexe z;,z, si z;. Sa demonstram ca daca z; +
Z, +23=0 si |z| =|z,| = |z3] =1, atunci punctele z,,z,,z; sunt varfurile unui
triunghi echilateral, inscris 1n cercul unitar.
Metoda I. Intre numerele z;, z,, z; nu sunt doui egale, deoarece, presupunand ci z; = z,,
obtinem 2z; = —2z3.
Aceasta egalitate este imposibila, deoarece |2z, | = 2|z;| = 2, iar |—z3| = 1.

Fiez; =cosa +isina,z, = cosf +isinf, z; = cosy + isiny, unde
2r>a > >y =0().

Din conditia problemei z; + z, + zz = 0 si de aceea

2 cos £ cos LE = — cos Y

cosa + cosp + cos -

{ p V= 0 ’ (2) de unde wrp  acp (3).
sina +sinf +siny = 2 sin = cos—E = —siny
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Ridicand la patrat egalitdtile (3) si adunindu-le, obtinem 4CO52“2i =1 sau

2[1 + cos(a — B)] = 1, de unde cos(a — B) = —%.

Deoarece 0 < a — f < 2m,rezultaicia o — 8 =2?”saua—ﬁ =4?”.
D Fiea—p = 2% atunci cos®E = cosZ=1
3 2 3 2
COS ﬂ = —Cosy
De aceea, din egalitatile (3), obtinem B (4), de unde, tinand cont
sin— = —siny
de egalitatea (1), avem “;’—B =y + m, deoarece “Zﬁ > y. Deci “Zﬁ =y +m, “Zi = g; de
aceea%—“zi= (y + ) —gsaua—ﬁ =2?”.

Astfel, a — B =B —a = 2?” si |z;] = |z,| = |z5| = 1, deci punctele z;, z,, z; sunt

varfurile triunghiului echilateral, inscris in cercul unitar.

2)Fiea—p = 2 Atunci cos £E = cosZE = — 1.
3 2 3 2
a+p
. . _ Jcos—==cosy
Astfel, din egalitatile (3) rezulta: § 1 8 )
sin—= = siny
Egalitatile (5) sunt posibile, considerand (1) numai pentru az;ﬁ =1y, ceea ce
contrazice inegalitatii “Zﬁ >y.Deaceea, a —  # 4?”.
Astfel, este posibil numai cazul (1), cind a — f = 2?”
Metoda 1. Rezolvarea geometrica.
¥ Daca adunam vectorii ce reprezintd numerele

Z4,Zy, 73, obtinem un triunghi echilateral, fiindca
Zl+ZZ+ZS == OSI

|z,| = |z,| = |z3] = 1. Fie figura (1) este

reprezentat cercul unitar si triunghiul echilateral
OCD, obtinut prin adunarea vectorilor z;,z,, Z3.
Construind diametrul DOB si raza OA = CD,
obtinem punctele A,B,C, care reprezinta,
Fig. 1 respectiv, numerele z,,z,,z;. Ele sunt varfurile

triunghiului echilateral inscris 1n cercul unitar.

Problemele propuse sunt diferite atat dupa continut cat si dupa complexitatea lor.
Reusita rezolvarilor lor depinde de studiul individual, inclusiv cel independent, fapt
considerat ca o metoda traditionala de invatare. Pentru majoritatea elevilor, rezolvarea
problemelor prin mai multe metode poate fi o munca inutild, fard sens. Sarcina
profesorului este de a-i convinge de contrariul acestui lucru, de a-i include in activitati de
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cercetare pentru a gasi diverse metode de solutionare a unei probleme. Dar, In primul
rand, profesorul insusi trebuie sa stie raspunsul la intrebarea despre ce beneficii pot lua
elevii in procesul rezolvarii unei probleme prin mai multe metode. Dupa rezolvarea
problemei printr-o metoda, stim deja rezultatul acesteia si, atunci cand rezolvam prin alta
metoda, ne putem concentra nu pe obtinerea raspunsului corect, ci pe metoda, adicd cum
sa obtii acelasi rezultat Intr-un alt mod, poate mai rational.

De obicei, diverse metode de rezolvare a problemelor sunt axate pe diferite sarcini
care sunt selectate Tn mod specific, avand solutiile cele mai eficiente. Cu toate acestea, in
opinia noastra, rezolvarea aceleiasi probleme prin diverse metode ajutd la o mai buna
intelegere a specificului problemei, a specificului unei sau altei metode, a avantajelor si
dezavantajelor acesteia 1n functie de continutul sarcinii.

In plus, rezolvarea problemelor prin diferite metode scoate in evidentd aspectul
estetic al lectiei si contribuie la formarea competentelor matematice la elevi. in conditiile
actuale si in perspectiva, studiul individual capatd o importantd deosebita si reprezinta o

IR

independente.
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