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Rezumat. In acest articol aduc unele secvente din istoria problemelor geometrice de maxim si minim.
Sunt propuse un set de probleme rezolvate prin diverse metode elementare.

Cuvinte cheie: Problema geometrica, minim, maxim, cercetare.

DEVELOPMENT OF RESEARCH SKILS IN STUDENTS AND STUDENTS

BY SOLVING GEOMETRIC PROBLEMS OF MAXIMUM AND MINIMUM

Abstract. In the article | bring some sequences from the history of geometric problems of maxima and
minima. A set of problems solved by various elementary methods are proposed.
Keywords: Geometric problem, minimum, maximum, research.

Problemele de maxim si de minim in geometrie sunt tot atdt de vechi ca si
geometria 1nsasi. Asemenea probleme au aparut din antichitate pentru masurarea i
impartirea pamanturilor agricole. Vreme indelungata, pentru a determina ariile loturilor
de pamant cultivate, se masura numai perimetrele lor cu pasul, cu funii si apoi cu lanturi,
iar ariile loturilor mai mari erau apreciate dupa timpul in care li se putea face ocolul pe
jos sau calare. Insulele raurilor sau fluviilor se masurau dupa timpul in care erau ocolite
cu barca, iar cele din mari, dupa timpul in care erau ocolite cu corabiile. Pe atunci se
credea cd unui perimetru mai mare 1i corespunde totdeauna 0 arie mai mare.
Geometricienii au demonstrat de mult ca aceasta afirmatie este gresita. Astfel, un
dreptunghi cu dimensiunile de 50 m si respectiv 10 m are perimetrul de 120 m si aria de
500 m? , pe cind un patrat cu latura de 30 m are perimetrul tot de 120 m, ins3 aria lui este
de 900 m?, aproape de doud ori mai mare. Asemenea constatiri au dus la asa-zisa
problema a izoperimetrelor, adica la aflarea figurilor care au aria cea mai mare dintre
acelea care au acelasi perimetru. Se spune ca Pitagora si discipolii lui s-au ocupat de
astfel de probleme si ca ei ar fi ajuns la concluzia ca, dintre toate figurile plane cu acelasi
perimetru, aria cea mai mare o are cercul, iar dintre toate corpurile cu aceeasi suprafata
totald exterioard, cel mai mare volum il are sfera. De aceea pitagoricienii considerau
cercul si sfera ca figuri corecte, figuri perfecte. Prin anul 200 i.e.n. matematicianul grec
Apollonius a tratat unele probleme de maxim si de minim. Pappus, in Cartea a V-a din
,Colectiunile” sale, se ocupd de probleme de izoperimetrie §i cerceteaza, pentru prima
data, probleme geometrie de izoperimetrie in spatiu. El este primul care s-a ocupat de
problema constructiei celulelor albinelor, insa incomplet, referindu-se numai la forma lor
hexagonala. De atunci nu s-au mai tratat decat din cand in cand probleme razlete de

maxim si de minim, pana in secolul al XVlI-lea, cand matematicienii au inceput sa caute
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metode generale pentru rezolvarea unor asemenea probleme. Una dintre primele metode
generale a fost propusad de excelentul matematician Fermat (1608— 1665), care a aplicat
metoda lui si la probleme de fizica. A descoperit astfel legile reflexiei si ale refractiei
luminii, determinand timpul minim 1n care o raza de lumina trece de la un punct la altul,
in acelasi mediu sau in medii diferite. Metode generale de rezolvare a problemelor de
maxim si minim au fost propuse de Newton si Leibniz. Aceste metode noi au facut pe
matematicieni sa ocoleasca metodele sintetice ale geometriei elementare si sa adopte
metode analitice, care duc, aproape in mod mecanic, la aflarea solutiilor. Aplicarea
acestel metode generale nu Inseamnd cd metodele elementare pot fi date uitarii.
Rezolvarea acestui tip de probleme, prin folosirea derivatei, nu intotdeauna este cea mai
rationald. In multe cazuri se poate rezolva problema mai simplu si mai repede, aplicand
metode elementare. De aceea elevii si studentii trebuie invatati sa opereze cu diferite
metode la rezolvarea aceleiasi probleme si sa fie acceptata, in fiecare caz concret, metoda
cea mai rationala.

Pentru rezolvarea problemelor de maxim si minim pe cale geometrica elementara,
nu se pot propune reguli si metode asa de generale si de precise cum se intalnesc in
algebra si indeosebi, in analizi. In schimb, metodele geometriei elementare dezvolta
deprinderile de cercetare, gandirea logica, puterea de observatie, intuitia geometrica si
alte calitati importante, iar solutia pe care o propune geometria elementara unor probleme
de maximum si de minimum sunt uneori foarte simple sau de o frumusete deosebita, pe
cand metodele analitice duc deseori la solutii obositoare. Problemele geometrice
referitoare la determinarea valorilor extreme pe cale elementard pot fi rezolvate prin
diferite metode: folosirea inegalitatilor si a functiilor trigonometrice, aplicarea
proprietatilor trinomului patrat etc.

In manualele de matematica actuale, desi supraincircate, nu se acordd o atentie
cuvenitd unor astfel de probleme. Exista totusi iesire din aceasta situatie, dacd vom folosi
orele facultative sau sedintele cercurilor de matematica. Probleme geometrice referitoare
la valori extremale pot fi selectate din revistele ,,MaTemaTuka B mkosne”, ,,KBaut”, ,,Foaie
matematica”, manualele de geometrie ale autorilor: A.V. Pogorelov, A.H. Kolmogorov,
JI.C. Atanasean etc.

In continuare, propunem unele exemple de atare probleme si ne vom convinge de
varietatea metodelor de rezolvare a lor. Vom aplica doar metode elementare, fara a apela
la derivata functiei.

1. a) in ce loc trebuie construit podul peste un riu, care desparte doui sate A si B,
astfel incat drumul AMNB sa fie cel mai scurt (malurile raului se considera drepte
paralele, iar podul, perpendicular la rau)?

b) Aceeasi problema, daca satele A si B sunt despirtite de doua rauri.

Solutie. a) Admitem problema rezolvatd si translam paralel segmentul MN, astfel
incat punctul M si coincidi cu punctul A (Fig. 1). Atunci |[AM| = |[N'N| si deci |AM| +
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INB| = |[N'N| + |[NB|. Astfel, drumul AMNB va fi cel mai scurt atunci si numai atunci,
cand punctele N, N si B apartin unei drepte.

Din cele stabilite urmeaza constructia: depunem din punctul A segmentul AN’
lungimea céruia sd fie egala cu latimea raului si perpendicular la rau; unim punctul N’ cu
punctul B; punctul N de intersectie a segmentului N'B cu malul raului mai apropiat de
satul B va determina pozitia podului.

b) Fie acum satele

. o . A A
A si B sunt despartite de '\
< A A Q4 P
doud rauri. Presupunind R ’\\ |
’ M

ca problema este
rezolvata si cd PQ, MN

sunt podurile peste rauri,

translam paralel
segmentul PQ 1in pozitia
AQ', astfel incat extremitatea P si coincidi cu punctul A (Fig. 2). Atunci |[AP]| = |Q Q] si
|AP| + |QM| + |NB| = |Q'Q| + |QM| + |NB|. Daci drumul APQMNB este cel mai
scurt, atunci cel mai scurt va fi si drumul Q'MNB intre punctele Q' si B, despartite numai
de al doilea rau. Acest drum se construieste cum in cazul a).

Figural Figura 2

Prin urmare, avem urmatoarea constructie: din punctul A depunem segmentul AQ’
de lungimea latimii primului rau si perpendicular la acesta; din punctul Q' depunem
segmental Q'N’de lungimea latimii celui de-al doilea rau si perpendicular pe acesta.
Unim punctul N’ cu punctul B. Punctul N de intersectic a segmentului N'B cu malul
raului al doilea mai aproape de satul B determina pozitia podului MN. Construim prin
punctul M o paralela la dreapta N'B. Aceasta dreapta intersecta malul mai aproape de M
in punctul Q. Punctul Q determina pozitia podului PQ peste primul rau.

2. Printr-un punct A exterior cercului (0, R) de construit o secanta ABC, astfel
incat triunghiul BOC, baza caruia este coarda BC, sa aiba aria maxima.

Solutie. Fie secanta ABC verifica conditia problemei [Fig. 3]. Aria triunghiului BOC
Rx|

5 CH . g g
este egala cu » | , unde [CH] L [BO]. Deoarece raza cercului este constantd, urmeaza

cd aria acestui triunghi va atinge valoarea cea mai mare atunci, cand inaltimea [CH] va
obtine valoarea cea mai mare. Evident, indltimea data obtine valoarea cea mai mare egala
cu R atunci, cdnd [CH] L [BO]. Prin urmare, unghiul BOC in asa caz va fi unghi drept,
jar [BC] va fi latura patratului inscris in cercul dat. Astfel, avem urmatoarea constructie:
construim latura [PQ] a patratului inscris in cerc; din centrul O construim perpendiculara
[OK] pe latura[PQ]; cu raza [OK] construim cercul concentric cu cercul dat; din punctul
A construim tangentele ASE si ATL la cercul o;. Secantele AE si AL (satisfac conditiilor
problemei). Problema data intotdeauna are doua solutii, deoarece dintr-un punct exterior

cercului pot fi duse doua tangente la cerc.
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A doua metoda. Aria triunghiului BOC se poate calcula si prin altd metodd, anume:
Sy = %stina, unde o este marimea unghiului BOC. Evident, aria triunghiului BOC

primeste valoarea maxima pentru @ = 90°, dar atunci [BC] este latura patratului inscris
in cercul dat.

Figura 3 Figura 4
3. In triunghiul ABC pe baza [BC] este dat un punct M. Se cere de construit [EF] ||
[BC], astfel incat aria triunghiului MFE si fie maxima (Fig. 4).
Solutie. Fie |BC| = a, iar h inaltimea triunghiului ABC dusa din varful A. Daca
[EF] este linia medie a triunghiului ABC paralela la baza [BC], atunci
1 a h ah

S = —x—k— =
AMEF = 5 * 5 * 5 3
Sa comparam aria triunghiului MEF cu aria triunghiului ME;F,, unde |E;F,| <

|EF|.Fie |E{F,| = x , iar distanta dintre pararlele [EF] si [E;F;] o notam prin y. Din
asemanarea triunghiurilor E; AF; si ABC avem: IE;—Fll = %, unde h,- indltimea triunghiului
1

E, AF, coborata din varful A.

Din ultima egalitate obtinem:

|EiFy|

a X
_E,

-y

N S

h
277
Prin urmare,

4 _1a<h )<h+ )_ a (h* )\ _ah ay?
ameh =\ Y) 2T Y) T\ 7Y )T 8 T n

Din ultima egalitate urmeaza ca aria triunghiului ME; F; este mai mica decat aria
triunghiului MEF.

Sa comparam acum aria triunghiului MEF cu aria triunghiului ME,F,, unde
|E;F,| > |EF| si [E;F;] || [BC].

Fie |E,F,| = z , iar distanta dintre paralelele [EF] si [E,F,] o notam prin m. Din
asemdnarea triunghiurilor E, AF, si ABC, obtinem:

Z a a(h_l_ )
= —:z=—|=4+m
%+m h h\2

Atunci,
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S B a<h+ )(h )_ah am2<ah
sEFM = op 2T\ T™M) T 8 T S 8

Prin urmare, cea mai mare arie are triunghiul EFM, unde EF este linia medie a
triunghiului ABC, paralela la baza [BC].

4. Punctul M este situat in interiorul unghiului ascutit AOB. Pe laturile
unghiului determinat de punctele X si Y, astfel incat perimetrul triunghiului MXY
sa fie minimal.

Rezolvare. Fie X si Y (fig.5) sunt punctele cautate.

Figura Figura 6

Sa construim imaginile punctului M la simetriile in raport cu laturile unghiului. Fie
M'imaginea punctului M in raport cu latura OA, iar M" imaginea punctului M in raport
cu latura OB. Atunci perimetrul triunghiului MXY va fi egal cu |[MX| + |XY| + |[YM]| =
IM'X| + |XY | +|YM"| . Asadar, perimetrul triunghiului ciutat reprezinti lungimea liniei
frante M'XY M". Evident, aceastd marime va primi valoarea minimala atunci, cind
punctele M’, X,Y si M" vor apartine unei drepte, adica atunci cind punctele X si Y vor
apartine dreptei determinate de punctele M'si M".

Prin urmare, pentru determinarea punctelor X si Y este sufucient de construit
imaginile M' si M" a punctului M la simetriile in raport cu laturile unghiului AOB, sa
unim punctele M' si M" si la intersectia segmentului M'M" cu laturile unghiului
determinam punctele X si Y (fig.6).

Triunghiul MXY este cel cautat. Probleme data are intotdeauna o singura solutie.

5. Printr-un punct M din interiorul unghiului de construit o dreapta, care sa taie din
unghi un triunghi cu cea mai mica arie (Fig. 7).n

Solutie. Fie Punctul M este situat in interiorul unghiului O. Prin punctul M
construim o dreaptd, care intersecteaza laturile unghiului in punctele A si B, astfel incat
|AM| = |BM|.
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yd

P

/|

Figura7 Figura 8
Construim prin punctul M o dreapta arbitrara, care intersecteaza laturile unghiului

in punctele C si D. Sa demonstram cad prima dreapta construita taie din unghi triunghiul
AOB cu aria cea mai mica. Fie [BE] || [0C]. Evident, triunghiurile MBE si MAC sunt
congruente. Prin urmare, aria triunghiului OAB este egala cu aria patrulaterului ABEC,
care constituie doar o parte din triunghiul OCD. Asa dar triunghiul OAB are aria cea mai
mica.

Constructia se face in felul urmator: se construieste semidreapta [OM); pe

semidreapta [OM) se depune segmentul [MK] astfel incat |[MK| = |OM]; prin punctul K
se construiesc paralele la laturile unghiului si care intersecteaza aceste laturi in punctele
P, Q; dreapta (PQ) este cea cautata (Fig. 4.).
6. Din extremitatile A si B a diametrului unui cerc sunt duse perpendiculare pe acest
diametru (Fig.9 ), iar printr-un punct arbitrar K al semicercului este dusa tangenta
(CD), unde C si D sunt punctele de intersectie a tangentei cu perpendicularele
construite. Unde trebuie sa fie punctul K, pentru ca aria trapezului obtinut sa fie cea
mai mica?

Solutie. Aria ABCD este egala cu suma ariilor triunghiurilor OBC,0CK,OKD, si
ODA. Evident, AOBC = AOCK,AOKD = AODA. Prin urmare, aria trapezului ABCD este
de doua ori mai mare decét aria triunghiului OCD. Deci, A,gcp = |DC||OK| = |DC| = R.

D A
A
k .
K
(_ :
A 5 B B H H C
Figura 9 FiguralO Figura 11

Prin urmare, aria trapezului va fi cea mai mica atunci, cand cea mai mica va fi latura
[DC], adica pentru [DC] Il [AB]. In acest caz trapezul ABCD se transforma intr-un
dreptunghi: (dreptunghiul AEFB), aria ciruia este egald cu 2R?.

7 Punctul M este situat in interiorul unui cerc (Fig 11.). De determinat cea mai mica

coarda a cercului, ce trece prin punctul M.
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Solutie. Evident, coarda cea mai micd a cercului, ce trece prin punctul interior M,
este acea coarda a cercului, care este cea mai indepartata de centrul cercului. Fie coarda
[AB] trece prin punctul M perpendicular pe diametrul cercului, ce trece prin punctul M.
Sd demonstrim, cd anume coarda [AB] are cea mica lungime. Intr-adevir, fie [A’B’]o
coarda arbitrara diferitd de coarda [AB]si care de asemenea trece prin punctul M, iar
[O'M’] || [A’B’].Evident, |O’'M’| < |OM|, deoarece |O’M’| este distanta de la centrul
cercului pana la coarda [A’B’], iar [OM] este oblica la coarda [A’B’] si totodata |OM| este
distanta de centrul cercului pana la coarda [AB]. Deci, coarda [AB]este cea mai mica
coarda ce trece prin punctul M.

8. De aflat care din triunghiurile ce au aceeasi baza si aceeasi marime a unghiului de
la varful opus bazei are cea mai mare arie.

Solutie. Avand in vedere, ca dintre doud triunghiuri, care au aceiasi marimea
unghiului opus bazei, cea mai mare arie a o are acel triunghi, a carui inaltime este mai
mare, urmeaza ca trebuie de aflat triunghiul cu cea mai mare inaltime. Locul geometric
din care baza [BC] a acestor triunghiuri se vede sub unul si acelasi unghi reprezinta
reunirea a doud arce deschise simetrice in raport cu [BC]. Este suficient sd cercetim unul
din aceste doua arce, deoarece al doilea arc ne aduce la acelasi rezultat (Fig.10). Daca 4,
este punctul de intersectie al unui din aceste doud arce cu mediatoarea laturii [BC], A-un
punct arbitrar al arcului BA,C si [AH] inaltimea triunghiului ABC, atunci |[AH| < |AgHo|
si prin urmare, indltimea cea mai mare va fi [AgHg].

Prin urmare, cea mai mare arie, in conditiile problemei, are triunghiul A,BC.

9. Dintre toate patrulaterele inscrise intr-un cerc, de aflat patrulaterul cu cea mai
mare arie.

Solutie. Unim centrul cercului cu varfurile patrulaterului. Astfel, obtinem patru
triunghiuri isoscele. Fiecare din aceste triunghiuri are aria maximala, cand unghiul de la
varf este drept. Avand in vedere ca laturile laterale a triunghiurilor obtinute au lungimea

razei cercului, urmeaza ca patrulaterul inscris cu aria maximala este un patrat.
< . 1 . -
A doua metodd. Vom folosi formula S = Edldzsma, unde d,d,sunt lungimile

diagonalelor, iar o este marimea unghiului dintre diagonale. Fie R raza cercului
circumscris patrulaterului. Deoarece d; < 2R,d, < 2Rsisina < 1si, urmeaza ca
S < 2R?, incat valoarea maximald pentru S se obtine atunci si numai atunci, cAnd
d; =d, = 2R,a = 90°. In aceste conditii patrulaterul inscris in cerc, are aria
maximala atunci si numai atunci, cand acest patrulater este un patrat.

Uneori, la rezolvarea problemelor geometrice de maximum si minimum este util de

folosit faptul ca functia ai functia y = ax? + bx + ¢ primeste valori extreme pentru

o= b
0= 2
Pentru a rezolva problema geometricdi de maximum s§i minimum, variabila

independenta poate fi aleasd in cateva moduri si astfel obtinem diferite expresii pentru
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functia cercetatd. O alegere perfecta a variabilei independente permite de a simplifica
calculele si de a afla mai simplu solutia problemei.
10. Dintre toate dreptunghiurile inscrise intr-un semicerc (o latura a dreptunghiului
apartine diametrului semicercului) de aflat dreptunghiul cu aria mai mare.

Solutie. Fie in semicercul cu raza R si centrul O este inscris dreptunghiul ABCD
(Fig. 12).

Notam |BC| = x, atunci |QA| = +/R? —x?, 0 < x <R.

Exprimdm aria dreptunghiului prin R si x:

S = 2xVR% — x2 = 2./x2(R? — x2).

Astfel, problema se reduce la determinarea valorii maximale a functiei x?(R? — x?)
in intervalul [0; R]. Daca notdm x? = z, atunci obtinem y = z(R? — z) .Ecuatia z(R? —
z) =0 are solutiile z; =0 si z, = R%. Prin urmare, functia y = z(R? — z) obtine

S R? . RV2
valoarea maxima pentru z = Y adicd pentru x = —.

2
RV2 RV2

Pentru x = |BC| = 5 obtinem |0B| = - si |AB| = 2|0OB| = RV/2, adici o
laturd a dreptunghiului este de doua ori mai mare decét cealaltd latura.

A doua metoda. Problema se rezolvd mult mai simplu, daca in calitate de variabila
independentd  considerdm marimea unghiului COB. Notam m <« COB = «a.
Atunci, |BC| = Rsina si |OB| = R cosa. Prin urmare, S = 2R%sinacosa =
R?sin2a, unde 0 < a < 90°. Evident, S,,,, = R?, pentru a = 45°. Rezultatul primit ne

permite sd facem concluzia despre forma dreptunghiului si metoda de a fi construit.
[

D C

a

Figura 12 Figura 13 Figura 14
11. Sferei de raza r este circumscris un con circular drept de volum minimal. De
aflat marimea unghiului de la varful sectiunii axiale [2].
Solutie. Fie triunghiul ABC reprezinta sectiunea axiala a conului (Fig.13), iar
punctul O centrul sferei inscrise in con. Notam marimea unghiului OAD prin a. Atunci,
AD =rctga; BD = ADtg2a = rctgatg2a.

: 1 1 1 1 2tga
Volumul  conului:  V=-mAD?-BD = -nrictg3atg2a = ~nr3 — =2 =
3 3 3 tgla 1-tg?a
2 1 : NPT « :
=mr3————— Volumul V primeste valoarea minimald in cazul, cind expresia
3 tg2a(1-tg2a) K

tg?a(l — tg?a) primeste valoarea maximald. Deoarece este vorba despre valoarea
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maximald a unui produs a doud numere tg?a si 1 — —tg?a, suma cirora este constant

si egald cu 1, atunci valoarea maximald va fi atunci, cand acesti factori vor fi egali. Asa

1 A A < . .
dar, tg?a = 1 — tg?a, de unde tg2a = ~ Avand in vedere ca unghiul OAD este ascutit,
< V2o, V2 & o . C N ..
urmeazd tga = — i @ = arctg —. In acest caz, marimea unghiului de la varful sectiunii

axiale a conului este 180° — 4arctg \/2—5

12. De demonstrat ca din toate triunghiurile inscrise intr-un triunghi ascutitunghic
cel mai mic perimetru il are triunghiul, varfurile ciruia coincid cu picioarele
inaltimilor triunghiului dat.

Demonstratie. Fie D un punct arbitrar de pe latura BC (Fig.14). Sa determinam pe
laturile AB si AC asa puncte F si E incat perimetrul triunghiului DFE sa fie minimal
pentru punctul D fixat. Fie D; si D, punctele simetrice cu punctul D in raport cu
laturile AC si AB corespunzitor. In calitate de puncte E si F trebuie de luat punctele de
intersectie a dreptei D, D, cu laturile AC si AB.

Intr-adevar, perimetrul triunghiului DFE este egal cu lungimea segmentului [D, D,],
iar perimetrul oricarui alt triunghi DE, F;, este egal cu lungimea liniei frante D, E;F; D5,
care este mai mare decat lungimea segmentului [D;D,]. Ramane sa determinam pozitia
punctuluiD, pentru care lungimea segmentului[D;D,] va fi cea mai mica.

Sa cercetam triunghiul DE; F;. Unghiul de la varful A este fixat (mdrimea marimea
acestuia este egala cu 2m4BAC), |D,A| = |D,A| = |DA]|. Deci , |D,D,| va fi cel mai mic
atunci si numai atunci, cind mai mica va fi distanta |AD|, adica cand AD va fi inaltimea
triunghiului ABC. Asa cum noi am demonstrat existenta si unicitatea triunghiului DEF cu
perimetrul minimal, atunci repetand judecata pentru celelalte laturi a triunghiului ABC,
conchidem ca E, F sunt picioarele inaltimilor triunghiului ABC.

13. Pe plan sunt date trei puncte necoliniare A,B si C. Pentru care punct T al
planului suma |AT| + |BT| + |CT)| este cea mai mica?

. C

L)

Figura 15 Figura 16
Solutie. Fie A,B si C trei puncte arbitrare necoliniare, iar T este punctul cautat
(Fig.15). Sa rotim planul sub un unghi de 60° in jurul pucntului A. La aceasta rotatie
punctul C se aplicd pe un oarecare punct D, iar punctul T se aplicd pe punctul N.
Deoarece rotatia este o deplasare, urmeaza ca triunghiul AND este congruent cu
triunghiul ATC si deci |TC| = |[ND|. Asa cum m4ATAN = 60° si |AN| = |AT|, urmeaza
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ca triunghiul ANT este echilateral si deci |TA| = |TN|. Astfel suma |AT| + |BT| + |CT|
este egald cu lungimea liniei frante BTND si prin urmare, aceasta suma nu poate fi mai
mica decat lungimea segmentului [BD]. Semnul egalitatii are loc atunci, cand punctele
B,T,D si N apar’in unei drepte (in ordinea datd). Aceasta Inseamna, cd mABTA +
mAATN = 180° si prin urmare, m&BTA = 120°, m4ZAND + m4ANT = 180° si deci,
m4ATC = 120°. Astfel, semidreptele [TA), [TB) si [TC) formeaza doua unghiuri a cite
120°, dar atunci si cel de-al treilea unghi intre ele de asemenea are marimea de 120°
(Fig. 16). Prin urmare, punctul T cautat, este punctul ce apartine celor trei locuri
geometrice de puncte, din care laturile triunghiului ABC se vede sub un unghi de 120°.
Punctul T din care toate laturile triunghiului se vad sub acelasi unghi de /20° se numeste
punctul lui Torricelli, desi altii il numesc punctul lui Ferma sau punctul lui Steiner.

Solutionand problema pusa, totodatd s-a demonstrat: daca triunghiul poseda punctul
Torriceli, atunci acesta este unicul punct de minimum pentru suma distantelor de la el
pana la varfurile triunghiului. Se poate demonstra ca triunghiul poseda punctul Torricelli
atunci si numai atunci, cand toate unghiurile triunghiului au marime mai mica decat
120°.

Pentru a aduce solutia completd a problemei vom aduce continutul teoremei
Torricelli — Fermat — Steiner.

Daca toate unghiurile au marime mai mica de 120°, atunci punctul minim pentru
suma distantelor de la acest punct pana la varfurile triunghiului este punctul Torriceli.

Dacd insd unul din unghiuri are marimea > 120°, atunci asa punct este varful
acestui unghi.

Sa mentionam ca nu pentru orice triunghi exista punctul Torricelli.
14. De aflat cea mai mica arie a sectiunii cubului cu un plan, ce trece prin diagonala
cubului, daca muchia cubului este egala cu a.

SOlutle Fle dat Cubul ABCDA]_B]_ClDl, mUChla Dl"\—' .
. . - . SN,
caruia este egala cu a (Fig.17). Daca sectiunea este un Pl o
/ ~
dreptunghi, care trece prin diagonala cubului si cele 4, £ 2 : > Bt A
.. . ey . S o (
doua muchii ce pornesc din extremitatile acestei ,/ S 8 Y
- |
. o : . \
diagonale, atunci aria acestei sectiuni A; = a?v2 P ey |
(produsul dintre lungimea muchiei cubului la 5 ‘\
lungimea diagonalei fetei cubului). In toate celelalte i \
cazuri posibile, putem considera ci planul secant * _ B
Figura 17

intersecteaza muchia [A4,]. In asa caz, sectiunea va fi
un paralelogram (la intersectia a doud plane paralele cu un alt plan, liniile de intersectie
sunt paralele). Sa notim acest paralelogram prin PBQD, iar |A;P| = x, unde x € [0; a].

Atunci |AP| = a — x si conform teoremei lui Pitagora determinam laturile sectiunii.
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|PD;| = Vx% + a? si |PB|=y/(a — x)? + a? si P diagonala cubului |BD;| = av/3.
Evident, aria paralelogramului , va fi cea mai mica atunci cand aria jumatatii acestuia va
fi cea mai mica , adica atunci, cand aria triunghiului PD; B va fi cea mai mica.

Aplicam teorema cosinusurilor in triunghiul PD; B si obtinem :

— |PD,|? + |BD,|? + |BP|? a+x
cosPD,B = =

2|PD,| - |D;B| J3(@® +x2)

Atunci,

2(a? — ax + x?)
3(a? + x"2) ’

sin PD,B =

lar aria triunghiului PD; B o calculam dupa formula:

A =1|PD1| -|BD,|sin PD;B = —=[a? — ax + x2.
2 V2

Sa cercetam functia: y(x) = %\/az —ax + x2.

Pentru a determina cea mai mica valoare a acestei functii este suficient sa cercetim

. . . . o a . -
functia y?(x) = a®* — ax + x?, care obtine cea mai mica valoare pentru x = S8 egala cu

av3 . P o e L .1 3 .
—~ Prin urmare, cea mai mica arie posibila a triunghiului PD, B este egald cu 5 a? \/;, lar

. g o 3 . . <
aria corespunzitoare a sectiunii 4,,;,;, = a* \/; Comparand A; CU A,,;n, ne convingem, ca

Apin < 4.

A doua metoda. Fie S — piciorul perpendicularei coborate din punctul P pe
diagonala BD,. Sa calculdm aria paralelogrmului PBQ D, cu ajutorul formulei A = |PS]| -
|BD,|. Evident, aria paralelogramului primeste cea mai mica valoare atunci, cind PS
primeste cea mai mica valoare atunci, cand ea este egala cu distanta dintre dreptele (AA;)
si (BD,). Calculam distanta dintre dreptele (AA;) si (BD;), ne convingem ca ea este

o a . . .o . . .. a 3
egala Ccu \/_5 Prin urmare, c€a mail mica aric a secpunu Amin = E - a\/§ = az E

y 3
Raspuns: a? \/;

Fiecare problema rezolvata de catre elev sau student reprezinta o mica descoperire.
Astfel, invatarea prin descoperire denota un mai mare grad de eficientd intelectuala,

cultiva o motivatie interioard a Invatarii.
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