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Rezumat. Materia expusa in articol puncteazd probleme majore ale metodologiei rezolvarii problemelor

de combinatorica, accesibile elevilor din licee, contine un numar impunator de exercitii, insotite de rezolvari
cu aplicarea unor diverse strategii. Lucrarea va contribui la dezvoltarea invatimantului matematic,
constituind un suport stiintific si didactic util si eficient.
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METHODOLOGY OF SOLVING COMBINATORY PROBLEMS

Abstract. The subject presented in the article points out major problems of the methodology of solving
combinatorics problems, accessible to high school students, contains an impressive number of exercises,
accompanied by solutions with the application of various strategies. The paper will contribute to the
development of mathematics education, providing a useful and effective scientific and didactic support.
Keywords: methodology, problems, combinatorics, strategies, mathematics education.

Introducere
Domeniul matematicii in care se studiazd probleme referitoare la numarul

combinarilor posibile de obiecte date se numeste combinatorica. Combinatorica este un

compartiment al teoriei multimilor. Orice problema de combinatorica poate fi redusa la o
problemd despre multimi finite.

Combinatorica a luat nastere in secolul XVI. Problemele jocurilor de noroc au
reprezentat forta motricd in dezvoltarea combinatoricii si, In acelasi timp, a teoriei
probabilitatii.

Cu cercetarea teoreticd a problemelor combinatoricii in secolul XVII s-au ocupat
savantii francezi Pascal Blaise (1623-1662) si Fermat Pierre (1601-1665), pornind de la
probleme de noroc. Cu studiul aranjamentelor s-a ocupat pentru prima datd Jacques
Bernoulli (1654-1705), ciruia i se datoreazi si denumirea. Simbolul AX a fost introdus de
matematicianul italian Eugen Netto (1846-1919) in anul 1901.

Primele procedee de calcul pentru unele combinari au fost date de savantul indian
Anarya Bhaskara (1114-1178). Contributii ulterioare au adus celebrul matematician italian
Nicolo Tartaglia (1500-1557) si savantul francez Pierre Hérigone (1501-1576).

Notatia C¥ a fost introdusi de Eugen Netto in 1901. Denumirea se intilneste initial
la Blaise Pascal.

In ultimii ani combinatorica se dezvolta intens, in legiturd cu cresterea interesului
general referitor la problemele matematicii discrete.

Probleme combinatorii de calcul
Ex.1. Si calculdm C} + 2C2 + 3C3+...+nC}.
Rezolvare: Notam S,, = C} + 2C% + 3C3+...+nCl} .
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Aplicand formula combindrilor complementare C¥ = CI~*, obtinem:
S, =nCl+ (n—1DCr+...+C 1.
Adunand aceste doud egalititi, obtinem: 25, = n[C? + Ci+...+C] =n - 2™, de
unde S, = n- 2" 1,

k+3+ k+2
Ex.2. Si se calculeze —H—ntk
n+k An+k
Rezolvare: Utilizand formula Ak = ( )' , obtinem:
AL+ AL [+ k) (n+k)' [+k)!  (n+k)!
S L (n—3)' (n=2!"|(n—-1)! n! N
(n+k)' <1+ 1 ) (n+k)! (1 1) (n+k)' n—1 (n+k)' n—1|
|{(n=23)! (n—1)! n (n—3)' n—2 (n—l)' n |
_(n+k)!_n—1. (n—Dinl (n—-D!nl  nl (n—Z)'(n—l)n
T (-3 n-2 m—-Dn+k) @®-2) ®m-2) (n—2)!
=n(n-—1).

Ex.3. Si se calculeze CZ2 + Cg + C5 + C3y + CP,.
Rezolvare: Utilizand formula C}; = C!=] + C!_,, obtinem consecutiv: CZ + C§ = C3;

C3 + C§ = Cly; Clfy + €y = €y 51 CFy + Cfy = Cf, = — = 924.

616!
2_
Ex.4. Sa se calculeze [l — 1 ] ity
E— n! (-1 (n+1)!
Rezol Jr 1 ]_n2—1_(l_£)_ (n+1)!  _ 1-n_ nl(n+1) _in_ 4
ezolvare. n =D @+ . 0/ -Dm+D) ! (n-Dm+1) n-1 )

Ex.5. Si se calculeze 3C} + 7C% + 11C3 + -+ + (4n — 1) Y.
Rezolvare:

3CE+T7CE+11C3+ -+ (4n—1)CF =

=4(C1+2C2+-+nCH) —(Cr+C2+ -+ C) =n-2n"1 - 20+l

Ex.6. Stiind ci C5y = a si Cy, = b, si se exprime Cyg, prin a si b.
Rezolvare:
Cum Cgy + Cg9 = Cioo, iar Cgo = Cipo, Obtinem Cigy = a + b.
Ex.7 Stiind cd Ci5 + C35 + Co3 + -+ Ci3 = A5iCo + C4) + C4y + -+ C3) =B, s
calculam A - B.
Rezolvare: Cls + C35 + CP3 + -+ C13 = 21371 =212 jar C) + C + C4y + -+ C3P
23071 =229 Astfel, A- B = 212229 = 241,

Ex.8. Sa se calculeze M
— n+2)!-(n+1)!
n!+(n+1)! nl+n!(n+1)! n!(1+n+1) n+2 n+2

Rezolvare: (n+2)!—(n+1)! = n!(n+1)(n+2)-n!(n+1) - n!(n+1)(n+2-1) = (n+1)(n+1) = n+1)2’

Egalitati combinatorii

Ex.1. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N *are loc egalitatea
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1 2 3
Ch N 2C) N 3C; . nCy n(n+ 1)
0 1 2 1=
Cy Cy C# Ch- 2
Ch 2CE 3C3
Rezolvare: s =n;—=n— ;—2"=n—2;
Cn Cn CTL
m=-2)CF?  (n—-2)-C? n-1)ci~ (n—l)-(,‘% nc ncl
n-3 = 3 = 3 n—2 2 = 2’ n-—1 = 1 = 1'
Cn Ca Cn Ca Cn Cn
Adunﬁnd aceste egalitati membru cu membru, obtinem:
zcn 3C3 nCn

n(n+1)

+ tz Tty ;=1+2+3++(n-2)+(n—-1D+n=

Tl

Ex.2. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N* are loc egalitatea
CY+2Ct +22CE + -+ 2"Cl = 3™,
Utilizand formula lui Newton, obtinem:
A4+2)"=C0+CL-2x+C2-2%2-x24+C2-23 - x3+ -+ CI- 2" - x"
Substituind x = 1, obtinem:
3" =C2+2Ck + 22C2 +23C3 + --- + 2" C].
Ex.3. Sa demonstram cd pentru orice n € N* are loc egalitatea

2C) +

ZZC% 2 Cn 2n+1cn 3n+1_1

+ ot = :
n+1 n+1

+
Aplicand formula lui Newton, obtinem
A+ =C + Criix + Cox? + CR o x3 + -+ ClH ™,
A+ —1=Cl o x+C2 x? + C3x3 + -+ Cl o x™ + ClH XL,

Insa Gy = nt 15 Gl = 5% Cliy = 500
Astfel, (x + 1)1 =1 = (n + D + X522 4 RO 5 oy e,
Impartind ambii membri ai ultimei egahtap la (n + 1), obtinem:
(1+x)"t -1 n n(n—1) x"tl
— + _ 2 _|_ -~ 3 + cee + =
n+1 Tt 1-2-3x n+1
1
=C,?x+%n-x2+ -x3 4+ + R
n+1_ 2, 3. n+i.~n
Pentru x = 2, obtinem >—— = 26’,‘2+ﬂ+2 C"+ +2n+f".
Ex.4. Sa se demonstreze ca pentru orice n,k € N,k > 2, are loc egalitatea
BT _ 2
ATI.
n+k

Aplicand formula pentru calculul numarului de aranjamente, obtinem:

nt n+1 (n+kK)! | (n+k)! 1 1
AptitAntk _ G2l -1 _ G2 Genl _ _ k! +—E —k(k—=1)+k = k2
= T = 1 -
AT (n;{—!k). T (k=2)! * (k—1)!

Ex.5. Sa se demonstreze ca pentru orice k,n € N*, k < n, are loc egalitatea
AX = Af_ + k- ARTS
(n—1)! (n—1)! 1 k

Atk A =yt o Ve o T o
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1 k (n-1)''n n! k
= - l- = = =
(n—1)! (n—-k-1)! (1 t n—k) (n-k-1!(n-k)!  (n-k)! An-

Ex.6. Sa se demonstreze ca are loc egalitatea
1 1 1 1 2n-1

1!(n-1)! = 3!(n-3)! 5!(n-5)! Tt (n—-1)! TR

Inmultind ambii membri ai egalititii cu n! , obtinem

n! - -
=2"'e G+ Ci+Cy+ -+ Cp =2

n! n! n!
1(n-1)! t 31(n—3)! t 51(n—5)! Tt (n-1)!

Ultima egalitate este adevarata, deoarece membrul stang reprezintd suma coeficientilor
binomiali ai termenilor de rang impar, care este egald cu 2™71,
Ex.7. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N are loc egalitatea
16-C#, +32:Cy, +48-CS + -+ 8(02n—2)CZ"%2+8-2nC" = n- 222,
Aplicand formula kC¥ = mCk~1, obtinem
16-C%, +32-CL +48-C5, + - +8(2n—2)-C2""2 4 8-2nC2" =
= 8[2C%, + 4C5, + 6C5, + -+ (2n — 2)C5 2 + 2nCEN] =
=8(2C3,—1 + 2nC3,_y + -+ 2nC3~7 + 2nC5)) =

2n-1

=16n(CL,_ 1+ C3 L +C3 4+ CE3 4 €21 = 16n-2— = n - 220¥2,
Ecuatii combinatorii
Ex.1. Sa se rezolve ecuatia
C3+CF=x(x—2).

Rezolvare: DVA: x = 4 ,x € N
Aplicand formula C¥ = n(n_l)(n_;)"'(n_k+1), obtinem ecuatia

x(x—1)x—-2) x(x—1Dx—-2)(x—3

(x — 1)( )+ (x —1)(x — 2)( )=x(x_2)(:
3! 4!
x—1 ((x—-—1)(x—-3) x—1 ((x—-—1)(x—-3)
St 41 6 T <

©4x—4+x>—4x+3=2400x>=25ox,=-5x,=5 -5¢DVA.
Raspuns: S = {5}.
Ex.2. Si se rezolve ecuatia
A:_, + Cf % =58,
Rezolvare: DVA: x > 4 ,x € N.
A, +CF2=580 A, +(2=58 x-2)(x-3)+22 =580

& 3x%2 — 11x — 104 = 0,

13
deunde x = 8,x = -5

Constatam ca doar 8 € N.
Raspuns: S = {8}.
Ex.3. Si rezolvidm ecuatia A3 = 18 A%_,.
Rezolvare: DVA: x = 6,x € N.
A2 =18 Al , ox(x—-1Dx-2)(x—4)=18x-2)(x—-3)(x—-4)(x —5)
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o x(x—1)=18(x —5) © x? —19x + 90 = 0, de unde x; = 9, x, = 10.
Raspuns: S = {9,10}.
Ex.4. Si se rezolve ecuatia
Px+3(A;5c * Py_s) = 720.
Rezolvare: DVA: x = 5,x € N.
e x'5)' (x=5)!=720& (x:—!:g)!=720<=>

720 x3+6x> +11x— 714 =0 (x — 7)(x? + 13x + 102) = 0,

Prisi(AS-Pr_s) =720 & (x +3)!

PN x'(x+1)(x;i—2)(x+3)
x!

de unde x = 7. (Ecuatia x* 4+ 13x + 102 = 0 nu are solutii reale, deci nici naturale).
Raspuns: S = {7}.
Ex.5. Sa se rezolve ecuatia
CEt+CE2+CE3+ -+ CF 2+ Cr 10 =1023.
Rezolvare: DVA: x = 10,x € N.
CErT4+ G2+ + 4+ + =103 GG+ CE+CE+ -+ R+ 30 =
=1023 (C0+CL+C2+ -+ C2+C) -0 =1023 ©2¥ —1=1023 &
© 2¥ =1024 © 2% =210,
de unde x = 10.
Raspuns: S = {10}.
Ex.6. Sa se rezolve ecuatia
AX 3 =x-P,_,.
Rezolvare: DVA: x = 3,x € N.

(x—2)(x-1)x _ X(X . 2)' o x—1 _ 1,

A§‘3=x-Px_2<:>;i:=x-(x—2)!(:) -

deunde x = 7.
Raspuns: § = {7}.

Ex.7. Sa se rezolve ecuatia

A1 +2-P g =2 Px.

Rezolvare: DVA: x > 1,x € N.
(x + 1)!

Aicc-_i-}'l'z'Px—l:_ 21

30
t2 (- Di=—xle

(x—D!x-(x+1)
2

+2-(x—1)! =?-(x—1)!-x@x2+x+4=6—70-x<=
© 7x2 —53x+28=0,
de unde x; = 7; x, =Z
Raspuns: S = {7}.
Ex.8. Sa se rezolve ecuatia
A+ CEE=14(x + 1).
Rezolvare: DVA: x > 3,x € N.

g +CEi=14x+D o Aéc+1 +C =14+ e
5
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x+1D)-x-(x=1)
6
©x2—-x-12=0,

S+ x-(x—1)+

de unde x; = 4,x, = —3.
Constatam ca doar 4 € DV A.
Raspuns: S = {4}.
Ex.9. Sa se rezolve ecuatia
Al (x —n)! =90(x — 1.

DVA:x e N™.
(x+1)!
Al (x—n)!=90(x — D! ST (x—n)!=90(x—1)! &
Skhk-Dx(x+1D)=90x—-1D'eox(x+1)=90=x>+x—-90=0,
de unde x; = 9,x, = —10.

Constatam ca —10 € DV A.
Raspuns: S = {9}.
Ex.10. Sa se rezolve ecuatia
€2y A2 — 43 = (43,7

DVA:x=2,x €N.

2
A1

C2,,-A2—4x3=(4)) o A2 —4x3 =4x’ &

2
& T x(x—1) —4x® = 40’ & 22 —Bx — 9 = 0,

de unde x; = 9,x, = —1. Constatam ca doar 9 € DV A.

Raspuns: S = {9}.

Ex.11. Sa se rezolve ecuatia

n!(n+2) — 480,
(n-1)!(n+2)
DVA:n € N*.
nt(n+2)! m—Din-(n+ D! (n+2)
= — | —
G-Dim+d T m-DIm+D 480 & n(n +1)! = 480 &

enln+1)! =4-120,
de unde n = 4.
Raspuns: S = {4}.
Ex.12. Sa se rezolve ecuatia

L (Bn+2)!
e 60.

DVA:n € N*.
(3n + 2)! Bn—-1)!'3n)-Bn+1)(3n+2)
T TR Gn-1)! -
© @3Bn)-Bn+1)(3n+2) =60
& 3n)@Bn+1)(3n+2)=3-4-5,
26
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deunden = 1.
Raspuns: S = {1}.
Inecuatii combinatorii
Ex.1. Si se rezolve inecuatia
x(x —3)! <108 (x — 4)!
Rezolvare: DVA:x = 4,x € N.
x(x—3)!<108-(x—4NNex (x—4)x-3)<108(x—4)'e=x(x—3)<108
& x?2—-3x—-108<0,deunde -9 < x < 12.
Tinand cont de DVA , obtinem x € {4,5,6,7,8,9,10,11}.
Raspuns: S = {4,5,6,7,8,9,10,11}.
Ex.2. Si se rezolve inecuatia Ci% 2 > Cf%.
Rezolvare: DVA:2 < x <16,x € N.
16! 16!
G—2DI8—x) (16—
©(17-x)(18—-x)<x(x—1) 1718+ x> -35x<x*—x ©
© 34x > 17-18 < x > 9.
Tinand cont de DVA , obtinem {9 < x < 16,x € N}.
Raspuns: S = {9 < x <16,x € N}.
Ex.3. Si se rezolve inecuatia CX~1 < C*3.
Rezolvare: DVA:x > 3,x € N.

C2>Cf o

x(x—1)(x—-2)
3!
©x?—-3x—-4>0,

CFl<s(f3e<iex< Sx-Dx-2)z6e

de unde x < —1 sau x = 4.
Raspuns:{x = 4|x € N}.
Ex.4. Sa se rezolve inecuatia
At 1 CE2 > 14 P,
Rezolvare: DVA:x > 3,x € N.
At i CE3>14- Py A C3>14-Py
S+ x(x—-1) - (x—-2)2>14P; = (x+1D)(x+2)>42 <
©Sx?—x—-2-42>0=x2—-x—44>0,

de unde

x > %(1 + \/ﬁ)

x> %(1 — \/ﬁ)
Tinand cont de DV A, obtinem {x = 8|x € N}.
Raspuns: S = {x = 8|x € N}.
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Ex.5. Sa se rezolve inecuatia

4 _ 143'Px+5
Cx+5 96-Px+3 < 0.
Rezolvare: DVA: x € N.
143-P A% 143-P x+5)! 143 (x +5)!
C§+5_ x+5<OC> x+5_ x+5 = ( ) N ( )<0¢>
96 Py, 3 P, 96 - P, 3 24(x +1)! 96 (x +3)!
es--2._ 1 0o 4x+2)(x+3)—143 < 0 < 4x% + 20x — 119 < 0,

24 96 (x+2)(x+3)
de unde —g <x< %
Tinand cont de DVA, obtinem x € {0,1,2,3}.
Raspuns: S = {0,1,2,3}.
Ex.6. Sa se rezolve inecuatia
Cé < Cy.

Rezolvare: DVA:x = 6,x € N.

x! x! 1 1
-6 Hx— 30 a-DHx-5

S x2-9x—-10<0,

C¢< (e x2-9x+20<30 &

de unde —1 < x < 10.
Tinand cont de DV A, obtinem 6 < x < 10.
Raspuns: S = {6,7,8,9}.
Ex.7. Sa se rezolve inecuatia
xCXF—7CK3 < 8(x —2).

DVA:x = 3,x € N.

xCXE—-7C3<8(x-2)e=xCl,-7CL,<8(x-2) =

Sx(x—1)-7(x—-2)<8(x—-2)=x?>—-16x+30<0,
de unde 8 — V34 < x < 8 + v/34. Tinand cont de DV A, obtinem
x € {3,4,5,...,13}.
Raspuns: S = {3,4,5, ...,13}.
Ex.8. Si se rezolve inecuatia
Cis? < Cfs.

DVA:2<x <18,x €EN.

18! 18!
< < (19 — 20—x) > -1 e
G20 —x) ~xas—xy & 19~ DR0=0)>x(x~1)
S x?—39%+19:20> x> —x < 38x <1920 & 2x < 20 & x < 10.
Raspuns: S = {2,3,4,5,6,7,8,9}.

Aplicatii ale formulei lui Newton

C5l<Clh &

< : . . : 1 . .
Ex.1. Sa se determine termenul in dezvoltarea binomului (x + x—4)1° care nu il contine pe

x (adica termenul care 1l contine pe x la puterea zero).

In conformitate cu formula termenului general al dezvoltarii
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k
— rk  10-k . (1 — rk ,10-k . —4k — ,rk ..10-5k
Ty+1 = Ciox (x_4) = CioX x " =Cx .

Conform conditiei 10 — 5k = 0, de unde k = 2. Astfel, termenul cerut al dezvoltarii este
1
T3 - C120x8 - x_8 - C120 - 4‘5
Ex.2. In dezvoltarea la putere a binomului (vx + %)”, primii trei coeficienti sunt in

progresie aritmeticd. Sa se calculeze toti termenii rationali a1 dezvoltarii.

Primii trei termeni ai dezvoltarii au forma:

_ 1 n(n-1) _ 1
VO™ n(VO)" e S (VO s

. .. -1 ~ . . .o . -1
Coeficientii lor 1,3 . % sunt in progresie aritmetica, deci 1 + nl) _ g , de unde
n? —9n + 8 = 0. Ultima ecuatie are solutiile n;, = 1sin, = 8.
Pentru n = 1, dezvoltarea nu contine termeni rationali.
1 1 8k k
Pentrun =8, Ty = CA(Wx)¥ - ——==C¥-=-x2 % k€{0,1,23,456,7,8}.
(%) ?
< . . . 8-k Kk _ 16-3k .
Pentru ca un termen sa fie rational este necesar si suficient ca —~ —,;=,; s fie

un numar intreg, ceea ce este posibil pentru k divizibil cu 4, adica pentru k € {0,4,8}.

e ) 35 1 _
Astfel, termenii rationali sunt Ty = x*, T = =x, Ty = —x 2
5 5 1 5 8 9 256

Ex.3. Si se determine termenul care il contine pe a® din dezvoltarea la putere a binomului

5[a b - . . . T . .
(a /; — 7=)", dacd suma coeficientilor binomiali ai termenilor de rang impar este 2048.
a

Cum suma coeficientilor binomului de rang impar este 21, obtinem
21 =2048 21 =21 o n-1=11 ©n=12.

Aplicand formula termenului general al dezvoltarii la putere a binomului, obtinem:

_ 5(12—k)
To.. = CK < 5\F>12 k ( w/b—>k L 0k
k+1 = Ci2-(a |35 T = L2 T2k T3k T
3 Va? 35 a7
( b)k 77—6k ( b)k
— a 5 — 50457k
=Cle e = O e
375 a7 375
L. 504—-57k .
Conform conditiei, a® = a~ 55 , deci
504 — 57k
TZS < 504 —-57k =105 © 57k =399 < k=7.
bk

Astfel, Ty = C/, -

a’ = —Cp, -§a3b7 = —264a®bp’.

Ex.4. Pentru care valori ale lui x suma termenilor al treilea si al cincilea din dezvoltarea

m
binomului (\/2" + \/%) este egald cu 135, dacd suma coeficientilor binominali ai

ultimilor 3 termeni este egal cu 227
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Initial calculdim exponentul puterii m. Conform conditiei , C;* + C1™1 + Cl72 = 22, de

m(m-—1)

unde 1+ CL+ C3 =22 &m+ =21 © m?+m — 42 = 0, care are solutie

mq = _7,m2 = 6. DCCI, m = 6.

@)

2 2 4

: (2%) = (2. 227%,

Termenul Ty = C2 (25) = C2-2%*1 jar Ts = C4 (25)

Astfel,
C2. 2% 4 (2.22°% = 135 & 15(2%+1 +22°%) = 135 &
4
2 -2x+2—x=9 &2 2% -9 .2 +4=0,
de unde 2* = i ,2%¥ = 4.Deci x; = —1,x, = 2. Prin urmare, x € {—1;2}.

Ex.5. Sa se determine termenul care nu il contine pe x din dezvoltarea la putere a binomului

(x‘{/}—fi/ix_s)n, daca suma dintre coeficientul binomial al termenului al doilea de la

inceputul dezvoltarii si al termenului al treilea de la sfarsitul dezvoltarii este 78.

Conform conditiei,

nn-1)
2

de unde n; = —13,n, = 12. Astfel, exponentul puterii binomului este 12. Prin urmare,

Cl+C?2=78 ©n+ C:=78 ©&n+ =78 © n*+n—-156=0,

120—-15k

_ sk
SR (—DkxTe = - (DR x5

4

k

12—k 1
T = ¢l (40" (—o5) = chox
Egaland exponentul lui x cu zero, obtinem ecuatia 120 - 15k=0 < k=8.

Deci , termenul de rang 9 , Ty = C2, = C,, nu il contine pe x.
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