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Rezumat. In articol sunt examinate unele aspecte ale realizirii conexiunilor intre elementele de
combinatorica si geometrie, combinatorica si teoria numerelor. Sunt ilustrate unele modele de organizare a
activitatii investigationale la rezolvarea de probleme. In particular, sunt expuse solutii comentate pentru
cateva probleme propuse la concursuri internationale Tn care este evidentiata intradisciplinaritatea.
Cuvinte cheie: combinatoricd, combinatoricd geometricd, permutiri, aranjamente, combindri,
intradisciplinaritate.

ELEMENTS OF COMBINATORICS IN INTRADISCIPLINARY CONTEXTS

Summary. The article examines some aspects of making connections between elements of combinatorics
and geometry, combinatorics and number theory. Some models of organizing the investigative activity to
solve problems are illustrated. In particular, commented solutions are presented for some problems
proposed in international competitions in which intradisciplinarity is highlighted.

Keywords: combinatorics, geometric combinatorics, permutations, arrangements, combinations,

intradisciplinarity.

Mileniului trei i este caracteristic fenomenul de politica stiintifica care se manifesta
prin transpunerea unor valori sociale si obiective de politici in problematica stiintifica. In
abordarea STEAM a educatiei formarea competentei de cercetare devine o prioritate
educationald, ceea ce explica preocuparea cercetatorilor pentru acest subiect.

Este indicat ca elevii sd parcurgd sub indrumarea profesorului un traseu de
cunoastere, avand multiple puncte comune cu cel care are loc in mintea savantului. Elevii
ar trebui sa formuleze probleme si tot ei sa caute solutii. Un compartiment al matematicii,
elocvent in acest sens, este Combinatorica, care penetreazd atat algebra si analiza
matematicd cat si geometria, exploatind in procesul de predare-invitare legatura intre
intuitie, inductie, rationamentul euristic si aplicatiile matematicii, pe de o parte, si rigoarea
matematica, in sensul ei de azi, pe de alta parte [1, 6].

Rolul profesorului modern se asociaza cu pretentia de a construi procesul de invatare
din perspectivele tehnologiei de cercetare, accesibila celor care traiesc o practica
investigationala zilnicd. O diagrama de sinteza a actiunilor ce urmeaza a fi efectuate in
cadrul unei cercetdri stiintifice in domeniul matematicii este prezentatd in [2]. Prin
similitudine cu activitatea de invatare a teoriilor matematice, se examineazd desfasurarea

procesului de cercetare din doua aspecte: analiza cantitativa si analiza calitativa. Procesul
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de cercetare se extinde de la identificarea notiunilor, termenilor, proprietatilor elementare
ale unei teorii spre generalizare si integrare de domenii.

Vom explicita aceste deziderate examinand cateva probleme de concurs care necesita
aplicarea unor elemente de geometrie combinatoriald, demonstrand concomitent unele
relatii intradisciplinare in cursul de matematica. Denumirea de geometrie combinatoriala
a fost folositd pentru prima datd de matematicianul elvetian Hugo Hadwiger. Geometria
combinatoriald se referd la acele compartimente ale geometriei care se ocupd de
aranjamente, combinari si enumerari de obiecte geometrice. Domeniul este nou si nu a
capdtat o pozitie bine definita in lumea matematica. Geometria combinatoriala se preocupa
de relatiile dintre elementele sistemelor finite de figuri geometrice, multe dintre acestea cu
accent special pe aplicarea lor la teoria multimilor convexe: probleme de acoperire;
probleme de impachetare; probleme cu privire la simetrie, tangenta, extreme (maxime i
minime), continuitate; demonstrarea unor egalitati si inegalitdti. Cateva dintre problemele
fundamentale ale geometriei combinatoriale au fost examinate de Newton si1 Euler. Cu
toate acestea, majoritatea progreselor semnificative in domeniu au fost facute incepand cu
anii 1940. Principalele notiuni, termeni, formule, proprietati elementare la compartimentul
Combinatorica sunt sistematizate in [3].

Unele afirmatii geometrice simple despre figurile plane au implicatii profunde in
teoria numerelor si combinatorica. Foaia de hartie in carouri pe care preferam sa desenam
reprezintd un important exemplu de retea laticiald in plan. Reteaua pland este un instrument
puternic care permite traducerea problemelor analitice in limbaj geometric si invers. O
teorema importanta 1n teoria multimilor convexe este urmatoarea teorema.

Teorema lui Helly: Fie X,, X,...,X,, o familie finitd de submultimi convexe din R?,
unde n > d + 1. Daca intersectia oricaror d + 1 dintre aceste submultimi este nevida,

atunci intersectia tuturor acestor submultimi este nevida: Nj-, X; # @.

In problemele de concurs este utilizatd teorema lui Helly pentru d = 2 sin > 3:

Fie X1, X,...,X, o familie finita de submultimi convexe din R’, unde n > 3. Daca
intersectia oricaror 3 dintre aceste submultimi este nevida, atunci intersectia tuturor
acestor submultimi este nevida: Nj_, X; # @.

Alte exemple tipice de rationament utilizate frecvent la rezolvarea problemelor de
geometrie combinatoriald sunt: epuizarea posibilitatilor; utilizarea proprietatilor extremale,
metoda colorarii s.a.

Vom examina cateva probleme de combinatorica care permit rezolvare geometrica.
Problema 1. Se considera reteaua plana de triunghiuri echilaterale de laturd 1. Un ,,pion”
aflat Intr-un triunghi se poate ,,muta” in alt triunghi cu care are un varf comun si laturile
opuse varfului paralele. Numim drum o succesiune finitad de mutari. Sa se arate ca:

a) Nu exista nici un drum intre doud triunghiuri care au o laturd comuna.
b) Din oricare 5 triunghiuri putem alege doua intre care exista un drum [4, p. 123].
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SR A . o V3 . 9 . .
Solutie. Impartim reteaua in benzi orizontale de latime h = ~, $i numerotam triunghiurile

ca in figura alaturata.

Pe prima bandd punem 1, 2, 3, 4 care se IV 24321423721 ,23 51
repeta periodic. Pe a doua bandad punem 4, 3, 2, 1 I 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
pe care le repetdim periodic. Pe banda a treia Il 235,1,43,1,3,1
repetdm banda 1, iar pe banda 4 repetdm banda 2 2 4 2 .4 2 a4

si asa mai departe (benzile de pe pozitii impare ca
prima, benzile de pe pozitii pare ca a doua).

a) Observam ca orice mutare (din prima pozitie) nu schimba numarul aflat in triunghi.
Cum orice doua triunghiuri care au o latura comund au inscrise numere diferite rezulta ca
nu putem ajunge din unul in celalalt.

b) Din 5 triunghiuri cel putin doua sunt numerotate la fel. Orice doud triunghiuri
numerotate ambele cu 2 sau ambele cu 4, aflate pe primele doud benzi, pot fi unite cu un
drum continut in aceste benzi si in acelasi timp din orice pozitie cu 2 sau 4 putem iesi In
banda a treia. Acelasi lucru se intdmpla cu triunghiurile numerotate cu 1 sau 3, situate pe
benzile II sau III. Astfel putem aduce pionii din orice banda in benzile I, II sau III si apoi
il putem uni intre ei printr-un drum.

Aceastd problema admite si o rezolvare prin colorare.

Incepem prin colorarea unui triunghi. Vom considera ,,mutare” a pionului in alt
triunghi conform cerintelor ipotezei, colorarea urmatorului triunghi in aceiasi culoare.
Efectuand mai multe asemenea operatii obtinem un tablou in care raméin necolorate
hexagoane regulate, care au latura egala cu latura triunghiului retelei. Colorand un triunghi
din interiorul unui hexagon cu altd culoare, prin operatii similare celor de la pasul
precedent, in hexagon mai raman 4 triunghiuri necolorate. La urmatorul pas, alegem un
triunghi necolorat din hexagonul nominalizat si il coloram in a treia culoare, apoi efectudm
operatia de colorare conform descrierii de mai sus. In final, observam ci a patra culoare va
completa golurile rimase. In figurile de mai jos se observa ci au fost suficiente 4 culori si

acoperim reteaua de triunghiuri.

De aici devine clar de ce 1n solutia problemei sunt considerate numerele 1, 2, 3, 4.
Legenda va fi: 1 —rosu, 2 — verde, 3 - galben, 4 — albastru.
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Problema 2. Fiecare patrat al unei retele laticiale patrate este colorat in rosu sau albastru.
Se considera doua figuri, A si B in plan, A formata din 5 pétrate si B formata din 10 patrate.
Se stie ca oriunde am transla figura A, numarul patratelor rosii acoperite este cel putin 3.
Sa se arate cd putem transla figura B Intr-o pozitie in care ea acopera cel putin 6 patrate
rosii.
Rezolvare. Pentru vizualizarea modalitdtii de translare putem utiliza un sistem de
coordonate, in care (pentru comoditate) fiecare patrat va fi asociat unui punct cu coordonate
intregi. Vectorul de pozitie al patratului M; este vectorul cu originea in originea de
coordonate si extremitatea in punctul M;.

In figura de mai jos este reprezentata translarea punctului 4; cu vectorul de pozitie
al punctului B, in punctul P,,, care se obtine si prin translarea punctului B, cu vectorul de

pozitie al punctului 4;.

Asociind unui patrat rosu numarul ,,1”, iar unui patrat albastru ,,—1”, obtinem o
functie pe multimea tuturor patratelor. Fie A;, A,, A3, A,, Ag patratele figurii A si
Bi, B,, Bs, ..., By, patratele figurii B. Daca translatam patratul A; cu vectorul de pozitie al
patratului B; se obtine patratul P;;, acelasi cu cel obtinut prin translatia patratului B; cu
vectorul de pozitie al patratului A;. Pentru o translatie a figurii A dupa orice patrat B;
obtinem figura Py jP,;P;;P,;Ps; $i notdm cu ¢;; numarul scris (asociat) in patratul P;;.

Conform ipotezei avem:

C1j+Czj+C3j+cyj+cs;=23—2=1>0,pentruj€{1,2,3,..,10}.

Adunand aceste inegalitati, obtinem:

11'21(2211 ¢j) >0 215:1(2,1'21 ¢;j) > 0.

Deci, exista i, € {1,2,3,4,5}, astfel incat ]1-21 ci,j > 0. Aceasta suma reprezinta

suma numerelor asociate patratelor P;_; P; 5, P; 3, ..., P; 19, obtinute prin translatia figurii

B dupa vectorul de pozitie al patratului 4;_.

66



Elements of combinatoricsin intradisciplinary contexts

In aceasti figura avem mai multe patrate cu 1 decat cu -1, deci, cel putin 6 patrate au
numarul 1, adica cel putin 6 patrate colorate in rosu.
Problema 3. Fie S = {A4;, A2, ..., A} multimea de submultimi ale multimii 4 formata din
n elemente. Daca pentru oricare 2 elemente x, y€A existd un subset 4; € S ce il contine
doar pe unul dintre x, y, demonstrati ci 2% > n.

(Olimpiada Balcanica, 1997)
Metoda I: Definim Sx multimea submultimilor 4; , j € {1,...,k}, care il contin pe x € A. Cu
alte cuvinte, daca A4; 1l contine pe x atunci 4; € Sx. Pentru fiecare element x existd o singura
multime Sx. Numarul de elemente este egal, prin urmare, cu numarul de astfel de multimi.
Ipoteza problemei implica faptul cd pentru oricare doua elemente distincte a, b € A, S, #
S». Numarul multimilor S;, i € {1,...,k}, e mai mic sau egal ca numarul total de combinari
dintre toate A, adicd 2*. Prin urmare, 2% > n.
Metoda a 2-a: Vom asocia fiecdrui element a; din multimea A un vector de dimensiunea
k de tipul (a4, @y, ..., @}), i = 1,n, unde a; € {0,1}sia; = 1,dacia; € 4;si a; = 0, daca
a; € A;. Observam ca oricaror doua elemente din multimea 4 le corespund vectori diferiti.
Conform regulii produsului obtinem numarul de variante posibile:
2:2-..-2 =2k
de k—ori

Aceasta situatie poate fi ilustrata in felul urmator:

ay a, a3 a4
0 ;
0 0
I 1
0

0 0
1 1
1 0
1
0 .
0 0

1
1 1
0 0
| 1
1 0
1

Deoarece numirul maximal posibil de vectori va fi 2%, dar noi avem n vectori, rezultd
ca 2% > n.
Problema 4. La olimpiada de matematicd elevii au avut de rezolvat 6 probleme. S-a

. g .2 . g
constatat ca oricare doua probleme au fost rezolvate de cel putin < din numarul de
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participanti, dar nimeni nu a rezolvat toate cele 6 probleme. Demonstrati ca cel putin 2
participanti, au rezolvat exact cate 5 probleme.
(OIM, 2006)
Rezolvare. Vom ilustra cum aplicdm metoda numararii in doud moduri la rezolvarea
acestei probleme.
Etichetam toti participantii la olimpiadd cu numere naturale de la I la n s1 prezentam
rezultatele la olimpiada intr-un tabel cu n-linii si 6 coloane, in care la intersectia liniei i cu

coloana j punem semnul plus, dacd elevul cu numarul i a rezolvat problema j.

Problema | Problema | Problema | Problema | Problema | Problema
1 2 3 4 5 6
Elevul 1 + + + + +
Elevul 2 + + + +
Elevul 3 + +
Elevul i-1 + +
Elevul i + + +
Elevul + + + +
i+1
Elevul n + + + +

Din enunt deducem cd nu exista linii in care sunt 6 semne plus.

Pentru fiecare pereche (j;k) de coloane, unde 1 < j < k < 6, definim parametrul b; .,
care este egal cu numarul de linii in care la intersectia cu coloanele j si k sunt plusuri. Vom
avea in total CZ =15 astfel de parametri: by, by3,b14, bis, big a3 baa bys,

b2,6' b3,4-' b3,5' b3,6' b4,5' b4,6' b5,6 .

. e e o 2 : 2 2
Din ipoteza stim ca fiecare parametru b; , > —n, prinurmare b;, >-n+1— {— n} +
’ T s ' 5 5
- . . A . . 2 Coe
a; i (aj este un numdr natural care va fi identificat mai tarziu, iar {E n} — reprezinta partea

. < .2
fractionard a numarului En).

Presupunem ca nu se respectd conditia problemei, adica este o linie cu 5 semne plus
sau nu este nici una.

Vom cerceta cazul cand doar un participant a rezolvat 5 probleme, adica in tabel intr-
o singura linie sunt 5 semne de ,,+”. Pentru comoditate vom considera ca primul participant
arezolvat 5 probleme. Prin urmare, n — 1 participanti au rezolvat mai putin de 5 probleme.

Cazul cand cei n — 1 participanti au rezolvat cate 4 probleme fiecare, nu influenteaza
solutia problemei, dar simplifica rationamentele. Vom adduga, daca este posibil, semne de
plus in fiecare linie, astfel Incat in una dintre linii sa fie cinci plusuri, iar in celelalte n — 1

linii — cate 4 plusuri. In acest caz conditia problemei se respectd. De asemenea conditia
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problemei se respecta, daca (pentru comoditate) vom considera cd primul elev nu a rezolvat
prima problema.

Vom considera pentru fiecare linie i multimea P; care reprezintd multimea tuturor
perechilor de probleme rezolvate pe care le putem forma. De exemplu, in versiunea din
tabelul nostru avem:

P, =1{(23),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,6), (4,5),(4,6), (56)};

P, ={(3,4),(3,5),(3,6), (4,5),(4,6),(5,6)}; s.am.d.

Calculdm numarul de perechi de semne de plus din fiecare linie: |P;| = CZ = 10, iar in
celelalte n — 1 — linii vor fi cate CZ = 6 perechi de semne de ,,+” posibile. In total vor fi
P =|P|+|P)|+ -+ |B,| =6(n—-1)+ 10.

Prin urmare sunt P = 6n + 4 perechi de semne de ,,+” posibile in tot tabelul.

Daca sumam dupa parametrii b;, obtinem P = by, + by3 + -+ bsg = 15 ( n+1-—
2
{En}) +a1'2 +a1'3 +"'+a516 = 61’l+ 15_ { }+a1'2 +Cl1'3 +"'+a5‘6.
) - (2 _ ) 123 4
Partea fractionara {E n} poate primi valorile 0, T

Daca {gn} =0,atunci P = 6n + 15— 0+ X1<jck<e ik * 6N + 4.

Daca {%n} %, atunci P = 6n + 15 — 15 - ; + Yicjckss A * 6N+ 4

Daca {én} é, atunci P = 6n+ 15— 15" §+ Yisj<kse iy * N+ 4

Daca {%n} 2 atunci P = 6n + 15 — 15+ -+ Yicj<k<e Qi = 6N+ 4.
In toate aceste cazuri se obtin contradlc;ii.

Daca {E n} = f, atunci
5 5
P=6n+15-15 -§+ Yicj<k<e Qi = 6N+ 3 + Xicickss U -
In acest caz este posibil ca P = 6n + 4.
Obtinem X1 < jck<e @i = 1.
Deci, exact unul din cele 15 numere a, ,, a, 3, ..., a5 6 este egal cu 1, iar celelalte sunt
egale cu 0. Presupunem cé a,, = 1, atunci by, = gn +1-— g +1=20+2,1ar b3 =

big=++=bse=21+1.

Vom folosi metoda numararii in doud moduri.

Consideram o linie i, adica un participant.

Fie t; ; — numarul total de perechi de plusuri formate cu plusul de pe prima pozitie
(in cazul cand pe prima pozitie este semnul ,,+”, adica participantul etichetat cu numarul i
a rezolvat prima problema) in linia i.

Fie t; , — numarul total de perechi de plusuri formate cu plusul de pe pozitia a doua

(in cazul cand pe pozitia a doua este semnul ,,+”) 1n linia i.
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Fie t; 3 — numarul total de perechi de plusuri formate cu plusul de pe pozitia a treia
(in cazul cand pe pozitia a treia este semnul ,,+”) in linia i.

Fie t; , — numarul total de perechi de plusuri formate cu plusul de pe pozitia a patra
(in cazul cand pe pozitia a patra este semnul ,,+) in linia i.

Fie t; 5 — numarul total de perechi de plusuri formate cu plusul de pe pozitia a cincea
(in cazul cand pe pozitia a cincea este semnul ,,+”) n linia i.

Fie t; ¢ — numarul total de perechi de plusuri formate cu plusul de pe pozitia a sasea
(in cazul cand pe pozitia a sasea este semnul ,,+”) 1n linia i.

Introducem notatiile t;,t,,t3,ty,ts, b, unde t,, =t;, ttom ttam + thm
numarul de perechi de semne plus, care se afld intr-o linie, in care unul dintre semnele plus
se afld in coloana m.

ti =ttty e+ oty =biatbigtbiatbg+be=21+2+4Ql+
1) =10l + 6;

ty=tip+ty, ttzy+ tyy=Dbiy+byz+byy+bys+byeg=20+2+4Q21+
1) =10l + 6;

t3=1t13+ 13 +1t33+ 3= b, 3 + b2’3 + b3'4 + b3'5 + b3 = 100 + 5;

by =ti1at il tilzs+ tha= b1,4 + b2'4 + b3'4 + b4'5 + b4'6 = 10l + 5;

ts =t15 +lys +l3s+ -ty = b1,5 + b2’5 + b3'5 + b4'5 + b5,6 =10l + 5;

te =tig+trsttaet tng=Dhbig+byg+bsg+byg+bse=100+5.
Observatie: t; = t, si ei sunt diferiti de t; = t, = t5 = t;.

Daca primul participant nu a rezolvat prima problema, rezulta ca:

ty =tyq +ty 31+ -ty ty1 = 0; fiecare t;; = 0 (dacd elevul i nu a rezolvat
prima problema) sau t;; = 3 (daca elevul 1 a rezolvat prima problema) pentru 2 < i < n.
Rezulta ca t; se divide la 3.

Pentru t,, =t +toym +t3m + -ty (2 <m < 6), avem tq,, = 4, iar pentru
2<i<navemt;,, = 0saut;, = 3. Atunci t,,, da la impartirea la 3 restul I.

Observatia de mai sus indica ca t; = t,, dar la cea de a doua numarare conduce la
faptul ca t; se divide la 3, iar ceilalti t,,, dau la impartirea la 3 restul 1. Contradictie.

Prin urmare, presupunerea ca doar un singur participant a rezolvat 5 probleme este
gresita.

Concluzii

Misiunea profesorului de matematica include asigurarea conditiilor motivationale de
implementare si dezvoltare a curriculumului scolar. Multiple contexte din Stiinte,
Tehnologii, Inginerie, Arte se dovedesc utile la demonstrarea relevantei studierii
matematicii, problema consta in a le adopta si adapta la situatii de invatare concrete.

Elevii dotati la matematica sunt interesati de studiul aprofundat al disciplinelor

scolare Tn contexte pluridisciplinare dar si intradisciplinare. Pentru lucrul cu elevii dotati si
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supradotati la matematica o componenta importantd a educatiei o constituie activitatea de
cercetare interdisciplinard in cadrul unor proiecte, orientata spre extinderea spectrului de
probleme de cercetare cu subiecte noi.

Rolul antrenarii elevilor in procesul de rezolvare a problemelor de combinatorica nu
poate fi supraapreciat.

Dovada sunt cuvintele lui Grigore Moisil ,,Metodele intrebuintate n combinatorica
difera de la problema la problemd. E nevoie de mari puteri informatice si de mai multa
desteptaciune. Rezolvarea problemelor de combinatorica este o placere, o ocazie de bucurii

mereu reinnoite” [5].

Articol realizat in cadrul proiectului de cercetari stiintifice ,,Metodologia implementarii TIC in
procesul de studiere a stiintelor reale in sistemul de educatie din Republica Moldova din perspectiva
inter/transdisciplinaritatii (concept STEAM)”, inclus in ,, Program de stat” (2020-2023), Prioritatea 1V:
Provocari societale, cifrul 20.80009.0807.20, cu suportul financiar oferit de Agentia Nationala pentru
Dezvoltare si Cercetare
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