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Rezumat: Prin prisma formarii si dezvoltarii competentelor elevilor, in lucrare sunt prezentate cele mai
importante metode elementare de rezolvare a problemelor de limita si extrem din fizica.
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Problemele de limita si extrem formeazd o categorie aparte in cadrul general al
problemelor de fizica. Prin probleme fizice de limita si extrem intelegem problemele de
determinare a valorilor maxime sau minime ale unei marimi fizice in conformitate cu
matematicieni, deoarece problemele in cauza, denumite de maxim si minim, reprezinta o
excelentd posibilitate pentru aplicarea calculului diferential in practica. In ultimul timp,
fizica trateaza mai atent problemele de optimizare, inclusiv cele de extrem. La rezolvarea
acestora intervine in mod expres, pe langa aplicarea unor metode de calcul, efectuarea unor
operatii de dificultate sporitd, cum ar fi:

- determinarea valorilor extreme ale unor marimi fizice, care sunt functii de o alta
marime fizica sau geometrica,

- reprezentarea grafica a unei marimi fizice ca functie de altd marime fizicd sau
geometricd;

- generalizarea mai multor rezultate detinute in problemele particulare intr-o prima
reunire a acestora intr-o problema generala;

20 AT, Sava, A. Petrovici - ,,Predarea-invatarea intre rutind si creativitate” The proceedings of International Conference ,,Quality in Formal
and non
Formal Education”, Iasi, 2011
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- discutarea fenomenelor ce au loc Intr-o problema dupa valorile marimilor fizice si
geometrice care intervin;

- folosirea in calcule a unor marimi i operatii matematice mai dificile, accesibile in
ultimii ani de liceu.

In decursul rezolvirii problemelor de maxim si minim apar una sau mai multe marimi
fizice ce depind de o altd marime fizica sau geometrica din aceeasi problema, considerata
ca variabild independentd. Prin enunt se cere sd se determine extremele marimilor functiei.
Rezolvarea unor astfel de probleme pot fi intelese in profunzime de elev daca acesta ar
poseda cunostinte de calcul diferential, calcul vectorial, inegalititi matematice, iar
profesorul ar face analogia cu modele matematice.

Existd mai multe metode de rezolvare a problemelor de limita si extrem. La rezolvarea
unei probleme fizice concrete este necesar de a alege cea mai rationald metoda. Vom
enumera si vom descrie principalele metode de rezolvare a unor astfel de probleme prin:

1. folosirea notiunii de derivata a functiei,

2. ecuatia parabolei, cu folosirea formulei varfului parabolei;

3. discriminantul ecuatiei patratice;

4. utilizarea unor identitati i inegalitati algebrice remarcabile;

5. folosirea inegalitatii Cosi;

6. utilizarea proprietatilor functiilor trigonometrice;

7. metoda geometrica.

I. Rezolvarea prin folosirea notiunii de derivata a functiei
Fiind 1n posesia cunostintelor de calcul diferential, rezolvarea problemelor de extrem
implicd urmatoarele etape:
- stabilirea relatiei dintre marimea Yy al carei extrem il cautam si marimea x de care
ea depinde, y =1 (X);
- calcularea primei derivate a functiei in raport cu X, y / =f/(x);
- anularea derivatei si calcularea lui Xm care asigura extremul Ym;
- introducerea valorii xm in f si calcularea extremului Ym(Xm);
- verificarea si interpretarea fizica a rezultatului.
Acest algoritm asigurd rezolvarea fara dificultati a problemelor de limitd §i extrem.
Din conditiile fizice ale problemei este usor de precizat natura extremului. Daca diferentiala
, atunci extremul functiei Ym(Xm) reprezinta un

2

schimba semnul functiei din ,,+” in ,,—
maximum, iar dacd diferentiala schimba semnul functiei in mod invers, atunci extremul
functiei ym(Xm) reprezintd un minimum. Cand apar dubii, se calculeaza si derivata a doua y
I=f /I(x). Daca y /(xm) este pozitivi, atunci y are un minim pentru Xm, in caz contrar avand
un maxim. Vom da un exemplu de problema rezolvata:

Problema 1. Doi purtatori de sarcind electricd pozitiva de aceeasi valoare 9 | puncti-

formi, sunt asezati in varfurile B si C ale unui triunghi isoscel ABC (B=C). Se cere sa
se determine valoarea unghiului A pentru care intensitatea campului electrostatic creat de
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cei doi purtatori de sarcind in varful A are valoarea maximd. Latura BC a triunghiului are
marimea d.

Rezolvare. Notim B=C=a jar A=F (Fig. 1). Intensitatea campului electric
creat de cele doua sarcini in varful A al triunghiului este:

E =2E; cosﬁ
1 "= g 2, 1)
75 A\ /3 unde
) - q
Ey=— 5 2sin ¥
4rer®  jar 2 . (2)
Inlocuind relatiile (2) in (1), obtinem:
/) ) E =2_qzsin2£(;os£
, l \: 2" med 2 2 3)
Este necesar de a gdsi extremele functiei E=1(B)
g descrisa de relatia (3). Pentru aceasta luam diferentiala de
ordinul I:
Fig. 1. Principiul superpozitiei
9 _ Lsiné(mosz B _sin? ﬁj
A “ rran A~ dﬂ 2 2 2 (4)
Solutiile ecuatiei (3) se obtin daca egalam diferentiala (4) cu zero:
dE sin? 0 sin —0 $r=0
0= Zﬂ = ﬁz — 1, 2109°20’
g2 2=2 |gZ=+2 ~ 950940/
95 975 B3 =250°40 )

Este usor de observat ca numai solutia £, = 109°20/ este acceptabild, deoarece p1=0
conduce la E =0, fapt care semnifica ca punctul A se gaseste la infinit pe perpendiculara
ce cade la mijlocul lui BC, iar p; =250°40" este inacceptabili din punct de vedere
geometric. Pentru solutia f; =0 se obtine de fapt valoarea minima a lui E.

Pentru a determina natura extremului dat de S,, ludm diferentiala de ordinul II::

2
d—E— g cos£[2—9sin2£J
2 2

2~ 2’
dg 27ed (6)
1
sin& :\/: 0 P 1 3
Tinand cont ca 2 3 s 2 3 , rezulta ca pentru B=p 2,
2
35 T
4 GO (7)
E—

Deci pentru B=p , graficul functiei f(8) prezintd un maxim a carui valoare rezulta

tnlocuind # =52 in relatia (3):
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4+/3q
9med? (8)

Emax =
I1.  Rezolvarea prin ecuatia parabolei, cu folosirea formulei
Virfului parabolei

O altd metoda de rezolvare a unor probleme de limitd si extrem se reduce la alcatuirea
unei ecuatii de tipul y = f(x), ce exprima dependenta doud marimi fizice variabile din
problema si cercetarea ulterioara a functiei obtinute la maxim si minim.

Vom incepe prin determinarea extremelor functiilor polinominale de gradul II de
forma

y(x)=ax® +bx+c )

unde a#0 gj ab,ceR (multimea numerelor reale). Graficul acestei functii este o parabola.
Ne punem problema de a determina coordonatele varfului parabolei. Elevii care au studiat
functia patratica pot sa faca urmatoarea transformare:

b ¢ b b? b*> ¢
ax2+bx+c:a[x2+—x+—j:a Xe4+2—Xt+— |[-——+—|=
a a 2a  4da 4a° a

( b Jz 4ac —b®
ax+—| +——5—
2a 4a° (10)
X+—=0
Al doilea termen al relatiei (10) nu contine X, de aceea pentru 2a | adici pentru
b
X=—-—
2a | obtinem extremul functiei:
4ac - b?
ymax(ymin ) =T 2
4a® (11)

Maximul functiei Y(X) are loc pentru <0 jar minimul —pentru @ >0 Daca @ <0 ramurile

parabolei sunt indreptate in jos, iar dacd @ >0 ramurile parabolei sunt indreptate in sus.
Vom analiza un exemplu:
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Problema 2. Doi rezistori cu rezistentele
P A
R 2

R 2 sunt conectati in serie la o sursa de

1 §l
curent continuu cu tensiunea U =12V
Rezistenta unuia din rezistori Ri= 40 Pentru
ce valoare a rezistorului Ry, puterea degajata in
acesta va fi maxima? Determinati aceasta

putere maximd.
Rezolvare: Puterea degajata pe rezistorul

R2 poate fi dedusa din relatia:

~ Vv

U
ZR,
Fig. 2. Dependenta puterii degajate pe Rz in
functie de intensitatea curentului din circuit [3]

P=P,+P,=>Ul=1°R,+P, =>RI°-Ul+P, =0 (12)

unde Ul reprezinti puterea degajati de sursi. Din relatia (12) obtinem solutiile:

U U-4R/P,

1.2
2R, . (13)
U 2
D=U?-4RP,>0=>P, <— U
Rezulta ca 4R, , adica Pomax= —— . Graficul dependentei
1

P,(1) reprezintd o parabola (Fig. 2.), iar varful acestei parabole P max corespunde curentului

. (14)
2R,

Tinand cont de relatia (14), obtinem

_U®  U’R,
2R, (R, +R,)

= 2R,R, =R/ +2RR, +R? =R, =R, =40, (15)

2
iar
U 2
4R,
I11.  Rezolvare prin discriminantul ecuatiei patratice
Pentru determinarea extremelor functiilor de gradul II, de forma
y(x)=ax® +bx+c 17)
egalam aceasta functie cu zero si gasim discriminantul
D=b*-4ac>0 (18)

—9W . (16)

Pomax=

de unde gasim valoarea maxima sau minima a uneia din variabile. Daca, de exemplu,
b? b?
as— Ay = —
vrem si gisim variabila amax, din relatia (18) rezulti ~ 4C , de unde rezulti ci 4c
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2 / /
Daca vrem sa gasim bmin, din (18), obtinem b® >4ac=Db=v4dac = by, =v4aC \/om daun
exemplu de problema:

Problema 3. Din acelasi punct si in acelasi sens, pe o traiectorie rectilinie, pleacd
doua mobile. Primul mobil se deplaseaza cu viteza constanta v, =2m/s, iar cel de-al
doilea pleaca cu viteza inifiala v,, =6m/ s si cu o anumita intdarziere fata de primul mobil,
deplasdndu-se uniform incetinit cu acceleratia a=05m/s?. Sa se determine valoarea
maximd a timpului de intarziere la plecarea celui de-al doilea mobil fata de primul, pentru
care mai este posibila intdlnirea.

Rezolvare: Notdm cu ! — timpul masurat din momentul plecirii celui de-al doilea
mobil pana la intalnirea cu primul, iar cu t1— timpul de intarziere a celui de-al doilea mobil
fata de primul. Deplasarile celor doua mobile sunt:

51 = Vl(tl +t)’ (19)
at?
52 =V02t_7' (20)

Din egalitatea drumurilor s, =s, rezulta:
_ at* 2
v, (t, +1) = vyt - =at —2(Vg, =V, t+2v,t, =0. (21)

Rezulta ca intilnirea celor doua mobile este posibild, daca discriminantul ecuatiei patratice
(21) cu variabila t indeplineste conditia:
D =4(v,, —v,)* —8av,t, >0, (22)

de unde rezulta expresia timpului de intarziere:

2
t, < % . (23)
Vl
Din relatia (23) rezulta ca
2
1:lmax = % = 8S ' (24)
1

Consecinte:
1. Daca t, <t, . mobilele se vor intdlni de doua ori, ecuatia (2.3) avand doua solutii

distincte si pozitive. Acest lucru este intr-adevar realizabil. Prima din cele doua intilniri va
avea loc prin ajungerea si depasirea primului automobil de cétre cel de al doilea, iar a doua,
prin ajungerea si depasirea celui de al doilea mobil de catre primul.

2. In cazul in caret, > t, __intdlnirea nu este posibild, deoarece cel de-al doilea mobil

nu mai poate ajunge din urma primul mobil.

IV. Rezolvarea prin utilizarea unor identitati si inegalitati algebrice remarcabile
In multe tipuri de probleme de extrem din fizica pot fi folosite identitati si inegalitati

algebrice si aritmetice remarcabile, substituind cu succes calculul diferential complicat si

uneori inaccesibil elevilor din invatamantul preuniversitar. In cele ce urmeazi ne vom referi
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la cateva inegalitati si identitati cu utilizare mai frecventd in solutionarea problemelor de
extrem din fizicd si vom aminti pe cele mai putin frecvente, dar folositoare in anumite
cazuri.

Inegalitatile mediilor, Mayr < Mg < My, In care Mar
este media armonicd a numerelor reale strict pozitive a, ‘

i=1.n " mg - media geometrica a acelorasi numere, iar ma i g i "

- media aritmeticd a acestora: '
1 :

n S L . s - -

n < Hal g—Zai g ‘
1 . n i=1 : :
i=1 [ m?’
. <

27

i1 &

(25)
Inegalitatile devin egalitati dacd si numai daca  Fig. 3. Grupareain serie si paralel
a—-a =..—a a resorturilor ([2],pag.65)
1 Y2 7T

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz are forma:

(Zabj S(Zaj(zbj unde &b €R: (26)

kh ,unde K€R_ Daca inloc de & si b din relatia

1

Inegalitatea devine egalitate pentru & =

(1.7) folosim numerele pozitive \/a_i si \/Ei, rezultd un caz particular al inegalitatii
Cauchy-Buniakovski-Schwartz cu o arie larga de utilizare in problemele de extrem din

[Zl 3 j(zlaij =" , (27)

a,=a,=..=4a

fizica:

n

Inegalitatea (1.6) devine egalitate numai daca
Inegalitatea lui Lagrange are forma

(S| S00)-(San] - Sleny-ap)

i,j=1 ’ Unde ai 'bi eR. (28)
Atat inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz, cat si inegalitatea lui Lagrange pot

2

fi folosite cu succes in problemele de extrem din fizica (si nu numai) in locul metodei
cunoscute sub denumirea de multiplicatorii lui Lagrange, care face apel la cunoasterea
derivatelor partiale a unei functii reale de n variabile reale .

In aceeasi categorie a inegalititilor remarcabile sunt de amintit inegalitatile lui
Minkovscki, inegalitatea lui Holder, inegalitatile lui Bernoulli, inegalitatea lui Cebisev,
inegalitatea lui Jensen, precum si alte inegalitati ce se pot gasi in unele manuale si tratate
de matematica elementara. Vom da un exemplu de problema rezolvata:

Problema 4. Se dau n resorturi mecanice care se monteaza o datd in serie, §i alta
data in paralel. Cunoscand ca intr-un caz §i in celalalt corpul care se ataseaza sistemelor
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oscilante formate este acelasi, sa se determine relatia dintre constantele elastice ale
resorturilor respective, astfel incat raportul dintre perioada de oscilatie a sistemului serie
si perioada de oscilatie a sistemului paralel de resorturi sa fie minim. Care este valoarea
acestui raport minim?

Rezolvare: Notam cu m masa corpului ce se ataseaza celor doua sisteme oscilante si
cu k;, unde ie [1,n], constantele elastice diferite ale resorturilor montate in serie si,

respectiv, in paralel. In cazul sistemului oscilant serie (Fig. 3.a), perioada de oscilatie:

N
T.=2n AL mzi, (29)
ks i=1 ki

iar 1n cazul sistemului oscilant paralel, perioada de oscilatie este:

(30)

Facem raportul perioadelor si obtinem:

PrEE) .

Vom folosi cazul particular al inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwartz:

[Zl " j(zlai] > | (32)

a,=a,=..=a

Inegalitatea (32) devine egalitate numai daca
inegalitate pentru cazul nostru si obtinem:
T

—=>n. 33
T (33)

p

n. Vom aplica aceasta

Este evident ca raportul dintre perioada de oscilatie a sistemului serie si perioada de
oscilatie a sistemului paralel de resorturi este minim

e

daca resorturile au aceeasi constantd elasticd k, =k, =...=k, =k, adica resorturile sunt
identice
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V. Rezolvare prin folosirea inegalitatii Cosi

Elevii claselor de liceu trebuie sa cunoasca regula matematica: valoarea medie
aritmetica a doua numere pozitive @i b nu este mai mica decdt valoarea medie geometrica
ale acestora, adica

a;bz\/%. (35)

& < < . a+b - .
In afard de aceasta, este cunoscut ca egalitatea =~/ab se respectd numai pentru

a=b, iar inegalitatea a_42-b >+/ab se respectd pentru a=b.

De aici rezulta teorema despre produsul constant: suma a douda numere pozitive
variabile, al caror produs este constant, are valoare minima atunci cand cele doua numere

sunt egale.
Din relatia (35) rezulta ca
2
abs(aerj | (36)
2
Semnul ,,=" se respecta pentru &= b iar semnul ,,<” — pentru & # b . Rezulta teorema

despre suma constanti. produsul a doud numere pozitive variabile, a caror suma este
constanta, are valoare maxima atunci cand cele doua numere sunt egale.
Din teorema despre produsul constant rezulta ca suma a doua numere reciproc inverse

.1 . g
a si — nu este mai mica decdt doi:
a

atiz2. (37)

a

2 - 1 A - - 1 . _ 1 .

Intr-adevar, produsul a-—=1 este constant. Insd daca a==, atunci @ =1, iar suma
a a

1 1 . . . 1
a+—=2.Pentru a=—=, in baza teoremei despre produsul constant, rezulta a+—=>2. De
a a a

aceea, daca avem functia y = 1, atunci (y+x)_. =2. Vom da un exemplu de problema
X

min

rezolvata:

Problema 5. Se considera circuitul din figura
23 Mmcare R1 =409, R3=9Q E =80V, r =0, iar
rezistentele R = R4 = X sunt necunoscute. Pentru
ce valoare a lui x curentul care trece prin
rezistenta Rz are valoarea maxima §i care este
marimea acestei valori?

Rezolvare: Curentul | debitat de sursa de K

energie este
E Fig. 4. Circuit mixt [4]
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Dar

2
R=R+R + R, dexa 9x :36+4x+9x+x +9x’
R, +R, 9+X 9+X
de unde
2
RoX +22x+36 280()(—+9) _ (39)
X+9 X“+22x+36
Pe de altd parte, curentul | se ramifica in doua:
l=1,+1,. (40)
In ramurile paralele cdderile de tensiune sunt egale:
IR =1LR =1, =1%o oy 1+ 3) R (41)
R4 R3 +R,

Substituim relatia (2.34) in (2.36) si obl;lnem:

80(x+9)  «x 80x 42)

W= X2 +22X+36 %49 X*+22x+36

sau
= (43)
X+—+22

X

Conditia I, — max se indeplineste daca x+§ — min. Conform teoremei despre produsul
X

constant suma a doud numere pozitive variabile, al caror produs este constant, are valoare
minima atunci cand cele doud numere sunt egale. Rezultd ca

x:ﬁzx =36=>x=6=R,=R,=6Q. (44)
X
Conform calculelor obtinem
|, = 2,35A..
VI. Rezolvare prin utilizarea proprietatilor functiilor trigonometrice

In acest caz se utilizeaza formulele de reducere a unor functii trigonometrice mai
complicate la o forma mai simpla.

Problema 6. Un corp de masa m este deplasat Ya _
uniform pe un plan orizontal cu ajutorul unei forte F, 4 r
ce formeaza cu orizontald un unghi « . Coeficientul de F, | a X

frecare dintre corp si planul orizontal este . Sa se %

determine valoarea unghiului « pentru care valoarea G

fortei F este minimd, precum §i valoarea acestei forte.
Rezolvare: Construim diagrama schematica a

Fig. 5. Diagrama fortelor [5]

tuturor fortelor care actioneaza asupra corpului (Fig. 5.) si scriem legea a I1-a a lui Newton
in forma vectoriala:

F+N+G+F, =0. (45)
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Proiectam legea a I1-a a lui Newton pe axe:
OX :Fcosa—F, =0= Fcosa=F, =N, (46)
OY :N+Fsina-mg=0=N=mg-Fsina. (47)
Substituim relatia (46) in (47) si obinem:
Foosa = u(mg — F sina)= F(cosa + usina) = umg =

Fo— M (48)
cosa + usina

Forta Feste minima dacd numitorul cosa+ usina are valoare maximd. Vom
introduce un oarecare unghi g, pentru care u=tgp. Facem urmatoarea transformare

trigonometrica:

: sing . COS @ C0oS S + sine sin cos(a —
COSx + uSina = CoS & + 'Bsma: acos j asinfi _ (@ ﬂ). (49)
cos cos cos
Rezulta ca valoarea maxima a numitorului cos «+ uSina se obtine pentru
cos(@a—fB)=1=a-f=0=a=p=u=19a. (50)
Substituim relatia (2.29) in (2.27) si obfinem:
sina sina
. mg -
Eo_ pmg _ mgtgox _ cosa  _ cos «
min . B - 5 5 .
cosa+ usSina  cosa +tgasina oSt + Sinx sing oS atsin®a
CoOS o CoOS &
sau
F., =mgsine. (51)
VIl.  Rezolvare prin metoda geometrica

Rezolvarea problemelor de extrem prin aceastd metodd implicd construirea unei
diagrame schematice, trasarea tuturor fortelor care actioneazd asupra unui punct material
sau asupra unui sistem de puncte materiale, compunerea fortelor sau reducerea sistemului
de forte la o forta rezultanta etc.

Vom face rezolvarea problemei precedente prin metoda geometrica.

Construim diagrama schematicd a

- Y -
tuturor fortelor care actioneaza asupra Q.‘(_ _ F -
. - . = T ! @
corpului (Fig. 6 a) si compunem F, si N, . /4 X
obtinand forta de reactiune Q, cu care g o
suprafata actioneaza asupra corpului. Scriem . A -
legea a I1-a a lui Newton in forma vectoriala: G G
F+G+Q=0. (52) a b
Din Fig. 6.a rezulta: Fig. 6. Compunerea geometrici a fortelor [8]
Ff /JN
tgp=—="—=p4. 53
go=-3 ="y =4 (53)
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Egalitatea vectoriala (52) formeaza un triunghi (Fig. 6.b). Forta F — min daca F L

Q = a =¢ (caunghiuri dintre laturile reciproc perpendiculare) = tger = . Rezulti ci
F., =mgsina.

In final, trebuie si mentiondm ca in lucrare au fost prezentate cele mai importante
metode elementare de rezolvare a problemelor de limita si extrem din fizica. Subiectul insa
nu este epuizat nici pe departe. Existd incd multe alte metode particulare, prin care
matematica elementard poate aduce notabile servicii fizicii si tehnicii privind rezolvarea
problemelor de extrem. Celor interesati care doresc sa-si aprofundeze cunostintele din
domeniu le-ar fi utile urmatoarele sfaturi:

1. Dupa obtinereca modelului matematic al functiei, ce descrie un fenomen sau proces
fizic, se incearca aplicarea uneia dintre metodele elementare de determinare a extremelor
functiei s1 numai 1n cazul in care aceste metode nu pot ajuta la rezolvarea problemei se
apeleaza la calculul diferential.

2. Aplicarea uneia sau alteia dintre metodele elementare prezentate, pentru
rezolvarea acestui gen de probleme, trebuie s se faca pe criteriul simplificarii metodei.
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