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Rezumat. In articol sunt incluse, in principiu, ecuatii trigonometrice cu un grad sporit de dificultate, care
vor contribui la dezvoltarea invatdmantului matematic, la organizarea lucrului independent si diferentiat cu

elevii din liceele cu profil real.
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METHODOLOGY FOR SOLVING TRIGONOMETRIC EQUATIONS
WITH AN INCREASED DEGREE OF DIFFICULTY

Abstract. The article includes, in principle, trigonometric equations with an increased degree of difficulty,
which will contribute to the development of mathematical education, to the organization of independent
and differentiated work with students in high schools with a real profile.
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Ex. 1. Sd rezolvam ecuatia: cos*x — (a + 2)cos?x — (a + 3) = 0.
Initial vom determina discriminantul trinomului respectiv cu scopul de a examina
valorile radacinilor acestuia ce se vor contine pe segmentul [-1; 1].
D=(a+2)?+4(a+3)=a*+8a+ 16 = (a+ 4)>.
Deoarece discriminantul este un patrat perfect, atunci ecuatia data:

a+2—a—4

2
cos’x = 2
cos“x =—1
cos*x —(a+2)cos?’x—(a+3) =0 a+2ia+4 = [ 2
cos?y = Ltatatd cos“x=a+3

2
cos’x = a + 3.

Ecuatia cos?x = a + 3 va avea solutii numai pentru 0 < a + 3 < 1, deci pentru
—3<a<s -2
x = +arccosVa+3+kmk€Z.
Raspuns: x = +arc cosa + 3 + km, k € Z, pentru —3 < a < —2.

Ex. 2. Pentru care valori ale parametrului a ecuatia \/ a ++a + sin x = sin x are solutii?

) - . 0<sinx<1,
Ecuapa\/a+\/a+smx = sinx & , 9
a++a+sinx =sin“x
0<sinx<1,

sinx—a =0 (1)
a + sinx = sin*x — 2asin®x + a®
Utilizand algoritmul rezolvarii ecuatiei irationale, am redus ecuatia data la un sistem

=

echivalent cu aceasta. Ecuatia a treia a sistemului (1) reprezintd o ecuatie de gradul doi in
raport cu parametrul a: a* — a(2 sin®x + 1) + (sin*x — sinx) = 0. (2)
Calculam discriminantul trinomului din stinga ecuatiei.

D = (2 sin’x + 1)? —4(sin*x —sinx) = 4sin*x +4sinx+ 1= (2sinx + 1)?
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Discriminantul reprezinta un patrat perfect, de aceea ecuatia (2) are solutiile:
a = sin’x + sinx + 1, sin’x +sinx+1—a=0 3)
a = sin®x — sin x sinx —sinx—a =0
Astfel, am obtinut doud ecuatii si evident apare problema, pentru care valori ale

=|

parametrului a, macar o solutie a acestor ecuatii apartine segmentului [-1; 1]?
Concomitent aceste ecuatii se contin in sistemul (1), care contine Inca 2 conditii:
0<sinx<1
{sinzx —a>0.
Tinand cont de aceste restrictii, prima ecuatie a totalitdtii (3) nu are solutii. De aceea
este suficient sd rezolvim numai ecuatia a doua. Consideram functia f(t) =t? —t — a,
t € [—1; 1]. Pentru ca acest trinom patrat s aibd pe segmentul [-1; 1] macar o solutie, este
necesar si suficient, ca ordonata varfului parabolei sd fie negativa, iar macar in unul din
punctele extreme ale segmentului [-1; 1] valoarea insusi a trinomului, din contra,

. D : . .1
nenegativa (abscisa varfului parabolei este egala cu 5).

Astfel, valorile cautate ale parametrului a sunt date in urmatoarele conditii:

1
- 4 & ——-<a<0.
a<0 *
o 1
Raspuns: — <a<0.
Metoda a doua. Din conditiile ecuatiei rezultd ¢d 0 < sinx < 1. Notdm t =

sinx,0 <t < 1 si consideram functia f(t) = vt + a. Atunci pe segmentul [0; 1] pentru
fiecare din valorile cautate functia este monoton crescatoare.

Ecuatia se scrie sub forma f(f(t)) = t, care in baza monotoniei functiei va fi

echivalenta cu ecuatia f(t) =t. Astfel: \/ a++Va+sinx =sinx ©Va+sinx =
0<sinx <1,

sinx —sinx —a =0

Utilizand metoda a doua, am ajuns la o ecuatie unicd, care probabil are solutii.

sinx@{

A s A . o 1
Procedand, ca si in cazul precedent, obtinem cd — =as 0.

Ex. 3. Sd rezolvam ecuatia sin®x + cos®x = a.
Pentru a < 0 ecuatia datd nu are solutii. Ulterior vom considera a > 0.
Sa efectudm unele transformari identice asupra membrului stand al ecuatiei:
sin®x + cos®x = (sin®x)3 + (cos?x)® =
= (sin®x + cos?x) - (sin*x — sin®xcos?x + cos*x) =
= sin*x + cos*x + 2sin’xcos*x — 3sin*xcos?x =
3
= (sin®x + cos®x)* — 3 sin®x cos’x = 1 — ZsinZZx =
3 1—cos4x 5+ 3cos4x

=1 ——- =
4 2 8
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: .. 5+3 cos4
Astfel, ecuatia datd ia forma: % =a <& 5+ 3cos4x =8a & cosdx =

—3<8a—-5<3 < 2<81<8 &

e

<ac<l

De aceea, pentru % <a<lcosdx = SaT_S S 4x =+ arccosSaT_5 + 2kn &
X = iiarccosgag—_5 + %n, kezZ.
Ex. 4. Si calculdm valorile parametrului p, pentru care ecuatia 1 + psinx = p? — sin’x
are solutii.

Scriem ecuatia sub forma sin®x + psinx + 1 — p? = 0 si considerim functia f (t) =
t?2 +pt +1—p2.

Ecuatia data va avea solutii numai in cazul, cand macar una din radacinile trinomului
patrat f(t) va apartine [—1; 1]. Pentru aceasta este necesar s se verifice una din conditiile:
sau f(1)-f(—1) <0, sau

(Df 20,

|f'-D <0,
f(=1) =0,
f) =0,
f() =0.

Prima conditie corespunde cazului, cind pe segmentul [—1; 1] este situatd exact o
radacind a trinomului, iar a doua — cand ambele radacini apartin segmentului dat. Valorile
cautate ale parametrului sunt date de totalitatea acestor conditii.

In primul caz obtinem:

Q-p+pHQ2-p-p)<0=@+2)@+DEP-DPp-2)<0 =

1<pp<2 s1<|pl<2.
In cazul al doilea obtinem:
5p? —4 >0,
>
p—2<0, Ipl_\/g, ,
—p?—-p+2=20,=2-2<p<2,eo—=<|pl<1
—p*+p+2=0 —2Sp<1

Reuniunea solu;iilor obtinute constituie inegalitatea =S Ip| < 2.

Raspuns <|pl <2.

Ex. 5. Sa determmam valorile parametrului a € R pentru care solutiile ecuatiei |cos2x| =
= |sin®x — a| verifica restrictia 0 < x < 2.
Ecuatia data este echivalenta cu totalitatea de doud ecuatii:
cos2x = sin*x —a (1)
cos2x = a — sin®x. (2)
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, 1-cos2x .. . . 1-2a

Deoarece sin’x = —_— ecuatiile (1) st (2) iau forma: cos2x = -
cos2x = 2a — 1.

. 1-2a .. .. . A 1-2a .

Ecuatia cos2x = —,are solutii atunci si numai atunci cand —1 < <1, adica

. 1 1-2a

—1<a<2s1x= nni;arccos?,n € Z.

Ecuatia cos 2x = 2a — 1 are solutii daca si numai dacd —1 < 2a —1 < 1, adica

: 1
0<a<lst x= mnizarccos(Za— 1),m e Z.
1 1-2a T . 1 T .

Deoarece 0 < 5arccos —— < - si 0< 5 arccos (2a—1) < 2> atunci usor putem

gasi solutiile ecuatiei date care apartin domeniului 0 < x < 2.
v .. 1 1-2a 1-2a

Raspuns:  Pentru —1<a<2 avem solutiile S arccos ——,m + arccos ——,

1 1-2a . 1
2T — Sarccos—-—;  pentru 0<a<1 avem solutiile Earccos(Za -1),

m+ %arccos (2a—1),2m — %arccos(Za - 1).

Ex. 6. Sa rezolvam ecuatia \/17sec2x + 16(% tgx-secx—1) =2tgx (1 + 4 sinx).

DVA:cosx #0,x ¢§+nn,nEZ.

Aducem expresia de sub radical la forma:

1 17 8sinx
17sec2x+16(—tgx-secx—1> = + —16 =
2 cos?x = cos’x
1
= ———(17 + 8sinx — 16 cos’x) = ——— (17 + 8 sinx — 16 + 16sin’x) =
cos?x cos?x
; 2
= — - (16sinx + 8 sinx + 1) = w
CcoSs“X coS“Xx

|4 sin x+1]|

|cosx|
- . . .1
Dacd 4sinx + 1 = 0, atunci x = nm + (—1)"+1arcsmz, ne’z.

Astfel ecuatia data ia forma: = 2tgx - (1 + 4sinx).

Fie 1 + 4sinx # 0. Atunci examinam 2 cazuri:

1) pentru 1 + 4sinx > 0 avem sinx > —i si ecuatia datd ia forma: = 2tgx sau

1
|cos x
2tgx X |cos x| = 1 care este echivalenta cu totalitatea a doua sisteme:

. 1 1
{Slnx:_, {Slnx:__
2 2
cosx>0; (cosx <0,
Sistemul al doilea nu are solutii pentru sinx > — " Primul sistem are solutiile:

x=g+ 2nm,n € Z.

. C e . 1 . . - -
2) fie 1 + 4sinx < 0, adica sinx < — = Atunci ecuatia data ia forma 2tgx - |cos x| = —1,
. o . . . Sinx:__, Slnx:l
care este echivalenta cu totalitatea a doua sisteme 2 2’
cos x > 0; cos x < 0.
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Sistemul al doilea nu are solutii pentru sinx < — lar primul este verificat de
X = —%+2nn,n EZ.

Rdspuns: nm + (—1)"+1arcsin%, neEZz; i% + 2nm,n € Z.

Ex. 7. Sd rezolvam ecuatia \/tgx + sin x + \/tgx — sin x = 2,/tgx X cosx.
Deoarece tgx + sinx = tgx(1 + cosx) = 2tgx X cos? g, iar tgx —sinx =

. o X ) ..
2tgx X sin? ~» ecuatia datd ia forma:

\2tgx X |cos§| + \/Tgx X |Sin;| = 2\/tg_x X cosx <

< L\/tgx (|COS§| + |sm§|) = 2cosx.
Deaicitgx =0, x = km, k € Z (tgx > 0).
Sa rezolvam ecuatia |cos gl + |sin gl = /2 X cosx, iar apoi si excludem pe acele

solutii care nu verifica inecuatia tgx > 0. Ridicam ambii membri la patrat si pentru a pastra
1+ |sinx| = 2cos?x
cosx =0

2cos*x = 2 — 2sin?x = 2 — 2|sinx|?, atunci obtinem ecuatia 2|sinx|? + |sinx| — 1 = 0,

echivalenta cerem ca cosx > 0. Astfel obtinem sistemul { . Deoarece

. —143 & .. e A 5 o 1 ..
de unde |sinx| = — Insa |sinx| = 0, deci ramane sa rezolvam ecuatia |sinx| = > adica

sinx = ig, solutiile fiind x = km + % k € Z.Dacd k = 2n atunci cosx = cos (+ g) > 0;

insd dacda k = 2n + 1, atunci cosx = cos (w + %) <0.
Raspuns: km; %+ 2km, k€ Z.

Ex. 8. Sé rezolvam ecuatia sin 4x = mtgx, unde m > 0. DVA: cosx # 0.
Initial exprimdm sin4x prin sinxsi cos x: sin 4x = 4sinxcosx (2cos’x — 1),
atunci ecuatia ia forma:

msinx m

]=0.

Daca sinx = 0, atunci x = km. Acestea sunt solutiile ecuatiei date, deoarece cos km # 0.

4sinxcosx (2cos’x — 1) = & sinx [4cosx(2coszx -1)—

cosx cosx

Daca expresia de sub parantezele patrate este egala cu zero, adica:

m=0’

4cosx(2cos?’x — 1) —
COSXx

atunci obtinem ecuatia bipatratd 8 cos*x — 4cos?x —m = 0, printre solutiile careia nu
poate fi cosx = 0.

1+V1+2m . A
- Deoarece m > 0, atunci in

Rezolvand ecuatia bipatratd, obtinem cos?x =

fata radicalului consideram semnul plus (este evident cd in acest caz x # 0). Utilizand
-1+V1+2m

1+cos2x

. Membrul

stand al acestei ecuatii este pozitiv. Pentru ca ecuatia sa aiba solutii, este suficient ca

@31QMS3@"1S4'

formula cos?x = , transformdm ecuatia la forma cos2x =

Raspuns: pentrum > 0,x = nm, n € Z;
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1 1+v/1+2
pentru0 <m < 4,x = i;arccos%+nn, necz.

Ex. 9. Sa rezolvam ecuatia cos*x + 2sin*x = a.
Pentru a < 0 ecuatia datd nu are solutii. Ulterior vom considera a > 0. Scriem
ecuatia astfel:
1+ cos2x\° 1 — cos2x\°
L cosza)f gy (Ameo)’ o
2 2
& 3c0s%2x — 2c0s2x —4a = 0. (1)

Discriminantul trinomului (in raport cu cos2x) este D = 48a — 32. Daca D < 0,

(cos?x)? + 2(sin’x)? = a & (

. 2 : . 2 .
adica48a —32<0=>=>a< 5 ecuatia (1) nu are solutii reale. Pentru a > 5 ecuatia (1) are
1+2v/3a-2

2 solutii cos2x = EP— de unde:
x =km+ %arccos %,
daca —1 < &ZTM <1.
Inecuatia —1 < Hzﬁj < lare solu‘giileg < a < 1,iarinecuatia —1 < @ < lare

oy 2
solugnleg <a<?2.

. 1 1+2v/3a-2 .2 . 1 1-2v3a-2
Deci, x = km + 5 arccos ——, daca 3 <as<lsix=kmt S arccos — —,
dacal <a < 2.
o 2 2 1 1+v3a-2
Raspuns: pentru a < 3 ?; pentru - <a<l,x=kmt 5 Arecos ———;

pentru 1l < a < 2,x = km + arccos I2vsaz?

- - . . X . , 3x
Ex. 10. Sa rezolvam ecuatia asin- — (sznx + sin ?) = 0.
Scriem ecuatia data astfel:

asmz — (25m—cos— + 3sin— — 4sin3 —) =0

2 2 2 2
& sin’z—c[a — 2cos§— 3+ 4(1 - coszg)] =0 sing(a — 2COS§ — 4coszg+ 1) =0,
de aici sing =0, x = 2km; si 4cos? g + 2cos’2—c —(a+1) =0, deunde cosg = %m,
solutii reale pentru
az=-2 (1)

. x —-1+v4a+5
Deoarece |cosx| < 1, ecuatia oS> =———

—-1+v4a+5
4

va avea solutii cand:

-1< <l —4<-1+vV4a+5<4= -3<+V4a+5<5.
Rezolvam separat fiecare din aceste 2 inegalitati.

1)—3 < +v4a + 5 < 5. Inecuatia din stinga este verificata de orice a din (1), iar cea din

dreapta o scriem astfel: 4a + 5 < 25, de unde: a < 5. (2)
Din (1) i (2) rezulté ca cos T = ~—“ pentru —> < a < 5.
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2) =3 < —V4a + 5 < 5. Aici inecuatia din dreapta este verificatd de orice a din (1), iar

cea din stanga o scriem astfel: Vv4a +5 < 3sau4a+ 5 <9,deunde a < 1. (3)
Din (1) si (3) rezulta ca cosg = —1—sz+5 pentru _Z <a<l

) 5 5 . - .
Prin urmare, daca a < — saua > 5, avem numai x = 2km. Daca 1l < a <5, atunci

—1+v4a+5 n o 5 .
X, = 2km, x, = iZarccosT + 4km; insd daca —,sas 1 atunci x; = 2km;

X, = iZarccosw + 4k

Ex. 11. Sa rezolvam ecuatia b ctg x — b tg x — 5a ctg x = 4a. DVA: x # kz—” keZ.
Scriem ecuatia data astfel: b tg?x + 4a tg x + (5a — b) = 0. (1)
1) Daca a = b = 0, obtinem identitatea 0 = 0. Prin urmare, in acest caz orice valoare
X # %ﬂ verifica ecuatia.
2) Dacda # 0,b = 0, atunci ecuatia ia forma ctg x = — %» de unde x = —arc ctgg + k.

3) Dacda # 0,b = 5a, atunci ecuatia ia forma 5 tg x + 4 = 0, de unde x = —arc tgg + km.

4) 1In sfarsit (pentru b # 0),dacib >asia<0,saub > 4a >0, iardaci b < 4a < 0
sau b < a si a = 0, atunci, rezolvand ecuatia (1) obtinem

—2atV4a?-5ab+b?
b
Ex. 12. S rezolvam ecuatia 4 sinx + 2 cosx = 2 + 3 tgx.

X =arctg + km, k € Z.

Utilizam metoda substitutiei universale tg E = t. Initial excludem x = 7(2n + 1)

. v X . o oo . - . o
pentru care nu exista tg -, iar la finele rezolvarii vom verifica daca x = w(2n + 1) verifica

2

. o - - e . . . x . 2t
ecuatia datd. Sa exprimdm sin x, cos x sl tg x prin tg S- SINX =5, COSX = _—73,
tgx =2
9x =1

Astfel ecuatia data ia forma:

8t 2(1 —t?) 6t 8t+2—-2t2 2-2t’+6t 4t+1—-t> 1—t?>+3t
1+ t2 1+ t? 1—1t2 1+t2 1—t2 1+¢? 1—t?
ot -7t2-2t+1) =0. (1)

Facand verificarea ne convingem ca x = m(2n + 1) nu sunt solutii ale ecuatiei date.
Una din solutiile ecuatiei algebrice (1) t = 0. Deci, tg g = 0, de unde x = 2km.

In baza teoremei despre radicinile rationale ale polinomului cu coeficienti intregi,
probam t = il;i%. Usor ne convingem ca t = —% este a doua solutie a ecuatiei.
Impartind polinomul 2t3 — —7t? — 2t + 1 la 2t + 1, obtinem ecuatia t? — 4t + 1 = 0,
care are 2 solutii: t = 2 +3,t =2 — /3.

Daca tg ’2—C= 2 ++/3, atunci sinx = % = %; acelasi rezultat il obtinem si
. . 2tg5
pentru tg ’2—6 == 2 —+/3 (s-a utilizat formula sinx = 1+tg22£).
2
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Deci,x=%+2kn,x=5§+2kn; tg gz—%, 32—C=—arctg %+kn, x =2km —arctg %

Raspuns: 2kr; %+ 2km; %T + 2km; 2km — 2arc tg %
Ex. 13. Sa rezolvam ecuatia sin®x + cos®x = a(sin*x + cos*x).
Pentru a < 0 ecuatia datd nu are solutii. Ulterior vom considera a > 0.
sinx + cos®x = (sin?x)3+(cos?x)3 =
= (sin’x + cos?x) (sin*x — sin®xcos?x + cos*x) =
sin*x + cos*x + 2sin®xcos?x — 3sin’xcos?x = (sin’x + cos?x)? — 3sin’xcos?*x
=1- zsinZZx.

. . . 1,
sin*x + cos*x = (sin®x + cos?x)? — 2sin®xcos’x = 1 — ESLnZZx.

Astfel ecuatia dati ia forma (1) 1 — Zsin2 2x =a(l— %sinZZx), de unde
4(a-1) 1—cos4x 4(
sau

a-1 .. 5-6a
= ) , de aici cos4x = . (2)
2a-3 2 2a-3 2a-3

sin?2x =
. 3 g 3 g g 3
Este necesar ca 2a — 3 # 0, adica a # pe Dacad a = 5 atunci din (1) rezultd 1 = p

. 3 . g .
deci pentru a = 5 ecuatia data nu are solutii.

5-6a 1
<1,deunde -<a < 1.
2a-3 2

5_6a+k7”, keZ.

2a-3

Pentru ca ecuatia (2) sd aiba solutii este necesar ca —1 <

. 1 : . 1
Deci, pentru ;=Sas 1 ecuatia (2) are solutiile x = + L arc cos

5-6a | k
a+7”, k eZ,

9 1 1
Raspuns: pentru SSas 1,x = izarc cos —
a—

1 . . o ..
pentru a < Pl pentru a > 1 ecuatia data nu are solutii.
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