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Rezumat. În articol sunt incluse, în principiu, ecuații trigonometrice cu un grad sporit de dificultate, care 

vor contribui la dezvoltarea învățământului matematic, la organizarea lucrului independent și diferențiat cu 

elevii din liceele cu profil real. 
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METHODOLOGY FOR SOLVING TRIGONOMETRIC EQUATIONS  

WITH AN INCREASED DEGREE OF DIFFICULTY 

Abstract. The article includes, in principle, trigonometric equations with an increased degree of difficulty, 

which will contribute to the development of mathematical education, to the organization of independent 

and differentiated work with students in high schools with a real profile. 
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Ex. 1. Să rezolvăm ecuația: cos4𝑥 − (𝑎 + 2)cos2𝑥 − (𝑎 + 3) = 0. 

Inițial vom determina discriminantul trinomului respectiv cu scopul de a examina 

valorile rădăcinilor acestuia ce se vor conține pe segmentul [-1; 1]. 

D = (𝑎 + 2)2 + 4(𝑎 + 3) = 𝑎2 + 8𝑎 + 16 = (𝑎 + 4)2. 

Deoarece discriminantul este un pătrat perfect, atunci ecuația dată: 

𝑐𝑜𝑠4𝑥 − (𝑎 + 2)𝑐𝑜𝑠2𝑥 − (𝑎 + 3) = 0 ⟺ [
𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

𝑎+2−𝑎−4

2

𝑐𝑜𝑠2𝑥 =
𝑎+2+𝑎+4

2

⟺ [𝑐𝑜𝑠
2𝑥 = −1    

𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑎 + 3
 ⟺

 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑎 + 3. 

Ecuația 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑎 + 3 va avea soluții numai pentru 0 ≤ 𝑎 + 3 ≤ 1, deci pentru 

−3 ≤ 𝑎 ≤ −2. 

𝑥 = ±𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 √𝑎 + 3 + 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍. 

Răspuns: 𝑥 = ±𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 √𝑎 + 3 + 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍, pentru −3 ≤ 𝑎 ≤ −2. 

Ex. 2. Pentru care valori ale parametrului a ecuația √𝑎 + √𝑎 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 are soluții? 

Ecuația √𝑎 + √𝑎 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⟺ {
0 ≤ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≤ 1,                 

𝑎 + √𝑎 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥
⇔

{
0 ≤ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≤ 1,                                  

𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑎 ≥ 0                                       
𝑎 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 =  𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 2𝑎𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑎2

             (1) 

Utilizând algoritmul rezolvării ecuației iraționale, am redus ecuația dată la un sistem 

echivalent cu aceasta. Ecuația a treia a sistemului (1) reprezintă o ecuație de gradul doi în 

raport  cu parametrul a:  𝑎2 − 𝑎(2 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 1) + (𝑠𝑖𝑛4𝑥 −  𝑠𝑖𝑛 𝑥) = 0.         (2) 

Calculăm discriminantul trinomului din stânga ecuației. 

D = (2 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 1)2  − 4(𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥) = 4 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 4 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 1 =  (2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 1)2 
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Discriminantul reprezintă un pătrat perfect, de aceea ecuația (2) are soluțiile: 

[
𝑎 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + sin 𝑥 + 1,

𝑎 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥        
⟺ [𝑠𝑖𝑛

2𝑥 + sin 𝑥 + 1 − 𝑎 = 0
𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑎 = 0        

 .          (3) 

Astfel, am obținut două ecuații și evident apare problema, pentru care valori ale 

parametrului a, măcar o soluție a acestor ecuații aparține segmentului [-1; 1]? 

Concomitent aceste ecuații se conțin în sistemul (1), care conține încă 2 condiții:  

{
0 ≤  𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≤ 1
𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑎 ≥ 0.

 

Ținând cont de aceste restricții, prima ecuație a totalității (3) nu are soluții. De aceea 

este suficient să rezolvăm numai ecuația a doua. Considerăm funcția 𝑓(𝑡) = 𝑡2 − 𝑡 − 𝑎, 

𝑡 ∈ [−1; 1]. Pentru că acest trinom pătrat să aibă pe segmentul [-1; 1] măcar o soluție, este 

necesar și suficient, ca ordonata vârfului parabolei să fie negativă, iar măcar în unul din 

punctele extreme ale segmentului [-1; 1] valoarea însuși a trinomului, din contra, 

nenegativă (abscisa vârfului parabolei este egală cu 
1

2
). 

Astfel, valorile căutate ale parametrului a sunt date în următoarele condiții: 

{

1

4
−

1

2
− 𝑎 ≤ 0

[
−𝑎 ≥ −0
2 − 𝑎 ≥ 0

      
 ⟺ {

𝑎 ≥ −
1

4

𝑎 ≤ 0    
  ⟺ −

1

4
≤ 𝑎 ≤ 0. 

Răspuns: −
1

4
≤ 𝑎 ≤ 0. 

Metoda a doua. Din condițiile ecuației rezultă că 0 ≤ sin 𝑥 ≤ 1. Notăm 𝑡 =

𝑠𝑖𝑛 𝑥, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 și considerăm funcția 𝑓(𝑡) = √𝑡 + 𝑎. Atunci pe segmentul [0; 1] pentru 

fiecare din valorile căutate funcția este monoton crescătoare. 

Ecuația se scrie sub forma 𝑓(𝑓(𝑡)) = 𝑡, care în baza monotoniei funcției va fi 

echivalentă cu ecuația 𝑓(𝑡) = 𝑡. Astfel: √𝑎 + √𝑎 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⟺ √𝑎 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 =

𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⟺ {
0 ≤ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≤ 1,               

𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑎 = 0
 

Utilizând metoda a doua, am ajuns la o ecuație unică, care probabil are soluții. 

Procedând, ca și în cazul precedent, obținem că −
1

4
≤ 𝑎 ≤ 0. 

Ex. 3. Să rezolvăm ecuația 𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥 = 𝑎.  

Pentru 𝑎 ≤ 0 ecuația dată nu are soluții. Ulterior vom considera 𝑎 > 0.  

Să efectuăm unele transformări identice asupra membrului stând al ecuației: 

𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥 = (𝑠𝑖𝑛2𝑥)3 + (𝑐𝑜𝑠2𝑥)3 =

= (𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥) ∙ (𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥) = 

= 𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 3𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

= (𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥)2 − 3 𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 −
3

4
𝑠𝑖𝑛22𝑥 = 

= 1 −
3

4
∙
1 − 𝑐𝑜𝑠4𝑥

2
=
5 + 3 𝑐𝑜𝑠4𝑥

8
 

Ilie Lupu

8



 

Astfel, ecuația dată ia forma: 
5+3 𝑐𝑜𝑠4𝑥

8
= 𝑎 ⟺  5 + 3 𝑐𝑜𝑠4𝑥 = 8𝑎 ⇔  𝑐𝑜𝑠4𝑥 =

8𝑎−5

3
, care are soluții pentru −1 ≤

8𝑎−5

3
≤ 1 ⟺ −3 ≤ 8𝑎 − 5 ≤ 3 ⟺  2 ≤ 8𝑎 ≤ 8 ⟺

 
1

4
≤ 𝑎 ≤ 1. 

De aceea, pentru 
1

4
≤ 𝑎 ≤ 1, 𝑐𝑜𝑠4𝑥 =

8𝑎−5

3
 ⟺ 4𝑥 = ±arccos

8𝑎−5

3
+ 2𝑘𝜋 ⟺  

𝑥 =  ±
1

4
arccos

8𝑎−5

3
+

𝑘𝜋

2
, 𝑘 ∈ 𝑍. 

Ex. 4. Să calculăm valorile parametrului p, pentru care ecuația 1 + 𝑝𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑝2 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥 

are soluții. 

Scriem ecuația sub forma 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑝𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 − 𝑝2 = 0 și considerăm funcția 𝑓(𝑡) =

𝑡2 + 𝑝𝑡 + 1 − 𝑝2. 

Ecuația dată va avea soluții numai în cazul, când măcar una din rădăcinile trinomului 

pătrat 𝑓(𝑡) va aparține [−1; 1]. Pentru aceasta este necesar să se verifice una din condițiile: 

sau 𝑓(1) ∙ 𝑓(−1) ≤ 0, sau 

{
 
 

 
 
𝐷𝑓 ≥ 0,        

𝑓′(−1) ≤ 0,

𝑓(−1) ≥ 0,

𝑓′(1) ≥ 0,   

𝑓(1) ≥ 0.   

 

Prima condiție corespunde cazului, când pe segmentul [−1; 1] este situată exact o 

rădăcină a trinomului, iar a doua – când ambele rădăcini aparțin segmentului dat. Valorile 

căutate ale parametrului sunt date de totalitatea acestor condiții.  

În primul caz obținem:  

(2 − 𝑝 + 𝑝2)(2 − 𝑝 − 𝑝2) ≤ 0 ⟺ (𝑝 + 2)(𝑝 + 1)(𝑝 − 1)(𝑝 − 2) ≤ 0 ⟺ 

⟺ [
−2 ≤ 𝑝 ≤ −1,
 1 ≤ 𝑝 ≤ 2       

⟺ 1 ≤ |𝑝| ≤ 2. 

În cazul al doilea obținem: 

{
 
 

 
 
5𝑝2 − 4 ≥ 0,       
𝑝 − 2 ≤ 0,          

−𝑝2 − 𝑝 + 2 ≥ 0,
𝑝 + 2 ≥ 0,         

−𝑝2 + 𝑝 + 2 ≥ 0

⟺

{
 
 

 
 |𝑝| ≥

2

√5
,     

−2 ≤ 𝑝 ≤ 2,
−1 ≤ 𝑝 ≤ 2,
−2 ≤ 𝑝 ≤ 1

⟺
2

√5
≤ |𝑝| ≤ 1 

Reuniunea soluțiilor obținute constituie inegalitatea 
2

√5
≤ |𝑝| ≤ 2. 

Răspuns: 
2

√5
≤ |𝑝| ≤ 2. 

Ex. 5. Să determinăm valorile parametrului 𝑎 ∈ 𝑅 pentru care soluțiile ecuației |𝑐𝑜𝑠2𝑥| =                         

= |𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑎| verifică restricția 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋. 

Ecuația dată este echivalentă cu totalitatea de două ecuații:  

𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑎      (1) 

𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 𝑎 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥.      (2) 
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Deoarece 𝑠𝑖𝑛2𝑥 =
1−𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
, ecuațiile (1) și (2) iau forma: 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

1−2𝑎

3
,  

𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 2𝑎 − 1. 

Ecuația 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =
1−2𝑎

3
 are soluții atunci și numai atunci când −1 ≤

1−2𝑎

3
≤ 1, adică 

−1 ≤ 𝑎 ≤ 2 și 𝑥 = 𝜋𝑛 ±
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1−2𝑎

3
, 𝑛 ∈ 𝑍. 

Ecuația 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 = 2𝑎 − 1 are soluții dacă și numai dacă −1 ≤ 2𝑎 − 1 ≤ 1, adică 

0 ≤ 𝑎 ≤ 1 și  𝑥 = 𝑚𝜋 ±
1

2
arccos(2a − 1),m ∈ Z. 

Deoarece 0 ≤
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1−2𝑎

3
≤

𝜋

2
 și 0 ≤

1

2
arccos (2𝑎 − 1) ≤

𝜋

2
, atunci ușor putem 

găsi soluțiile ecuației date care aparțin domeniului 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋. 

Răspuns: Pentru −1 ≤ 𝑎 ≤ 2 avem soluțiile 
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1−2𝑎

3
, 𝜋 ± 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1−2𝑎

3
, 

2𝜋 −
1

2
arccos

1−2𝑎

3
; pentru 0 ≤ 𝑎 ≤ 1 avem soluțiile 

1

2
arccos(2𝑎 − 1) , 

𝜋 ±
1

2
arccos (2𝑎 − 1), 2𝜋 −

1

2
arccos(2𝑎 − 1). 

Ex. 6. Să rezolvăm ecuația √17𝑠𝑒𝑐2𝑥 + 16(
1

2
𝑡𝑔 𝑥 ∙ 𝑠𝑒𝑐 𝑥 − 1) = 2𝑡𝑔 𝑥 (1 + 4 𝑠𝑖𝑛 𝑥). 

DVA: cos 𝑥 ≠ 0, 𝑥 ≠
𝜋

2
+ 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍. 

Aducem expresia de sub radical la forma: 

17𝑠𝑒𝑐2𝑥 + 16 (
1

2
𝑡𝑔 𝑥 ∙ 𝑠𝑒𝑐 𝑥 − 1) =

17

𝑐𝑜𝑠2𝑥
+
8𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠2𝑥
− 16 = 

=
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
(17 + 8 sin 𝑥 − 16 𝑐𝑜𝑠2𝑥) =

1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
(17 + 8 𝑠𝑖𝑛𝑥 − 16 + 16𝑠𝑖𝑛2𝑥) = 

=
1

𝑐𝑜𝑠2𝑥
∙ (16𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 8 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1) =

(4𝑠𝑖𝑛𝑥+1)2

𝑐𝑜𝑠2𝑥
. 

Astfel ecuația dată ia forma: 
|4 sin𝑥+1|

|𝑐𝑜𝑠𝑥|
= 2𝑡𝑔𝑥 ∙ (1 + 4𝑠𝑖𝑛𝑥). 

Dacă 4𝑠𝑖𝑛𝑥 + 1 = 0, atunci 𝑥 = 𝑛𝜋 + (−1)𝑛+1𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
1

4
, 𝑛 ∈ 𝑍.  

Fie 1 + 4𝑠𝑖𝑛𝑥 ≠ 0. Atunci examinăm 2 cazuri: 

1) pentru 1 + 4𝑠𝑖𝑛𝑥 > 0 avem sin 𝑥 > −
1

4
 și ecuația dată ia forma: 

1

|cos 𝑥|
= 2𝑡𝑔𝑥 sau 

2𝑡𝑔𝑥 × |cos 𝑥| = 1 care este echivalentă cu totalitatea a două sisteme: 

{
sin 𝑥 =

1

2
,

𝑐𝑜𝑠 𝑥 > 0;
    {

 

sin 𝑥 = −
1

2

𝑐𝑜𝑠 𝑥 < 0.
 ,  

Sistemul al doilea nu are soluții pentru 𝑠𝑖𝑛𝑥 > −
1

4
. Primul sistem are soluțiile: 

𝑥 =
𝜋

6
+ 2𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍. 

2) fie 1 + 4𝑠𝑖𝑛𝑥 < 0, adică 𝑠𝑖𝑛𝑥 < −
1

4
. Atunci ecuația dată ia forma 2𝑡𝑔𝑥 ∙ |cos 𝑥| = −1, 

care este echivalentă cu totalitatea a două sisteme {
sin 𝑥 = −

1

2
,

𝑐𝑜𝑠 𝑥 > 0;
    {

 

sin 𝑥 =
1

2
,

𝑐𝑜𝑠 𝑥 < 0.
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Sistemul al doilea nu are soluții pentru 𝑠𝑖𝑛𝑥 < −
1

4
, iar primul este verificat de  

𝑥 = −
𝜋

6
+ 2𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍. 

Răspuns: 𝑛𝜋 + (−1)𝑛+1𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛
1

4
, 𝑛 ∈ 𝑍; ±

𝜋

6
+ 2𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍. 

Ex. 7. Să rezolvăm ecuația √𝑡𝑔𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + √𝑡𝑔𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 2√𝑡𝑔𝑥 × 𝑐𝑜𝑠𝑥. 

Deoarece 𝑡𝑔𝑥 + sin 𝑥 = 𝑡𝑔𝑥(1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥) = 2𝑡𝑔𝑥 × 𝑐𝑜𝑠2
𝑥

2
, iar 𝑡𝑔𝑥 − sin 𝑥 =

2𝑡𝑔𝑥 × 𝑠𝑖𝑛2
𝑥

2
, ecuația dată ia forma: 

√2𝑡𝑔𝑥 × |𝑐𝑜𝑠
𝑥

2
| + √2𝑡𝑔𝑥 × |𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
| = 2√𝑡𝑔𝑥 × 𝑐𝑜𝑠𝑥 ⟺ 

⇔ √𝑡𝑔𝑥 (|𝑐𝑜𝑠
𝑥

2
| + |𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
|) = √2𝑐𝑜𝑠𝑥. 

De aici 𝑡𝑔𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍 (𝑡𝑔𝑥 > 0). 

Să rezolvăm ecuația |𝑐𝑜𝑠
𝑥

2
| + |𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
| = √2 × 𝑐𝑜𝑠𝑥, iar apoi să excludem pe acele 

soluții care nu verifică inecuația 𝑡𝑔𝑥 > 0. Ridicăm ambii membri la pătrat și pentru a păstra 

echivalența cerem ca 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≥ 0. Astfel obținem sistemul {1 +
|𝑠𝑖𝑛𝑥| = 2𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥 ≥ 0                    
. Deoarece 

2𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 2 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 2 − 2|𝑠𝑖𝑛𝑥|2, atunci obținem ecuația 2|𝑠𝑖𝑛𝑥|2 + |𝑠𝑖𝑛𝑥| − 1 = 0, 

de unde |𝑠𝑖𝑛𝑥| =
−1±3

4
. Însă |𝑠𝑖𝑛𝑥| ≥ 0, deci rămâne să rezolvăm ecuația |𝑠𝑖𝑛𝑥| =

1

2
, adică 

𝑠𝑖𝑛𝑥 = ±
1

2
, soluțiile fiind 𝑥 = 𝑘𝜋 ±

𝜋

6
, 𝑘 ∈ 𝑍. Dacă 𝑘 = 2𝑛 atunci 𝑐𝑜𝑠𝑥 = cos (±

𝜋

6
) > 0; 

însă dacă 𝑘 = 2𝑛 + 1, atunci 𝑐𝑜𝑠𝑥 = cos (𝜋 ±
𝜋

6
) < 0. 

Răspuns: 𝑘𝜋; 
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍. 

Ex. 8. Să rezolvăm ecuația 𝑠𝑖𝑛 4𝑥 = 𝑚𝑡𝑔𝑥, unde 𝑚 > 0. DVA: 𝑐𝑜𝑠𝑥 ≠ 0. 

Inițial exprimăm 𝑠𝑖𝑛4𝑥 prin 𝑠𝑖𝑛 𝑥 și 𝑐𝑜𝑠 𝑥: 𝑠𝑖𝑛 4𝑥 = 4𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 (2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 1), 

atunci ecuația ia forma: 

4𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 (2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 1) =
𝑚𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
⟺ 𝑠𝑖𝑛𝑥 [4𝑐𝑜𝑠𝑥(2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 1) −

𝑚

𝑐𝑜𝑠𝑥
] = 0. 

Dacă 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0, atunci 𝑥 = 𝑘𝜋. Acestea sunt soluțiile ecuației date, deoarece cos 𝑘𝜋 ≠ 0. 

Dacă expresia de sub parantezele pătrate este egală cu zero, adică: 

4𝑐𝑜𝑠𝑥(2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 1) −
𝑚

𝑐𝑜𝑠𝑥
= 0, 

atunci obținem ecuația bipătrată 8 𝑐𝑜𝑠4𝑥 − 4𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 𝑚 = 0, printre soluțiile căreia nu 

poate fi 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0. 

Rezolvând ecuația bipătrată, obținem 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =
1±√1+2𝑚

4
. Deoarece 𝑚 > 0, atunci în 

fața radicalului considerăm semnul plus (este evident că în acest caz 𝑥 ≠ 0). Utilizând 

formula 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =
1+𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
, transformăm ecuația la forma 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =

−1+√1+2𝑚

2
. Membrul 

stând al acestei ecuații este pozitiv. Pentru ca ecuația să aibă soluții, este suficient ca 

−1+√1+2𝑚

2
≤ 1 ⟺ √1 + 2𝑚 ≤ 3 ⟺ 𝑚 ≤ 4. 

Răspuns: pentru 𝑚 > 0, 𝑥 = 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍;  
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pentru 0 < 𝑚 ≤ 4, 𝑥 = ±
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1+√1+2𝑚

2
+ 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ 𝑍. 

Ex. 9. Să rezolvăm ecuația 𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛4𝑥 = 𝑎. 

Pentru 𝑎 ≤ 0 ecuația dată nu are soluții. Ulterior vom considera 𝑎 > 0. Scriem 

ecuația astfel: 

(𝑐𝑜𝑠2𝑥)2 + 2(𝑠𝑖𝑛2𝑥)2 = 𝑎 ⟺ (
1 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
)
2

+ 2 × (
1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥

2
)
2

= 𝑎 ⟺ 

⇔ 3𝑐𝑜𝑠22𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 4𝑎 = 0.     (1) 

Discriminantul trinomului (în raport cu cos2x) este 𝐷 = 48𝑎 − 32. Dacă 𝐷 < 0, 

adică 48𝑎 − 32 < 0 ⟹ 𝑎 <
2

3
 ecuația (1) nu are soluții reale. Pentru 𝑎 >

2

3
 ecuația (1) are 

2 soluții 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =
1±2√3𝑎−2

3
, de unde:  

𝑥 = 𝑘𝜋 ±
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1±2√3𝑎−2

3
, 

dacă −1 ≤
1±2√3𝑎−2

3
≤ 1. 

Inecuația −1 ≤
1+2√3𝑎−2

3
≤ 1 are soluțiile 

2

3
≤ 𝑎 ≤ 1, iar inecuația −1 ≤

1−2√3𝑎−2

3
≤ 1 are 

soluțiile 
2

3
≤ 𝑎 ≤ 2.  

Deci, 𝑥 = 𝑘𝜋 ±
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1±2√3𝑎−2

3
, dacă 

2

3
≤ 𝑎 ≤ 1 și 𝑥 = 𝑘𝜋 ±

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1−2√3𝑎−2

3
, 

dacă 1 < 𝑎 ≤ 2. 

Răspuns: pentru 𝑎 <
2

3
, ∅; pentru 

2

3
≤ 𝑎 ≤ 1, 𝑥 = 𝑘𝜋 ±

1

2
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠

1±√3𝑎−2

3
;  

pentru 1 < 𝑎 ≤ 2, 𝑥 = 𝑘𝜋 ± 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
1−2√3𝑎−2

3
. 

Ex. 10. Să rezolvăm ecuația 𝑎𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
− (𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛

3𝑥

2
) = 0.  

Scriem ecuația dată astfel: 

𝑎𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
− (2𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
𝑐𝑜𝑠

𝑥

2
+ 3𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
− 4𝑠𝑖𝑛3

𝑥

2
) = 0 ⟺ 

⇔ 𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
[𝑎 − 2𝑐𝑜𝑠

𝑥

2
− 3 + 4(1 − 𝑐𝑜𝑠2

𝑥

2
)] = 0 ⟺ 𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
(𝑎 − 2𝑐𝑜𝑠

𝑥

2
− 4𝑐𝑜𝑠2

𝑥

2
+ 1) = 0, 

de aici 𝑠𝑖𝑛
𝑥

2
=0, 𝑥 = 2𝑘𝜋; și 4𝑐𝑜𝑠2

𝑥

2
+ 2𝑐𝑜𝑠

𝑥

2
− (𝑎 + 1) = 0, de unde 𝑐𝑜𝑠

𝑥

2
=

−1±√4𝑎+5

4
, 

soluții reale pentru 

𝑎 ≥ −
5

4
.      (1) 

Deoarece |𝑐𝑜𝑠𝑥| ≤ 1, ecuația 𝑐𝑜𝑠
𝑥

2
=

−1±√4𝑎+5

4
 va avea soluții când: 

−1 ≤
−1±√4𝑎+5

4
≤ 1 ⟺ −4 ≤ −1 ± √4𝑎 + 5 ≤ 4 ⟺ −3 ≤ ±√4𝑎 + 5 ≤ 5. 

Rezolvăm separat fiecare din aceste 2 inegalități.  

1)−3 ≤ √4𝑎 + 5 ≤ 5. Inecuația din stânga este verificată de orice a din (1), iar cea din 

dreapta o scriem astfel: 4𝑎 + 5 ≤ 25, de unde: 𝑎 ≤ 5.           (2) 

Din (1) și (2) rezultă că 𝑐𝑜𝑠
𝑥

2
=

1+√4𝑎+5

4
 pentru −

5

4
≤ 𝑎 ≤ 5. 
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2) −3 ≤ −√4𝑎 + 5 ≤ 5. Aici inecuația din dreapta este verificată de orice a din (1), iar 

cea din stânga o scriem astfel: √4𝑎 + 5 ≤ 3 sau 4𝑎 + 5 ≤ 9, de unde 𝑎 ≤ 1.       (3) 

Din (1) și (3) rezultă că 𝑐𝑜𝑠
𝑥

2
=

−1−√4𝑎+5

4
 pentru −

5

4
≤ 𝑎 ≤ 1. 

Prin urmare, dacă 𝑎 < −
5

4
 sau 𝑎 > 5, avem numai 𝑥 = 2𝑘𝜋. Dacă 1 < 𝑎 ≤ 5, atunci 

𝑥1 = 2𝑘𝜋, 𝑥2 = ±2𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
−1+√4𝑎+5

4
+ 4𝑘𝜋; însă dacă −

5

4
≤ 𝑎 ≤ 1 atunci 𝑥1 = 2𝑘𝜋; 

𝑥2 = ±2𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
−1±√4𝑎+5

4
+ 4𝑘𝜋. 

Ex. 11. Să rezolvăm ecuația 𝑏 𝑐𝑡𝑔 𝑥 − 𝑏 𝑡𝑔 𝑥 − 5𝑎 𝑐𝑡𝑔 𝑥 = 4𝑎. DVA: 𝑥 ≠
𝑘𝜋

2
, 𝑘 ∈ 𝑍. 

Scriem ecuația dată astfel: 𝑏 𝑡𝑔2𝑥 + 4𝑎 𝑡𝑔 𝑥 + (5𝑎 − 𝑏) = 0.          (1) 

1) Dacă 𝑎 = 𝑏 = 0, obținem identitatea 0 = 0. Prin urmare, în acest caz orice valoare 

𝑥 ≠
𝑘𝜋

2
 verifică ecuația. 

2) Dacă 𝑎 ≠ 0, 𝑏 = 0, atunci ecuația ia forma 𝑐𝑡𝑔 𝑥 = −
4

5
, de unde 𝑥 = −𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑡𝑔

4

5
+ 𝑘𝜋. 

3) Dacă 𝑎 ≠ 0, 𝑏 = 5𝑎, atunci ecuația ia forma 5 𝑡𝑔 𝑥 + 4 = 0, de unde 𝑥 = −𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔
4

5
+ 𝑘𝜋. 

4) În sfârșit (pentru 𝑏 ≠ 0), dacă 𝑏 ≥ 𝑎 și 𝑎 ≤ 0, sau 𝑏 ≥ 4𝑎 ≥ 0, iar dacă 𝑏 ≤ 4𝑎 ≤ 0 

sau 𝑏 ≤ 𝑎 și 𝑎 ≥ 0, atunci, rezolvând ecuația (1) obținem 

𝑥 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔
−2𝑎±√4𝑎2−5𝑎𝑏+𝑏2

𝑏
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍. 

Ex. 12. Să rezolvăm ecuația 4 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 2 + 3 𝑡𝑔𝑥. 

Utilizăm metoda substituției universale 𝑡𝑔 
𝑥

2
= 𝑡. Inițial excludem 𝑥 = 𝜋(2𝑛 + 1) 

pentru care nu există 𝑡𝑔 
𝑥

2
, iar la finele rezolvării vom verifica dacă 𝑥 = 𝜋(2𝑛 + 1) verifică 

ecuația dată. Să exprimăm sin x, cos x și tg x prin 𝑡𝑔 
𝑥

2
: sin 𝑥 =

2𝑡

1+𝑡2
, cos 𝑥 =

1−𝑡2

1+𝑡2
, 

𝑡𝑔 𝑥 =
2𝑡

1−𝑡2
. 

Astfel ecuația dată ia forma: 

8𝑡

1 + 𝑡2
+
2(1 − 𝑡2)

1 + 𝑡2
= 2 +

6𝑡

1 − 𝑡2
⟺

8𝑡 + 2 − 2𝑡2

1 + 𝑡2
=
2 − 2𝑡2 + 6𝑡

1 − 𝑡2
⇔
4𝑡 + 1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
=
1 − 𝑡2 + 3𝑡

1 − 𝑡2
⇔ 

⇔ 𝑡(2𝑡3 − 7𝑡2 − 2𝑡 + 1) = 0.      (1) 

Făcând verificarea ne convingem că 𝑥 = 𝜋(2𝑛 + 1) nu sunt soluții ale ecuației date. 

Una din soluțiile ecuației algebrice (1) 𝑡 = 0. Deci, 𝑡𝑔 
𝑥

2
= 0, de unde 𝑥 = 2𝑘𝜋. 

În baza teoremei despre rădăcinile raționale ale polinomului cu coeficienți întregi, 

probăm 𝑡 = ±1;±
1

2
. Ușor ne convingem că 𝑡 = −

1

2
 este a doua soluție a ecuației. 

Împărțind polinomul 2𝑡3 − −7𝑡2 − 2𝑡 + 1 la 2𝑡 + 1, obținem ecuația 𝑡2 − 4𝑡 + 1 = 0, 

care are 2 soluții: 𝑡 = 2 + √3, 𝑡 = 2 − √3. 

Dacă 𝑡𝑔 
𝑥

2
= 2 + √3, atunci 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2(2+√3)

1+(2+√3)2
=

1

2
; același rezultat îl obținem și 

pentru 𝑡𝑔 
𝑥

2
== 2 − √3 (s-a utilizat formula 𝑠𝑖𝑛𝑥 =

2𝑡𝑔
𝑥

2

1+𝑡𝑔2
𝑥

2

).  
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Deci, 𝑥 =
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋, 𝑥 =

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋;  𝑡𝑔 

𝑥

2
= −

1

2
,  
𝑥

2
= −𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 

1

2
+ 𝑘𝜋, 𝑥 = 2𝑘𝜋 − 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 

1

2
. 

Răspuns:  2𝑘𝜋;  
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋;   

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋;   2𝑘𝜋 − 2𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 

1

2
. 

Ex. 13. Să rezolvăm ecuația 𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥 = 𝑎(𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥). 

Pentru 𝑎 ≤ 0 ecuația dată nu are soluții. Ulterior vom considera 𝑎 > 0.  

𝑠𝑖𝑛6𝑥 + 𝑐𝑜𝑠6𝑥 = (𝑠𝑖𝑛2𝑥)3+(𝑐𝑜𝑠2𝑥)3 = 

= (𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥)(𝑠𝑖𝑛4𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥) = 

𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 −  3𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 = (𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥)2 − 3𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 

= 1 −
3

4
𝑠𝑖𝑛22𝑥. 

𝑠𝑖𝑛4𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥 = (𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥)2 − 2𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 −
1

2
𝑠𝑖𝑛22𝑥. 

Astfel ecuația dată ia forma (1)  1 −
3

4
𝑠𝑖𝑛22𝑥 = 𝑎(1 −

1

2
𝑠𝑖𝑛22𝑥), de unde 

𝑠𝑖𝑛22𝑥 =
4(𝑎−1)

2𝑎−3
 sau 

1−𝑐𝑜𝑠4𝑥

2
= 

4(𝑎−1)

2𝑎−3
 , de aici 𝑐𝑜𝑠4𝑥 =

5−6𝑎

2𝑎−3
.  (2) 

Este necesar ca 2𝑎 − 3 ≠ 0, adică 𝑎 ≠
3

2
. Dacă 𝑎 =

3

2
 atunci din (1) rezultă 1 =

3

2
, 

deci pentru 𝑎 =
3

2
 ecuația dată nu are soluții. 

Pentru ca ecuația (2) să aibă soluții este necesar ca −1 ≤
5−6𝑎

2𝑎−3
≤ 1, de unde 

1

2
≤ 𝑎 ≤ 1. 

Deci, pentru 
1

2
≤ 𝑎 ≤ 1 ecuația (2) are soluțiile 𝑥 = ±

1

4
𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠

5−6𝑎

2𝑎−3
+

𝑘𝜋

2
, 𝑘 ∈ 𝑍. 

Răspuns: pentru 
1

2
≤ 𝑎 ≤ 1, 𝑥 = ±

1

4
𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠

5−6𝑎

2𝑎−3
+

𝑘𝜋

2
, 𝑘 ∈ 𝑍; 

               pentru 𝑎 <
1

2
 și pentru 𝑎 > 1 ecuația dată nu are soluții. 

Prezenta lucrare se adresează celor interesați de succesul studierii matematicii, 

precum și cadrelor didactice. Lucrarea vine să înlesnească munca profesorului, elevului, 

studentului, constituind un adevărat ghid metodologic. 
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