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Rezumat. Mecanica este primul compartiment al fizicii studiat in invatamantul universitar. in acest
compartiment se formeaza un sir de notiuni si concepte, care sunt folosite ulterior in alte compartimente. O
cunoastere bund a mecanicii poate permite studentilor de a insusi mai bine celelalte capitole ale fizicii.
Printre notiunile fundamentale ale fizicii se numara inertia unui corp. Masurd a inertiei unui corp in
miscarea lui de translatie este masa inertiald. Aceastd mdrime fizica se intilneste destul de des. Mult mai
rar se folosesc notiunile de momente de inertie, care descriu inertia unui corp intr-o miscare de rotatie.
Determinarea acestor momente este necesara la descrierea miscérilor de rotatie. Materialul expus 1n acest
articol poate servi in calitate de suport pentru studentii, care studiaza cursul de Mecanica Teoretica.
Cuvinte cheie: invatamant universitar, studiul mecanicii, sistem de puncte materiale, impuls, masa, centru
de masa, momente de inertie.

FORMATION OF THE CONCEPTS OF MOMENTS OF INERTIA
OF MECHANICAL SYSTEMS WITHIN THE FRAMEWORK
OF THEORETICAL MECHANICS

Abstract. Mechanics is the first branch of physics studied in university education. In this branch, a series
of concepts and notions are formed, which are subsequently used in other branches. A good understanding
of mechanics can enable students to better grasp other chapters of physics. Among the fundamental
concepts of physics is the inertia of a body. The measure of the inertia of a body in its translational motion
is the inertial mass. This physical quantity is encountered quite often. Much less frequently used are the
notions of moments of inertia, which describe the inertia of a body in rotational motion. Determining these
moments is necessary for describing rotational movements. The material presented in this article can serve
as a support for students studying the course of Theoretical Mechanics.

Keywords: university education, mechanics study, system of material points, impulse, mass, center of

mass, moments of inertia.

Introducere

Miscarea mecanicd a corpurilor se studiaza in cadrul mecanicii, primul compartiment
al fizicii studiat In invatdmantul universitar. O cunoastere bunad a mecanicii poate permite
studentilor de a Tnsusi mai bine celelalte capitole ale fizicii, prin urmare este importanta
formarea si Insusirea corectd a notiunilor principale ale acestui domeniu. Unul din
compartimentele mecanicii se ocupa cu studierea corpurilor rigide. Rigidul este un model
al unui corp solid, care nu se deformeaza. Un rigid poate efectua o diversitate de miscari,
care pot fi destul de complicate. O miscare elementard a unui rigid poate fi descrisa destul

de bine, dacd combinam in modul cuvenit douad miscari simple: de translatie si de rotatie
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[1, pp.217 — 222]. Un exemplu de o astfel de miscare este rostogolirea unui cilindru pe
un plan inclinat. Cilindrul se roteste in jurul axei sale, i1ar aceastd axa indeplineste o miscare
de translatie.

Printre notiunile fundamentale ale fizicii se numara inertia unui corp. Pentru a descrie
miscarea de rotatie a unui rigid este necesar de a cunoaste momentele lui de inertie, in
special, in raport cu axa de rotatie [2, pp.146 — 149]. Problemele referitoare la
determinarea momentelor de inertie sunt destul de importante in tehnica. Exemple de
rotatii: elicele unui ventilator, arborele volant al motorului unui automobil, rotile unui
vehicul, pedalele unei biciclete etc. Dacd cunoastem momentele de inertie ale unor parti
componente rotitoare ale unei instalatii tehnice, care trebuie elaborata, atunci vom reusi sa
realizam un proiect destul de calitativ.

Notiunile de momente de inertie se aplica si la modelul unui sistem de puncte

materiale. lar un rigid este un caz particular al unui asa sistem.

1. Impulsul unui sistem de puncte materiale

Un sistem de puncte materiale reprezintd o totalitate de puncte materiale, care
interactioneaza reciproc si sunt concentrate intr-o anumita regiune limitata a spatiului. in
calitate de exemplu poate servi sistemul solar, in care interactiunile se datoreaza atractiei
universale dintre corpurile, care formeaza acest sistem.

Miscarea mecanicd a unui corp are un caracter relativ. Pentru a descrie miscarea
trebuie sa alegem un sistem de referinta. In continuare vom lucra intr-un sistem de referinta
fix, adica absolut. Vom alege pentru acest sistem de referintd un sistem de coordonate
cartezian de dreapta OXYZ.

Examinam un sistem de puncte materiale cu masele m; (in continuare i va reprezenta
numirul de ordine al punctului material), care se misca in spatiu. Intr-un moment arbitrar
de timp vitezele lor sunt ¥;, iar impulsurile:

P, =m; 7 (D).

Aceste impulsuri pot varia in timp datoritd fortelor, care actioneaza asupra punctelor
materiale respective. Notam prin ﬁi rezultanta fortelor aplicate punctului i. O parte din
aceste forte sunt interioare. Ele sunt exercitate de celelalte puncte din sistem. Notam suma
lor prin ﬁii". O alta parte o reprezintd fortele exterioare, care vin din partea corpurilor, care
nu fac parte din sistem. Notdm suma lor prin F£*. Evident, ci:

o R (2).

Din legea de bazd a dinamicii unui punct material rezultd, ca derivata in raport cu
timpul a impulsului unui punct material este egala cu rezultanta fortelor, care actioneaza
asupra acestui punct [3, p.73]:
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dP,
dt
Ecuatii de acest fel se pot scrie pentru toate punctele sistemului. Adundm aceste

— ﬁi — ﬁiin + ﬁiex (3)

ecuatii parte cu parte si grupam aparte fortele interioare si cele exterioare:

dPp, y R
= Z Fi" + Z Ff~ (4).
i i i

Trebuie sa ne clarificam cu fiecare din sumele din aceasta expresie. Incepem cu prima

dﬁi_dzﬁ
Sdt  dtla "
l L

Suma geometricd a impulsurilor particulelor unui sistem se numeste impuls al

si o transformam:

sistemului:
ﬁ=zﬁi=2(mi'5i) (5).
i i
Obtinem:
dP, d z 5 _dP ]
Ldt  dtZatT dt (6)-

L L

Cea de-a doua suma din (4) reprezintd suma geometrica a tuturor fortelor interioare
din sistem. Vom determina aceasta suma pentru cazul simplu al unui sistem format din 3

particule, care se atrag reciproc.

2
F2, ﬁzg
Fi; F3,
1 —> « 3
Fi3 F34

Figura 1. Fortele de interactiune dintre particulele sistemului

Prezentam fortele interioare (fig.1) si determinam suma lor geometrica. Expresiile de
tip ﬁiin pentru cele 3 particule au forma:
ﬁfn = ﬁ12 + ﬁ13:
ﬁzm = ﬁ21 + ﬁ23:
Fi" = Fy; + F,.

Astfel, suma examinata:
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—)in > in -5 in 5 in
Z Fi = F1 + FZ + F3 )
i

Z FI" = Fy + Fig+ Fyy + Fas + F31 + Fyy,
;

Z ﬁiin = (ﬁlz + ﬁz:l) + (ﬁ13 + ﬁ31) + (ﬁ23 + ﬁ32).
i

Prima paranteza de aici descrie interactiunea dintre primele doua particule. Ele se
atrag reciproc cu forte egale ca modul si opuse ca sens in conformitate cu legea a treia a lui
Newton si obtinem:

Fiz = —F3, Fip + F5 = 0.
in mod analog pentru celelalte doua paranteze se obtine:
ﬁ13 + ﬁ31 = 0, ﬁ23 + ﬁ32 = 0

Deci, suma geometrica a tuturor fortelor interioare din sistem este egala cu zero:
in _
Y En=0 )
i
Aceasta concluzie ramane valabila pentru orice sistem.
Ultima suma din expresia (4) reprezintd suma geometrica a tuturor fortelor exterioare,

care actioneaza asupra particulelor din sistem si se numeste vector principal al fortelor

exterioare:
> o= e ().
i
Substituim expresiile (6,7 si 8) in (4) st obtinem:
dP
— =F% 9).
T 9

Aceastd expresie reprezintd teorema variatiei impulsului unui sistem de puncte
materiale: derivata in raport cu timpul a impulsului unui sistem de puncte materiale este
egald cu vectorul principal al fortelor exterioare aplicate sistemului.

Un sistem se numeste inchis, daca asupra particulelor lui nu actioneaza forte din
exterior (ﬁ €* = 0). Din (9) rezulta, ca impulsul unui sistem inchis nu variaza:

dP L
T 0, P = const (10).

Aceasta expresie reprezintd teorema conservarii impulsului unui sistem mecanic si se

aplica pe larg la rezolvarea problemelor despre ciocnirile dintre corpuri.
2. Momentul impulsului unui sistem de puncte materiale

Revenim la cazul general al unui sistem arbitrar. Pozitiile punctelor materiale in

sistemul de referintd ales sunt indicate de vectorii de pozitie 7;. Conform definitiei
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momentele impulsurilor particulelor in raport cu originea sunt determinate de expresiile
[4, p.132]:

L= [#, x P] (11).

Momentul impulsului sistemului in raport cu originea este o suma geometrica a

momentelor particulelor lui:

L= Z[Fi x P (12).

l

La miscarea particulelor aceste momente pot varia. Variatia li L poate fi descrisa cu
ajutorul derivatei lui in raport cu timpul:

d_z_iz[*xﬁ]_Zirxﬁ]_z d ah
dt_dtiri i_idtri i_i t|)

Exprimam derivatele din partea dreapta. Prima din ele reprezinta viteza punctului i,

-

iar cea de-a doua determina rezultanta fortelor aplicate acestui punct:

i, dP,
—_— ‘U,’
dt ¢

{

E =F = Filn + Fiex_

Obtinem:
dz = D = Lin [ ex
== > ([ x B + [y x (Fin + E))).
i
In aceasta expresie avem [¥; X 131] = 0, deoarece #; 11 P,. Obtinem:

%=Z[Fixﬁiin]+2[ﬁxﬁi”.

Sumele din aceastd expresie reprezintd momentele rezultante ale fortelor interioare si
ale celor exterioare respectiv [5, pp.176 — 178]:

[7‘1 . ﬁiin] _ Miin’ [ﬁ % ﬁiex] _ Miex-
Astfel, derivata examinata va fi egala cu:
d_L = Z ﬁ.in + M.ex (12).
dt i . i

i i
Trebuie sd ne clarificdim cu aceste sume. Suma geometricd a momentelor tuturor
fortelor exterioare, care actioneaza asupra particulelor sistemului se numeste moment
principal al fortelor exterioare:
viex — prex
z Mex = M (13).
i

Suma geometrica a tuturor fortelor interioare din sistem:

AR LRy AR A VA
i - 1 2 3
i
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Determindm aceastd suma pentru sistemul din 3 particule prezentat in fig.1. Asupra
primei particule actioneaza fortele 1312, ﬁlg. Momentele lor sunt Mlz, M13. Astfel:
— in — —
Ml = M12 + M13.
In mod analog pentru celelalte doui particule avem:
— in — — — in — —
M; = My + Mys, Mz = M3, + Ms,.
Deci, obtinem:
— in — — — — — —
Mi =M12+M13+M21+Mz3+M31 +M32.
i
Este comod de a examina interactiunile dintre particule grupandu-le in perechi.

Grupam termenii din aceasta expresie:

Zﬁiln = (1—\4_)12 + ]—W_)Zl) + (1—\4_)13 + M31) + (M_)23 + M-):gz) (14‘)
i

Prima parantezd de aici corespunde interactiunii dintre primele doua particule.

Folosim fig.2 pentru a exprima momentele din aceasta paranteza.

2
F1
7y
> Ry
F,
1
7y
0

Figura 2. Referitor la determinarea momentelor fortelor de interactiune
dintre primele doua particulele ale sistemului

Folosim definitia momentelor fortelor, transformam si obtinem:
My, = [71 X F12]: Fi, = —Fy,
My, = [72 X F21] = _[?2 X Flz]:
My, + My, = [F1 X F12] - [Fz X F12] = [(F1 —7,) X FlZ]'

Din fig. 2 se poate observa, ca vectorul de pozitie al primului punct in raport cu cel

de-al doilea se poate exprima prin diferenta:
Rlz - Fl - ?2.

Obtinem, in final, un produs vectorial dintre doi vectori antiparaleli (ﬁlz ™ ﬁlz), care

este egal cu zero:

MIZ + MZl == [ﬁlz X ﬁlZ] - 0.
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Celelalte doud paranteze din (14) la fel vor fi egale cu zero din considerente
asemanatoare:

M13 + M31 - 0, M23 + M32 == 0.

Astfel, am demonstrat, cd suma geometricd a momentelor fortelor interioare din

> i = (15).

Aceasta concluzie la fel este valabild pentru orice sistem.

sistem este egald cu zero:

Substituim (13) si (15) in (12) si obtinem teorema despre variatia momentului
impulsului unui sistem de puncte materiale: derivata in raport cu timpul a momentului
impulsului unui sistem de puncte materiale este egald cu momentul principal al fortelor

exterioare aplicate sistemului:

dL  _,
E = Mex (16)
Daci sistemul este inchis, atunci Mé* = 0 st momentul impulsului sdu nu variaza:
dL S
i 0, L = const (17).

Am obtinut teorema despre conservarea momentului impulsului unui sistem mecanic.

3. Centrul de masa al sistemului de puncte materiale
Centrul de masa (CM) al unui sistem de puncte materiale reprezintd un punct

geometric al spatiului, pozitia carui este determinata de expresia:
, 1 ,
Te =— Z(miri) (18).
m .
l

Aici m este masa sistemului (m = );m;). La miscare vectorii de pozitie ai
particulelor 7; variaza si, in rezultat, poate varia si pozitia CM. Pentru a descrie miscarea

centrului de masa in sistemul de referinta fix transformam (18) si derivam in raport cu

) ) a7, dF
mrc:Z(miri); mE:Z mia .

timpul:

4 4

Derivatele din aceasta expresie reprezinta vitezele CM si ale particulelor respectiv:

ar, dr;
ar = Ve ar =
Folosim (5) si obtinem:
i
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Deci, impulsul unui sistem este egal cu impulsul, pe care I-ar avea CM, dacd in el ar
fi concentrata toatd masa sistemului. Derivam aceasta expresie 1n raport cu timpul, folosim
(9) si obtinem legea de miscare a CM [6, pp.156 — 157]:

dv, dP
m = — = Fex 20).
dt dt (20)
Daci sistemul este inchis, atunci Fé* = 0 si pentru un asa sistem avem:
dv,
=0, U. = const 21).
dt C ( )

Deci, centrul de masa al unui sistem inchis se misca rectiliniu si uniform. Centrul de
masa al sistemului inchis se mai numeste centru de inertie al lui. Daca de CM al sistemului

inchis vom atasa un sistem de referintd mobil, atunci el va fi inertial.

e ——
o -
- -,

<8 ® 3 T .

Figura 3. Pozitia punctului i in sistemele de referinta fix si al CM
Miscarea particulelor poate fi descrisa si in sistemul CM. Pozitiile lor in acest sistem

sunt indicate de vectorii }_2)1-. Legéatura dintre vectorii de pozitie din aceste doua sisteme de
referinta se poate stabili cu ajutorul fig.3:

f=7 4R (22).

Evident, cd pentru pozitia CM 1in sistemul de referinta al CM vom obtine ﬁc = 0.

Folosim definitia CM pentru acest sistem de referintd si obtinem:
mﬁc = Z(miﬁi), Z(mlﬁl) =0 (23)
i i

Ultima expresie se foloseste destul de des atunci, cand se descrie miscarea

particulelor in sistemul de referinta al CM.

4. Momente de inertie ale unui sistem de puncte materiale
Momentele de inertie ale unui corp descriu cantitativ inertia lui la miscarea de rotatie.
Pentru un sistem de particule se definesc momente de inertie in raport cu anumite puncte

(momente polare), axe (momente axiale) si plane (momente planare). La calculele acestor
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momente conteazd masele particulelor si distantele lor pand la punctul, axa sau planul
respectiv.

Momentul de inertie al unui sistem de puncte materiale in raport cu un punct (axa sau
plan) este o suma a produselor maselor particulelor lui la patratele distantelor lor pana la
punctul (axa sau planul) de reper. Aceste momente de inertie corespund diferitor
configuratii ale sistemului si pot varia la miscarea particulelor. Mai importante in practica
sunt momentele axiale.

Astfel, daca pozitiile particulelor in sistemul de referinta fix (in raport cu p.O) sunt
indicate de vectorii 77, atunci momentul de inertie al sistemului in raport cu p.O va fi:

Jo = Z(miriz) (24).
l

Daca am ales sistemul CM, atunci pozitiile particulelor sunt indicate de vectorii ﬁi s

momentul de inertie 1n raport cu p.C va fi:
o= ) (miR?) 25)
i

Vom stabili legatura dintre aceste doud momente de inertie folosind fig.3 si expresiile

(22) si (23):
jo = Z(m r?) = Z(m 7)) = Z (mi(F + ﬁ.)z),
jo = Z (ml(rc +27 R, + Rz) = 72 Zml + ZrCZ(m R)+ Z(m R?),
Z(miRi) =0, jo =mré + Z(miRiZ),

Jo =Jjc +mré (26).
Alegem o axa de reper 00" si stabilim distantele p; de la particule pana la aceasta
axa. Momentul axial de inertie in raport cu aceasta axa va fi [1, pp.227 — 228]:

]OO - Z(mlpl (27)-

Alegem o altd axa de reper CC*, care trece prin CM si este paraleld cu axa 00".
Notam prin b; distantele de la particule pana la axa CC*. Momentul axial de inertie n raport
cu aceastd axa va fi:

Jec = Z(mibiz) (28).
i

Vom stabili legatura dintre aceste doua momente folosind fig.4, unde au fost indicate

si niste distante suplimentare. Vom folosi pe larg relatiile valabile pentru triunghiurile

dreptunghice din aceasti figura. Incepem cu p?, care se contine in (27):

pf =17 —gf, 9i=9gc+fi
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pf =1 —(gc+ f)* =17 —g¢ —29¢fi — [
gé =1¢ = pé, f¢ = R} — b,
pi =1 —1¢ +pt—2gcfi — R} + b7,

Joo = Z(mzp E(m-(r-z —1¢ +pé —2gcfi — R + biz))'

Joo —Z(m ) —1¢ zm +Pc2m _zgczmifi_Z(miRiZ)‘l'Z(mibiz)-

0*
) Pi iob
pr > M ’
® ﬁi fi
Pc
9i_< A c
dc Fi °
- %
Y

Figura 4. Referitor la determinarea momentelor axiale de inertie

Proiectam (23) pe axa CC™:

Z(miﬁi) =0, Emlfi = 0.

1

Folosim expresiile anterioare si obtinem:
Joo = Jo —mré + mp¢ — jc + Jec-

Substituim aici (26), notdm pentru comoditate distanta dintre cele doud axe p. = a

si obtinem:
Joo =Jcc +ma? (29).

Am obtinut teorema lui Steiner [7, pp.80 — 82]: momentul de inertie al unui sistem
de puncte materiale in raport cu o axa arbitrara este egal cu suma dintre momentul ei de
inertie in raport cu o axa, care este paralela cu prima si trece prin centrul lui de masa si
produsul dintre masa sistemului si patratul distantei dintre aceste axe.

Momentul /.. se calculeaza usor atunci, cand axa respectiva este o axd de simetrie
materiald a sistemului.

Alegem un plan de reper II si stabilim distantele h; de la particule pana la acest plan.

Momentul planar de inertie in raport cu acest plan va fi:
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Ja =) (mih?) (30).

Momentele planare luate aparte nu prezintd interes. Ele pot fi calculate usor pentru
un sistem ce poseda plane de simetrie materiala si, de reguld, se folosesc pentru a calcula
mai usor momentele axiale. Aceste calcule sunt necesare atunci, cand axele de reper alese

pentru calculul momentelor axiale nu sunt si axe de simetrie materiald ale sistemului.

Concluzii

Momentele axiale de inertie ale unui corp sunt o masurd a inertiei lui la rotatia in jurul
axelor date. Un moment de inertie, Tn general, este o marime fizicd tensoriald, care exprima
masura prin care un corp se opune modificarii starii sale de repaus relativ sau de miscare
de rotatie uniforma la actiunea unui moment al unei forte, care poate modifica stare de
miscare a lui. Se mai poate spune, cd momentul de inertie este o masurd a faptului cat de
greu este sd modifici viteza de rotatie a corpului dat. Momentul de inertie este analog masei
inertiale la miscarea de translatie.

Cunoasterea momentelor de inertie este necesara pentru a calcula energia cinetica la
rotatie [1, pp.236 — 237] si pentru a confectiona dispozitive tehnice cu rotatii cat mai
efective. Astfel, folosind reperele expuse mai sus, studentii isi vor forma, insusi si utiliza
corect notiunilor principale ale mecanicii, primul compartiment al fizicii studiat in
invatdmantul universitar, ceea ce le va permite sa insuseasca mai bine celelalte capitole ale

fizicii.
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