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Rezumat. In articol sunt examinate definitia si proprietitile congruentelor si sunt propuse si rezolvate
exemple concrete de aplicare a lor la rezolvarea problemelor matematice prin diverse metode si strategii.
Cuvinte cheie: rezolvarea problemelor matematice, congruentd, modulo, modul al congruentei, termen al
congruentei, membru al congruentei, numere reciproc prime.

THE ROLE OF CONGRUENCES
IN SOLVING MATHEMATICAL PROBLEMS

Abstract. In the article, the definition and properties of congruences are examined, and concrete examples
of their application to solving mathematical problems through various methods and strategies are proposed
and solved.
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Doua numere intregi a si b se numesc congruente modulo m daca, fiind impartite la
numarul natural m, dau unul si acelasi restr, unde 0 < r < m.
Notatia congruentei este: a = b (mod m). Se citeste a este congruent cu » modulo
m. Numarul m se numeste modul al congruentei a = b (mod m).
Daca a = b (mod m), atunci:
a) a = b+ mt, unde ¢ este numar Intreg;
b) Diferenta a — b se divide cu m.
Invers, dacd a = b + mt sau a — b se divide cu m, atunci a = b (mod m).
Notiunea si notatia ,,=" au fost introduse de K. Gaus in anul 1801.
Proprietatile congruentelor.

1°. Dacd a = ¢ (mod m) si b = ¢ (mod m), atunci a = b (mod m).

2°. Congruentele modulo m pot fi adunate termen cu termen
Fie a; = b;(mod m), a, = b,(mod m), ..., a, = b,(mod m), atunci a; = b; +
mt,, a, = b, + mt,, ..., a, + b, + mt,.
Prin urmare, a, + a,+...+a, = (b; + b,+...+b,)(mod m).
Consecinta 1. Orice termen al congruentei poate fi transferat dintr-un membru in altul
cu semnul opus.
Consecinta 2. Orice membru al congruentei poate fi adunat cu un numar arbitrar egal
cu multiplul modulului.

3°. Congruentele modulo m poate fi inmultite membru cu membru.
Consecinta 1. Ambii membrii ai congruentei pot fi ridicati la aceeasi putere.
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Daca a = b (mod m), atunci a" = b" (mod m).
Consecinta 2. Ambii membrii ai congruentei pot fi Inmultiti cu unu si acelasi numar.
Daca a = b (mod m), atunci ak = bk (mod m).

4°. Ambii membri ai congruentei pot fi impartiti la divizorul lor comun, daca acest
divizor si modulul sunt numere prime intre ele.
Fie a = b (mod m), a = a;d si b = b,d, iar (m,d) = 1. Obtinem a — b = (a; —
b,)d i m. Insa (m,d) = 1 si de aceea (a, — b;) i m. Deci, a, = b, (mod m).

5°. Ambii membri ai congruentei si modulul pot fi inmultiti cu unul si acelagi numar
intreg. Daca a = b (mod m), atunci ak = bk (mod mk).

6°. Ambii membri ai congruentei si modulul pot fi impartiti la divizorul lor comun. Fie
a = b (mod m),unde a = a,d, b = b;d, m = m,d,atuncia = b + mt saua,d =
b,d + m,td, de unde a; = b; + m;t. Deci, a; = b;(mod m).

7°. Dacad numerele a si b sunt congruente pentru citiva moduli, atunci ele sunt congruente
modulo m, unde m este cel mai mic multiplu al acestor module.
Fie a = b (mod m,), a = b (mod m,), ..., a = b (mod my,), atunci a — b se divide
cu my, m,, ..., m;. Prin urmare, a — b se divide cu cel mai mic multiplu comun m al
acestor module. Deci, a = b (mod m).

8°. Dacid a = b (mod m), atunci a = b (mod d), unde d este divizorul numirului m.

9°. Dacd un membru al congruentei si modulul se divid cu un numdr intreg arbitrar, atunci
st celdlalt membru al congruentei se divide cu acest numar.
Daca a = b (mod m), atunci a = b + mt. Fie ca a si m se divid cu numadrul k, adica
a=ak, m=mk.Atuncib = a—mt = k(a, —myt),decib : k.

Exemplul 1. Si demonstrim ci (2%° + 73%) ¢ 13.

Rezolvare:

Deoarece 2* =16 =13 + 3, 72 =49 = 13 x 4 — 3, rezultd ci 2* = 3(mod 13),
7% = —3 (mod 13). RidicAnd ambii membri ai fiecdrei congruente la puterea a 15,
obtinem 2°° = 3% (mod 13), 73°° = —3'° (mod 13). Adunind aceste congruente,

obtinem 2% + 73° = 0 (mod 13). Deci, (2°° + 73°) : 13.
Exemplul 2. impartind numarul N la 3 si la 37 se obtin respectiv resturile 1 si 33. Sa
calculdm restul impartirii numarului N la 111.
Rezolvare:

Stim c¢a 111 = 3 x37. Deoarece N = 1(mod3) si N =33 (mod37) =
—4 (mod 37), rezulta ca N =1+ 3x si N = —4 + 37y, unde x si y sunt numere intregi
arbitrare.

Prin urmare, 1 + 3x = —4 + 37y,deunde x =12y + %5

. n . o o < y—5 A
Deoarece x si y sunt numere intregi, rezulta cad numarul = de asemenea este intreg,

adica (y —5) i 3, deci y — 5 = 3k, y = 3k + 5, unde £ este un numar intreg. Deoarece
N =—4 + 37y, obtinem: N = -4+ 37 (3k+5)=—-4+ 111k + 185 = 181 + 111k.
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Prin urmare, N = 181 (inod 111) = 70 (mod 111). Astfel, impartind numarul N la
111 obtinem restul 70.

Exemplul 3. Si demonstrim, ci pentru n natural numirul 122"+ + 11™*2 se divide cu
133.
Rezolvare:

Stim cd: 122" = 12 x 122" = 12 x 144™. Insd 144 = 11 (mod 133) si de aceea
conform consecintei 1, 144™ = 11" (mod 133). Inmultind cu 12 obtinem (conform
consecintei  2): 12 X 144™ = 12 x 11" (mod 133). Deci, 122"*1 =12 x
11" (mod 133). Ulterior, 11™*2 = 121 x 11™. Insd de obicei 121 = —12 (mod 133),
atunci 121 x 11" = —12 x 11"(mod 133), adicd 11"*? = —12 x 11" (mod 133).
Adunand congruentele 1221 = 12 x 11" (mod 133), 11™2 = —12 %
11" (mod 133) (proprietatea 2°), obtinem 12%"*! + 11™*% = 0 (mod 133), deci
numirul 122"*1 + 11™*2 se divide cu 133.

Exemplul 4. Si demonstrim ci numirul (3299° + 6)8 — 1 se divide cu 112,
Rezolvare:

Scriem numadrul 112 ca produs a doud numere reciproc prime 112 =7 X 16.
Deoarece 3299 =7 X 471+ 2, atunci 3299 =2 (mod 7); de unde 3299°=
32 (mod 7) = 4 (mod 7); ulterior 3299° + 6 = 10 (mod 7) = 3 (mod 7); prin urmare
(3299° + 6)° = 3°(mod 7) = 1 (mod 7), deoarece 3°=729=7x104+1 si de
aceea (3299° + 6)'® = 13 (mod 7) sau (3299° + 6)'8 — 1 = 0 (mod 7). (1)

In mod analog 3299 = 16 x 206 + 3 si de aceea 3299 = 3 (mod 16); ulterior
3299° = 243 (mod 16) = 3 (mod 16), deoarece 243 = 16 X 15+ 3; prin urmare,
32995 + 6 = 9 (mod 16).

De aceea (3299° + 6)2 = 1(mod 16), deoarece 81 = 16 X 5+ 1. Prin urmare,
(3299° + 6)'® = 1°(mod 16) sau (3299° + 6)'® — 1 = 0(mod 16). (2)

Din (1) st (2), tindnd cont cd 7 si 16 sunt numere reciproc prime, rezulta
(3299° + 6)® — 1 = 0 (mod 112) si de aceea (3299° + 6)*8 — 1 se divide cu 112.
Exemplul 5. Si demonstrim ci 55¢*1 + 45M+2 4 357 ge divide cu 11, adici k, m, n sunt
numere naturale.

Stim cd 55=3125=11x284+1, 45=1024=11x93+1, 35 =243 =
11 X 22 + 1, atunci:

55 =1 (mod 11), 45 =1 (mod 11), 35 =1 (mod 11),
55 =1 (mod 11), 45™ =1 (mod 11), 35" =1 (mod 11),
55¢*1 = 5 (mod 11), 45M*2 = 42 (mod 11),

45M*2 = 5 (mod 11).
Adunand congruentele
55%*1 =5 (mod 11), 4°™*2 = 5 (mod 11), 3°™ = 1 (mod 11),
obtinem 5°%+1 4 45M+2 4 357 = 11 (mod 11) sau 5°%+1 4 45™M+2 4 35" = ( (;mod 11).
Adica 55K*1 4 45m+2 4 357 egte divizibil cu 11.

9



[lie Lupu

Exemplul 6. Sa demonstram ca pentru numerele arbitrare intregi a si b si numarul intreg
nenegativ n numirul (7a + 3)?"*! + (7b + 25)?"*! este divizibil cu 7.

Deoarece 7a + 3 = 3(mod 7), 7b + 25 = —3(mod 7), atunci, ridicand ambele
parti a acestor congruente la puterea impari 2n+ 1, avem (7a+ 3)*"*!=
32"*1(mod 7), (7b + 25)*"*! = —=3%"*1(mod 7).

Adunand aceste congruente, obtinem (7a + 3)?"*! + (7b + 25)*™*! = 0 (mod 7);
prin urmare, (7a + 3)*"*! + (7b + 25)?"*! se imparte la 7.

Exemplul 7. Si calculdm restul de la impirtirea (9674° + 28)*° 1a 39.

Numarul 39 = 3 X 13 — produs a doud numere reciproc prime. Deoarece 9674 =
3 X 3225 — 1, atunci 9674 = (—1)(mod 3) si de aceea 9674° = 1(mod 3), deoarece
(—1)® = 1. Ulterior, 9674° + 28 = 29(mod 3) = —1(mod 3), deoarece 29 = 3 X 10 —
1. De aceea (9674° + 28)® = —1(mod 3), deoarece (—1)1° = —1.

Stim ¢d9674 = 13 X 744 + 2, de aceea 9674 = 2 (mod 13); Prin urmare 9674°
64 (mod 13) = —1(mod 13), deoarece 64 = 13 X 5 — 1.

Ulterior, 9674° + 28 = 27 (mod 13) = 1(mod 13), (9674° + 28)1° =
1(mod 13). Deci, (9674° + 28)'° = —1(mod 3), (9674° + 28)'° = 1(mod 13) si de
aceea (9674° + 28)1° = —1 + 3x5i (9674° + 28)'> = 1 + 13y, unde x si y sunt numere

intregi arbitrare. Prin urmare —1 + 3x = 1 + 13y, de unde x = 4y + yTH Deoarece x si y

. : . L y+2 C e a . . .
sunt numere intregi, atunci si =~ trebuie sa fie intreg, adicd y + 2 se imparte la 3. Deci,

y + 2 = 3k, adica y = 3k — 2, unde k este un oarecare numar intreg.

Anterior, aveam cd (9674° + 28)'® =1+ 13y, de aceea obtinem (9674° +
28)'® =1+ 13 (3k — 2) = 39k — 25. Prin urmare, (9674° + 28)*> = 14(mod 39) si
de aceea restul de la impartirea (9674° + 28)'° la 39 este egal cu 14.

Exemplul 8. Sa demonstram ca (a™ — b™) i (a — b) pentru orice n natural, unde a si b
sunt numere intregi diferite.
Solutia intai.

1) Pentru n = 1 afirmatia este justd, deoarece (a — b) : (a — b).

2) Admitem ci (a™ — b™) i (a — b) pentru n = k, adicid (a* — b*) i (a — b) prin
urmare a® — b¥ = (a — b)c. Atunci pentrun = k + 1 avem a**! — b**1 = (a — b)a* +
a*b — b**1 = (a — b)a* + b(a* — b*) = [(a — b)a* + (a — b)bc] : (a — b).

In baza principiului inductiei matematice (a™ — b™) i (a — b) pentru orice numar
natural 7.

Solutia a doua. Deoarece a si b sunt doud numere intregi diferite, atunci (a — b) =

0 (mod(a — b)), de aceea a = b (mod (a — b)). Ridicand ambele parti ale congruentei
la puterea n, obtinem a™ = b™ (mod(a — b)), adica a™ — b" se imparte la a- b.
Exemplul 9. Si demonstrim ci pentru orice numar natural » numarul 33"*3 — 26n — 27
este divizibil cu 676.
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Avem 3343 —26m — 27 = 27" — 27 —26n = 27(27" — 1) — 26n = 27(27 —
DR7M T+ 27" 24+, 427+ 1) — 26n = 26[(27" + 27" 1 +...+ 272 + 27) — n]. ()

Deoarece pentru orice numir natural k diferenta 27% — 1¥ se divide cu 27 — 1 = 26,
atunci 27% = 1(mod 26); de aceea 27™ + 27" 1+...427% + 27 = n (mod 26).

Este evident ca n = n (mod 26). Scazand ultima congruenta din penultima, obtinem
27" 4+ 27" 4277 + 27 — n = 0 (mod 26) (2)

Adicd 27™ + 27" 1 +...+27% 4+ 27 — n = 26k (unde k este un numdr natural).

Din (1) si (2) rezulta ca numarul dat se divide cu 26 X 26 = 676.
Exemplul 10. Si demonstrim ci numirul 201> — 1 se divide cu produsul 11 X 31 x 61.

Pentru a da rispuns la problema dati este suficient si demonstrim ci numarul 20> —
1 se divide cu 11, 31 si 61.

1) Stim cd 2° = —1(mod 11),10 = —1(mod 11), de unde 10> = —1 (mod 11); de
aceea 20° = (—1) X (—1)(mod 11), adicd 20° = 1(mod 11), iar prin urmare,
20%° = 1(mod 11), adici 20> — 1 este divizibil cu 11.

2) Ulterior, avem 20 = —11(mod 31), de unde 20° = 121(mod 31) sau 20° =
—3(mod 31) si de aceea 20% = (—11) x (—3)(mod 31) sau 20® = 2(mod 31) si
de aceea 2'° = 2°(mod 31) sau 20°> = 1(mod 31), adica 20*° — 1 se divide la 31.

3) In fine, 3* = 20 (mod 61), de unde 20° = 3?°(mod 61). (1)

Insa 3° = —1(mod 61) si de aceea 32° = 1(mod 61). (2)
Din (1) si (2) rezultd ci 20°> = 1(mod 61) si de aceea 20'° = 1(mod 61), adici 20> —
1 se divide la 61.

Concluzii

Din cele expuse mai sus, rezulta ca articolul reprezintd un suport teoretic si practic
accesibil elevilor, contine probleme si exercitii insotite de rezolvari cu aplicarea unei
strategii diverse.

Consider ca lucrarea va contribui la dezvoltarea invatdmantului matematic si totodata
va servi ca un suport stiintific si didactic util si eficient.
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