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Rezumat. In articol se prezintd formule noi in problema trisectiei unghiului cu ajutorul conicelor si

datoritd acestui fapt se propune o noud viziune la rezolvarea problema trisectiei unghiului cu rigla
negradata si compasul, folosind elipsa desenatd in plan, nerezolvata pana acum. La momentul actual in
literatura de matematica sunt descrise trisectia unghiului cu ajutorul parabolei (R. Decarts) si cu ajutorul
hiperbolei (M. Chasles). Trisectia unghiului cu ajutorul elipsei desenate in plan este descrisa in simboluri
si textual Tntrucét nu toti cititorii cunosc simbolurile utilizate in geometria constructiva. Continutul acestui
articol contribuie la solutionarea problemei trisectiei unghiului cu rigla negradata si compasul. Informatia
din articol prezinta un interes din domeniul geometriei constructive.

Cuvinte cheie: cercul, elipsa, trisectia unghiului.

A NEW APPROACH TO THE ANGLE TRISECTION PROBLEM

Summary. The article presents new formulas in the problem of trisection of the angle with the help of
conics and thanks to this fact a new vision is proposed for solving the problem of trisection of the angle
with the ungraded ruler and the compass, using the ellipse drawn in the plane, not solved so far.
Currently, the trisection of the angle with the help of the parabola (R. Decarts) and with the help of the
hyperbola (M. Chasles) are described in the mathematical literature. The trisection of the angle with the
help of the ellipse drawn in the plane is described in symbols and textually since not all readers know the
symbols used in constructive geometry. The content of this article contributes to solving the angle
trisection problem with the ungraded ruler and the compass. The information in the article is of interest in
the field of constructive geometry.

Key words: circle, ellipse, angle trisection.

Introducere

Problemele de constructii geometrice (de reguld executate cu rigla si compasul) se
afla, de peste doua mii de ani, printre problemele esentiale ale geometriei elementare.

Una dintre aceste probleme, trisectia unghiului cu rigla si compasul a provenit din
Grecia Antica inca cu doua probleme clasice - construirea unui cub de volum dublu fata
de cel al unui dat si construirea unui patrat de arie egald cu aria unui disc circular
(cuadratura cercului) [1, 2]. Originile problemei trisectiei unghiului (constructia unui
unghi cu rigla si compasul, fiind a treia parte a unghiului desenat in plan) sunt oarecum
obscure. Se presupune ca ea a apdrut in contextul constructiei geometrice a poligoanelor
regulate care deseori se foloseau in arhitectura. Si se pare adevarat prin faptul cd pana
acum nu poate fi construit exact cu rigla negradatd si compasul un poligon regulat cu 9
laturi al cdrui unghi central este de 40° si alte poligoane regulate.

S-au facut mai multe Incercari de a solutiona problema trisectiei unghiului, dar

multi dintre marii matematicieni de atunci au inteles ca este imposibild rezolvarea ei
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utilizdnd doar rigla negradata si compasul desi, ele pot fi rezolvate utilizand suplimentar
si alte instrumente. Cautarea altor instrumente pentru rezolvarea problemelor mentionate
mai sus si mai ales pentru trisectia unghiului a cauzat cercetarile conicelor si altor figuri
geometrice mai sofisticate (concoida lui Nicomede, cuadratrisa lui Hippias, spirala lui
Arhimede s. a.).

Kortum si Smith in doud lucrdri apreciate de Academia din Berlin in 1866 cu
premiul Steiner, au ardtat ca fiecare problema geometricd de gradul al treilea si al
patrulea poate fi rezolvatd cu strictete prin desenarea de cercuri si linii drepte, daca in
plan este desenata o sectiune de con diferitd de cerc.

La momentul actual sunt cunoscute solutia lui R. Descartes (1596-1650) folosind
parabola si metoda lui M. Chasles (1793-1880) folosind hiperbola [3, 4].

Mai putind informatie in literatura de matematica este despre trisectia unghiului cu
ajutorul elipsei.

Metode si rezultate obtinute
Fiind motivat de acest fapt, Gheorghe Voda, mai multi ani, s-a ocupat cu cercetarea

problemei trisectiei unghiului cu ajutorul elipsei.

Figura 1. Metoda lui Gheorghe Voda de trisectie a unghiului folosind elipsa
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Autorul a identificat faptul, ca trisectia unghiului de marimea ¢ (0 < ¢ <90)
reprezintd din punct de vedere algebric rezolvarea sistemului din trei ecuatii
trigonometrice prezentate mai jos (1) cu (2), (1) cu (3) sau (2) cu (3):

xZ+y?=1 (1)
cos p\? sin ¢\ 2
(X+T¢) + (y+T¢) =1 (2)
( g_sinqu)z < 3_sin? d))z
4 6 4 18
_cos ¢)? _singy?
(e ey o

( 3_c052¢> < 2_cosz¢)
4 18 4 6
iar din punct de vedere geometric in sistemul de coordonate cartezian acest sistem de
ecuatii reprezintd intersectia cercului trigonometric (1) cu doud elipse (fig.1), una
orizontala (formula 2) si una verticald (formula 3).
Metoda lui Gheorghe Voda de trisectie a unghiului folosind elipsa nerezolvata pana
acum consta in urmdtoarele:

Constructia de trisectie a unghiului ¢ < 90° cu rigla negradata si compasul,
folosind elipsa, in sistemul cartezian de coordonate xOy reprezinta constructia punctului

de intersectie a elipsei

xz 2
C4yi=1 )
v A 1 v o
desenata in plan, cu cercul de raza » cu urmdtoarea formula
2 o BN 2
_cos¢ _sm(,b) _ 1
(x 2b ) + (y 6b ) b2 ©)
unde
b= 3 sin? qb’
4 18
iar centrul Oi(xo, yo) al cercului dupa cum parvine din formula (5) are coordonatele
__cos¢ __sing
o= % 2 Yo T g

Toate segmentele din formula (5) se pot construi cu rigla negradata si compasul.
Formulele (4) si (5) sunt deduse in baza unor transformari a ecuatiilor (1) si (2). In
constructia care v-a urma in plan este desenata doar a patra parte a elipsei din cadranul
1 pentru unghiul de trisectie ¢ < 90°.

Constructia unghiului a = g(ﬁg.Z) (In simboluri)

Ca unitate de masura este luatd semiaxa mica a elipsei orizontale desenata in plan
(segmentul [OBy]=1) pe axa absciselor).
1. Dat in sistemul de coordonate xOy: Linia I , 2¢, elipsa y, [OBs]=1, [O4¢]=V3
2. w (0, [0B))
3. wnl=4
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pLOx):Aep
pn(Ox)=D

[AD]=sin o =1

[DP] = % = %: P e p (fig.3)

N » e

*

Le [OAo]:[OL]Z[LAo]Zg

9. fLp:Pep.

10. f (Oy)=0Q

11. F € f: [OQ]=[QF]
12. ( OF)

13.t L (OF): Fe t
14. w,(0,[OL))

FK=b
OB ,= FN=K5=1
O01B1=0A,=NT=1/b
STIKN
_oa._\3

OK: —
3 .

q

Figura 2. Constructia unghiului a = g

Trisectia unghiului cu ajutorul elipsei desenate in plan
I5. w,Nt=K

16. [FK] =b = :_ Sin2¢; b construit
\/4 18

17. w3 (F,[0B,])
18. w; N f = N, [FN]=[0Bo] =1
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19. (KN)

20. w,(K,[0B,])

21. wy, Nt =S5, [KS]=[OB]
22. q || (KN):Se ¢q
23.gnf=T

24. [NT] = % =, % construit
25. ws (0, [NT])

26. wg NI =4,
27.nLlf:41€en

28. n " (0x) =R.

29. [A,R] = Si;”" -

l,
I, |
DP
NN NN

I3

RM

Figura 3. Trisectia unghiului cu ajutorul elipsei desenate in plan

30. [RM] = % = 222 (fig. 3)

3l.mln: Mem

32. [OR] = C";¢

33. V e (0x) : [OV]=[VR]
34. [ov] = 0”1 _cos@
2 2b
35, 2L [OR]: Veg
36. gnm= 0,
37. wy (01,[0A;]) — cercul de raza r = %
38. w, N =B
39. (01B))

sing

40. £B,Om = a = %construit.
Constructia unghiului a = g(ﬁg.l) (textual)
1. Dat in sistemul de coordonate xOy : Linia l , ¢, elipsa i, [OBy]=1, [O40]=V3
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e

® 2w

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.

20.

21.
22.
23.

24.

Trasam cu ajutorul compasului un arc al cercului w de raza egald cu lungimea
segmentului [OBy]=1 cu centrul in punctul O;

Cercul w intersecteaza linia / in punctul 4;

Utilizand rigla negradata si compasul din punctul 4 trasam linia p perpendiculara pe
axa absciselor;

Linia p intersecteaza axa absciselor in punctul D ( [AD]= sin @ =11);

Impartim segmentul AD= [, in 6 parti egale (fig.3);

sing

s )

Prin punctul P utilizdnd compasul si rigla negradata trasam linia f perpendiculara pe

Din punctul D cu compasul pe linia p depunem segmentul [DP] ([DP]=

linia p;

Linia f'intersecteaza axa ordonatelor in punctul Q;

Cu ajutorul compasului pe linia f din punctul @ depunem segmentul [QF] egal cu
segmentul [0Q] ([0Q]=[QF] );

Prin punctele O si F cu rigla negradata trasam linia (OF);

Utilizand rigla negradatd si compasul din punctul F a liniei (OF) trasam linia ¢
perpendiculara pe linia (OF);

Utilizand rigla negradati si compasul impartim segmentul [0A4s] ([OAs]=V3) in 2

segmente egale [0L]=[LA0]=§;

Cu ajutorul compasului din punctul F trasam un arc al cercului w, de raza egala cu
segmentul [OL];
Arcul cercului w, de raza egala cu segmentul [OL] intersecteaza linia ¢ in punctul K;

in2
[FK]=b = E— 5”118¢; b construit

Cu ajutorul compasului din punctul F trasdm un arc al cercului w5 de raza egala cu
segmentul [OBy]=1, care intersecteaza linia f'in punctul N ( [FN]=1);
Prin punctele K si N cu rigla negradata trasam linia (KN);

Cu ajutorul compasului din punctul K trasdm un arc al cercului w, de raza egala cu
segmentul [OBy]=1, care intersecteaza linia ¢ in punctul §' ([KS]=1);
Utilizand rigla negradatd si1 compasul din punctul §' a liniei # trasdm linia ¢ paralela

liniei (KN) [q [| (KN)];

Linia ¢ intersecteaza linia f'in punctul T;

Segmentul[NT] = %, construit;

Cu ajutorul compasului din punctul O trasam un arc al cercului ws de raza egala cu
segmentul [NT] = % , care intersecteaza linia / in punctul 4; ([OA]=1/b);

Utilizand rigla negradata si compasul prin punctul A; trasam linia n perpendiculara

pe axa absciselor;
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sin ¢

25. Linia n intersecteaza axa absciselor in punctul R ( [4;R] = - = l,);

26. Utilizand rigla negradata si compasul impartim segmentul [4; R] = I> in 6 segmente
egale (fig.3);

27. Din punctul R cu compasul pe linia n depunem segmentul [RM] ( [RM]= SZ:” );

28. Utilizand rigla negradata si compasul prin punctul M trasam linia m perpendiculara
pe linia n;
cos¢p .
in 2

29. Utilizdnd rigla negradata si compasul impartim segmentul [OR] =

);

30. Utilizand rigla negradata si compasul prin punctul V trasdm linia g perpendiculara

cos o
2b

segmente egale si obtinem punctul ¥ ( [VR]=[0V] = [OZ_R] -

pe segmentul [OR];
31. Linia g intersecteaza linia m in punctul O ( centrul cercului (5) construit );
32. Cu ajutorul compasului din punctul Oy trasam un arc al cercului w, de raza egala

33. cu segmentul [04,] = % , care intersecteaza elipsa ¥ in punctul By;
34. Curigla negradata prin punctele O; si B; trasam linia (O1Bj);

35. 4B Oym = a = %construit.

O nouad tratare a problemei trisectia unghiului inclusiv si constructia de trisectie a
unghiului ¢ < 90° cu rigla negradata si compasul folosind elipsa (nerezolvata pdna
acum) sunt descrise in cartea ,,Cercul, elipsa si trisectia unghiului* (autor Gheorghe

Voda, editura ,, Tipografia Centrala“ or. Chisinau, anul 2023).

Despre autor

Voda Gheorghe Nichifor. Nascut 27 iulie 1941 in satul Bolduresti raionul
Nisporeni. A absolvit scoala medie din satul Seliste acelasi raion. In anul 1964 a absolvit
Institutul Politehnic din Chisindu (recent Universitatea Tehnica din Moldova). Inca din
anii de scoala a fost pasionat de matematica, dar mai ales de trigonometrie si algebra.
Aceasta pasiune a ramas pentru toata viata. Ficand cunostinta cu formula Cardano pentru
rezolvarea ecuatiei trinomului cubic in cazul in care cele trei rddacini sunt numere reale
el a ramas nedumerit de faptul ca pentru identificarea acestor radacini este necesar de a
extrage radacina de ordinul trei din numar complex. Fiind motivat de acest fapt el a
incercat sa gaseascd alte formule de rezolvare a ecuatiei trinomului cubic fard a rasfoi
literatura de matematica. Pana la urma el a ajuns la un principiu unic de deducere a
formulelor de rezolvare a ecuatiilor algebrice de gradul trei si patru cu ajutorul
polinoamelor. Cautdnd alte solutii el a dedus douda formule pentru identificarea
radacinilor trinomului cubic prin metode numerice cand ele sunt numere reale intregi,

printre care si cdutarea numerelor Pitagora u® + v* = z?. Dupd cum este cunoscut
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rezolvarea trigonometricd a ecuatiei trinomului cubic este strins legatd de trisectia
unghiului. Aceastd problemd provenitda din vechime framanta si pand acum mintile
oamenilor. Pe tema trisectiei unghiului este foarte multa informatie. In lucrarea dati un
interes mai deosebit reprezintd metoda de trisectie a unghiului cu ajutorul unei elipse
desenate in plan, elementele careia nu depind de marimea unghiului dat (de la 0 pana la
90 grade) pentru trisectie, utilizand doar rigla negradata si compasul. Despre aceasta
metodd nu este informatie in literatura de matematica.
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