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Rezumat. Modelarea matematica si simularea asistatd de calculator a diferitor fenomene si procese din
naturd sunt activitati stipulate in curriculumul preuniversitar si programele analitice universitare pentru
disciplinele fizica, matematica, informatica. In acest context, in lucrare este descris si implementat 1n
limbajul de programate Pascal un algoritm original de rezolvare numerica a ecuatiilor diferentiale de ordinul
doi. Aplicatiile interactive de simulare sunt realizate in mediul de programare Delphi. in baza exemplelor,
din punct de vedere matematic se descrie printr-o ecuatie diferentiald de gradul doi.

Cuvinte cheie: algoritmi de calcul numeric, modelare matematica, programare vizuald, simulare asistata

de calculator, fenomene oscilatorii.

MATHEMATICAL MODELING AND COMPUTER-AIDED SIMULATION OF
ONE-DEGREE-OF-FREEDOM MECHANICAL SYSTEM

Abstract. Mathematical modeling and computer-assisted simulation of various phenomena and processes
in nature are activities stipulated in the pre-university curriculum and university analytical programs for the
disciplines of physics, mathematics, computer science. In this context, the paper describes and implements
in the Pascal programming language an original algorithm for the numerical resolving of second-order
differential equations. Interactive simulation applications are built in the Delphi programming environment.
Based on the examples, detailed described in the paper, users can perform interactive simulation activities
for any process, which from a mathematical point of view is described by a differential equation of the
second degree.

Keywords: numerical computing algorithms, mathematical modeling, visual programming, computer-
aided simulation, oscillatory phenomena.

1. Introducere
Din punct de vedere matematic sistemele mecanice cu un singur grad de libertate pot
fi descrise printr-o ecuatie diferentiald ordinara de gradul doi, care in caz general are forma:

G =f(taqq, (1)
unde prin q, ¢, §,— sunt notate coordonata, viteza si acceleratia generalizatd; ¢ este timpul;
. dq . _ d%q
9= 9= =

Pentru simularea asistata de calculator a comportamentului acestor sisteme mecanice
in functie de timp sunt necesare metode analitice sau numerice de rezolvare a ecuatiei

diferentiale (1), in baza conditiilor initiale care, de reguld sunt formulate prin intermediul
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coordonatelor si vitezelor generalizate ale sistemului mecanic Tn momentul initial de timp
(problema Cauchy).

Pentru un punct material cu masa m care se deplaseaza rectiliniu sub actiunea unei
forte F, ecuatia diferentiald a miscarii rectilinii reiese din legea a doua a lui Newton: ma =
F(t, x, v) care, in baza definitiilor prin derivate dupa timp a vitezei v = X si a acceleratiei

a = X se transforma intr-o ecuatie diferentiala ordinard de gradul doi:

X =F(tx,x)/m (2)
Daca miscarea este uniform acceleratd (a = const), solutiile ecuatiei (2) sunt cunoscute:
X=xy+vot+at?2; v=vytaxt (3),

unde x, si v, sunt conditiile initiale (pozitia si viteza initiald a punctului material).

In marea majoritate a sistemelor mecanice, studierea carora prezinta interes stiintific
sau metodico-didactic, ecuatiile diferentiale nu pot fi rezolvate in mod analitic. In aceste
cazuri, unica modalitate de determinare a solutiilor in functie de timp este rezolvarea
numericd a ecuatiilor diferentiale de tipul (1).

Scopul principal al acestei lucrdri consta in identificarea unui algoritm de rezolvare
numericd a ecuatiilor diferentiale de tipul (1) efectiv, suficient de exact si stabil pentru un

interval de timp comparabil cu durata fenomenelor reale care se studiaza (minute, ore).

2. Metode directe pentru rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale ordinare de
ordinul doi

Metode directe pentru rezolvarea numericad a ecuatiilor diferentiale ordinare de
ordinul doi nu exista [1],. De regula aceste ecuatii se transforma in sisteme de ecuatii de
ordinul unu. Daca notdm x = v ecuatia (3) se transforma intr-un sistem din doud ecuatii
diferentiale de ordinul unu:

x=v(t,x); a) v=f(txv);b) (5)
pentru care exista diverse metode numerice de determinare a solutiilor x si v la pasul ¢,
exprimate prin conditiile initiale, considerate cunoscute la pasul ¢; . O incercare de utilizare
a acestei metode pentru rezolvarea problemelor de dinamica cu multe grade de libertate a
fost realizata in lucrarea [2], dar din cauza ca functia v(t,x) nu este cunoscuta in forma
explicita, precizia calculelor nu a fost inalta.

Prezentdm in continuare un algoritm de rezolvarea numerica directa a unei ecuatii
diferentiale de ordinul doi de tipul (3) in care solutiile pentru variabila v se determind in
baza metodei Runge Kutta de ordinul IV iar solutiile pentru variabila x, in baza dezvoltarii
in seria Tylor, in care sau neglijat terminii 0(%°).

Vigr =V + (Ky + 2K, + 2K, + K5) /6 (6)
Ko = hf (¢, x;,v;)

h h
Kl = hf(tl +E,x(tl +E),vl+Ko/2)
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h h
KZ = hf(tl +E,x<tl +E>,vi +K1/2)
K3 = hf(tl + h,x(ti + h),vi + KZ)

i X, v)h?
f(t xzv) o

In baza acestui algoritm vom implementa o procedurd Pascal-Delphi care, in baza

X(ti + h) = X; +vih+

conditiilor initiale (¢0,x0,v0) va determina solutiile (x, v) ale ecuatiei diferentiale (3a) in
momentul de timp ¢ cu o precizie € impusa apriori. Calculele in procedura se realizeaza in
doua etape:

Etapal - in baza formulelor (6-7) se determina solutiile xc si ve pentru pasul ~=¢-¢0.
Aceste solutii sunt considerate solutii precedente pentru urmatoarea etapa care este una
iterativa;

Etapa2 este un proces iterativ care incepe cu transferul solutiilor obtinute la etapal
in variabilele xp si vp si continud cu un ciclu repetitiv in care intervalul de integrare h=t-
t0 se divizeaza succesiv in 2,4,8, etc subintervale. Pe fiecare subinterval solutiile se
calculeaza conform formulelor (7-8) in care conditiile initiale sunt considerate solutiile
obtinute la pasul precedent. Procesul iterativ se considera finalizat la pasul n pentru care
diferentele in valoare absolutd dintre solutiile curente si precedente devin mai mici sau
egale cu precizia impusa eps. Prezentam 1n continuare codul complet al acestei proceduri

implementata Tn mediul de programare Delphi:
procedure RED2RK4vVP (eps,t0,x0,v0:extended;pf:pfxv;t:extended;
var x,v:extended);
//type pfxv=procedure (t,x,v:extended; var f:extended); - tip
procedural declarat
//global, in baza cdruia se calculeazada functia
//eps — precizia; t0,x0,v0 - conditiile initiale; x,v - solutiile in
momentul de timp t;
var n,i:integer; f,h,xc,xp,vc,vp,xx0,vv0, tt0,k0,kl,k2,k3:extended;
var xh2,xh:extended;
begin //Etapal
h:=t-t0; n:=1;
pf(t0,x0,v0,f); kO:=h*f; xh2:=x0+v0*h/2+f*sqr(h/2)/2;
pf (t0+h/2,xh2,v0+k0/2, £) ; kl:=h*f;
pf(t0+h/2,xh2,v0+k1/2,f); k2:=h*f;
xh:=x0+v0*h+f*sqr (h)/2; pf (t0+h, xh,v0+k2, £f) ; k3:=h*f;
ve:=v0+ (k0+2*k1+2*k2+k3) /6; xc:=x0+v0*h+ (vc-v0) *h/2;
repeat //Etapa2
Xp:=xc;vp:=vc; h:=h/2;n:=n*2;
xx0:=x0;vv0:=v0; tt0:=t0;
for i:=1 to n do begin
pf(tt0,xx0,vv0,£f);k0:=h*f;
xh2:=xx0+vv0*h/2+f*sqr (h/2)/2;
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pf(tt0+h/2,xh2,vv0+k0/2,f) ;kl:=h*f;
pf(tt0+h/2,xh2,vv0+kl/2,f);k2:=h*f;
xh:=xx0+vv0*h+f*sqr (h) /2;
pf(ttO+h,xh,vv0+k2, f);k3:=h*f;
ve:=vv0+ (k0+2*k1+2*k2+k3) /6;
xc:=xx04+vv0*h+ (vc-vv0) *h/2;
xx0:=xc; vv0:=vc;tt0:=tt0+h;

end;
until (abs (xc-xp)<eps)and (abs(vc-vp)<eps):;
X :=XC; V:=VC;

end;

3. Validarea, prin experiment numeric, a algoritmului de rezolvare numerica a
ecuatiilor diferentiale de ordinul doi
Sistemul mecanic format dintr-un punct material de masa m suspendat printr-o
legatura rigida de lungime / in cAmpul omogen de gravitatie al pamantului (numit pendul
gravitational ideal) este unul din cele mai bine studiate sisteme mecanice (din punct de
vedere experimental si teoretic). Vom utiliza acest sistem pentru validarea algoritmului si
testarea procedurilor de rezolvare numerica a ecuatiilor diferentiale ordinare de ordinul doi.
Ecuatia diferentiala care descrie oscilatiile pendulului gravitational simplu poate fi
dedusi prin diverse metode. In cazul cand in calitate de coordonati generalizata este ales
unghiul ¢ de abatere a pendulului din pozitia de echilibru, ecuatia are forma [3]:
¢ = —7sin (¢) 8)
In caz general ecuatia (8) nu are solutii analitice, exprimate prin functii elementare,
care ar putea fi utilizate pentru simularea oscilatiilor pendulului gravitational. Unica solutie

pentru simularea in timp real a acestui proces oscilatoriu constd in rezolvarea numerica a
ecuatiei (8) cu precizie Tnaltd, relativ stabila 1n timp.
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Figura 1. Designul aplicatiei Delphi
pentru simularea oscilatiilor pendulului gravitational
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Interfata aplicatiei Delphi in care vom realiza simularea in timp real a oscilatiilor
pendulului gravitational este reprezentati in figura 1. In obiectul Edit] se seteaza unghiul
initial de abatere a pendulului de la pozitia initiala de echilibru, in grade. Firul pendulul se
modeleaza cu ajutorul componentei Rect!/ iar bila prin componenta Circlel, care la nivel
de design se seteaza ca copil al componentei Rectl. Centrul de rotire a componentei Rect !
este setat la nivel de design prin valorile RotationCenter.X=0.5, RotationCenter.Y=0.
Componenta Chart0) se utilizeazi pentru vizualizarea graficului oscilatiilor. In
componentele Labell, 2, 3 se afiseaza, respectiv: timpul curent al animatiei, eroarea
relativd a simularii si intervalul real de timp pe parcursul cdruia se rezolva ecuatia
diferentiala. Pentru componenta Timer!I proprietatea Enabled se seteaza la valoarea False
iar Interval la valoarea 20 milisecunde.

Procesul de simulare a oscilatiilor incepe Tn momentul cand utilizatorul apasa Buttonl

(Start) in care se executa urmatorul cod:

procedure TForml.ButtonlClick(Sender: TObject) ;

begin
t0:=0;v0:=0; g:=10;1:=1;
// Lungimea pendulului se seteazd la valoare 1lm, g=10 m?/s.
x0:=editl.Text.ToExtended*pi/180;//valoarea initiald a unghiului de
abatere a pendulului in radiani este preluat di componenta Editl.
ti:=now;// timpul initial se seteazd la valoarea ceasului de sistem.
EtO:=g* (1-1*cos (x0));
//Se calculeazd energia mecanicd 1iIn momentul initial de timp
timerl.Enabled:=true;
//Activeazd procedura TimerlTimer, descrisd in continuare.
chart0.Series[0] .Clear; //

end;

In evenimentul OnTimer al timer-lui Timer] se realizeazi urmatorul cod:
procedure TForml.TimerlTimer (Sender: TObject);
begin
t:=(now-ti)*24*3600;//Calculeazd momentul de timp pentru care
urmeaza sa fie
//rezolvatd numeric ecuatia diferentiald pentru conditiile initiale
preluate din Buttonl.
RED2RK4vP (1E-12,t0,x0,v0,pfn,t,x,v); //Se apeleazd procedura care
rezolva ecuatia
//diferentiald descrisd in procedura pfn pentru momentul de timp t.
//Rezultatele sunt In variabilele x si v, valorile cd&drora se
utilizeazd pentru realizarea
//rotiri pendulului si calcularea erorii sistemului la momentul
curent.
label3.Text:= (t-t0).ToString;
rectl.RotationAngle:=x*180/pi;
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Et:=g* (1l-1*cos(x))+sqr(v)/2;// Se calculeazd energia mecanica
curenta.
t0:=t;x0:=x; v0:=v; // Se modificd conditiile initiale
labell.text:="t(h:m:s)="+timetostr (t/24/3600) ;
label2.text:="'(E-EQ0) /E0*100%="+((et/et0-1)*100) .ToString;
chart0O.series[0] .AddXY (t, x) ;

end;

Forma explicita a ecuatiei diferentiale (8) se implementeaza Tn urmatoarea procedura:
procedure pfn (t,x,v:extended; var f:extended);
begin

f:=-(g/l)*sin(x); //expresia (8) transcrisa
end;

Nota: Instructiunile t0:=t; x0:=x; v0:=v; sunt foarte importante. Ele modifica conditiile
initiale pentru urmatorul apel al procedurii care rezolva numeric ecuatia diferentiala.
Momentul de timp curent si solutiile calculate la etapa curenta sunt considerate conditii
initiale pentru urmatoarea etapd. Daca nu se realizeaza aceste instructiuni procedura care
rezolva ecuatia diferentiala necesita din ce in ce mai mult timp pentru asigurarea preciziei
impuse, eps. Ca urmare, animatia foarte repede inceteaza sa functioneze.

In figura 2 este reprezentati secventa de simulare a oscilatiilor pendulului
gravitational in momentul de timp 57minute si 45 secunde.
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Figura 2. Simularea oscilatiilor pendulului gravitational (captura de ecran)

Deoarece ecuatia diferentiala (8) nu are solutii analitice, exprimate prin functii
elementare, corectitudinea rezolvarii numerice se verifica indirect, prin intermediul
verificarii legii conservarii energiei mecanice:

E = E, + E. = mgl(1 — cos(¢)) + mv?/2 = const 9)

Energia mecanicd initiald E| se calculeazd in procedura ButtonlClick, in baza
conditiilor initiale. In procedura Timer1Timer, pentru fiecare moment de timp al animatiei,

in baza solutiilor numerice pentru ¢ si v se calculeaza E(t). In fereastra aplicatiei se
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< R E(t)
afiseaza eroarea relativa, in procente & = (E——

)100% (figura 2). Pe parcursul

0
. . . . . - - -~ e -~ . _10
intervalului de timp de aproximativ o ora aceasta marime nu a depasit valoarea 107",

Acest rezultat confirma, indirect corectitudinea calculelor si eficienta algoritmului de
rezolvare numerica directa a ecuatiilor diferentiale de ordinul doi, descris in paragraful
precedent.

4. Modelarea matematica si simularea asistata de calculator a unor sisteme mecanice
cu un grad de libertate
4.1. Pendulul gravitational real

In calitate de pendul gravitational real vom considera sistemul mecanic compus dintr-

un corp de forma sferica de raza R si masa m suspendat printr-o legatura rigida ideald (masa

. .o - . - . . - . . = .
careia se neglijeazd ) de lungime / asupra caruia actioneaza forta de gravitatie P = mg si
forta de rezistentd a mediului ambiant R. In calitate de model pentru forta de rezistenta care

actioneaza asupra corpului de forma sfericd vom utiliza forta Stokes R = —6m R¥, unde n
este coeficientul de vascozitate dinamica.

In baza acestor aproximatii, ecuatia diferentiali care descrie sistemul mecanic
primeste forma:

1§ = mglsin(p) — 6mnlR?*¢, (11)
unde I este momentul de inertie al sistemului mecanic, calculat, fata de punctul de
suspensie:

I =m(l+R)? +§nmR2 (12)
Aplicatia Delphi cu ajutorul careia se simuleaza oscilatiile acestui sistem mecanic este
analogica cu cea descrisa in figura 1, cu urmatoarele completari:

1. In evenimentul ButtonlClick se seteazi conditiile initiale (¢,,¢,) si valorile
parametrilor sistemului m, L, R, n (niu) fie direct, fie prin intermediul casetelor de
dialog de tip Edit; In baza acestor valori se calculeazi momentul de inertie 7 conform
formulei (12): J:=m*sqr(L+R)+(2/5)*pi*m*sqr(R).

2. Inbaza ecuatiei diferentiale (11) se perfecteaza procedura pnf:
procedure pfn (t,x,v:extended;var f:extended);

begin
f:=(-m*g*L*sin(x)-6*pi*niu*L*sqr (R) *v)/J;// se perfecteazd in baza
expresiei (11); J este momentul de inertie care se calculeaza in

procedura ButtonlClick.
end;

In figura 3 este reprezentata o captura de ecran a procesului de simulare.
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Figura 3. Simularea oscilatiilor amortizate ale unui pendul gravitational real

4.2. Oscilatii parametrice

In calitate de sistem mecanic in care se produc oscilatii parametrice vom considera
un pendul gravitational, punctul de suspensie al caruia efectueaza oscilatii armonice in
directie verticale. Din punct de vedere matematic acest sistem se descrie prin urmatoarea
ecuatie diferentiald de ordinul doi [4]:

G =— (% — %a)z sin(a)t)) sin(¢), (13)
unde / s1 w sunt amplitudinea si frecventa ciclicd a oscilatiilor armonice ale punctului de
suspensie a pendulului.

Aplicatia Delphi cu ajutorul careia se simuleaza oscilatiile acestui sistem mecanic
este analogica cu cea descrisa in figura 1, cu urmatoarele completari:

1. In evenimentul ButtonlClick se seteazi conditiile initiale (¢,,@,) si valorile
parametrilor sistemului / si w fie direct, fie prin intermediul casetelor de dialog de
tip Edit,

2. 1Inbaza ecuatiei diferentiale (11) se perfecteazi procedura pnf:

procedure pfn (t,x,v:extended;var f:extended);

begin
f:=-(g/1-h/1*sqgr (w)

end;

*sin(w*t)) *sin(x);

In figura 4 sunt indicati parametrii sistemului oscilant si capturile de ecran in care se
observa:
A. Fenomenul de rezonanta parametrica;
B. Oscilatiile pendulului in jurul pozitiei superioare de echilibru;
C. Oscilatiile pendulului in jurul pozitiei inferioare de echilibru;
Modificand parametrii sistemului oscilant, utilizatorul prin experiment numeric
descopera:
- conditiile pentru care se observa rezonanta parametricd (w=2wy) si cum influenteaza
amplitudinea excitatorului / asupra acestui proces;
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e o [N e . . hw
- care sunt conditiile pentru care pendulul efectueaza oscilatii in pozitie inversata >
Wo

V2 , demonstrati teoretic in [5].
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Figura 4. Simularea oscilatiilor parametrice ale pendulului gravitational

Concluzii

In baza investigatiilor realizate si a codurilor de programare Pascal, prezente in
lucrare, utilizatorul final (elevii, studentii, masteranzii, cadrele didactice), cu eforturi
minimale si cunostinte medii de programare Delphi poate restabili aplicatiile descrise si
dezvolta in continuare alte aplicatii de modelare-simulare de conceptie proprie. Aceste
activitati vor contribui substantial la intelegerea mai profunda a fenomenelor si proceselor
fizice studiate si vor dezvolta competente de creare a software-lor educationale cu ajutorul
carora utilizatorii vor realiza experimente si lucrari virtuale de laborator.
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