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Abstract. In this paper the application of metric relations in triangle for determination of extremes of
functions is studied.

The proposed method is efficient when the traditional methods leads to cumbersome calculations.

1. Notiuni preliminare

Consideram functia f: | — R (intervalul I £R) de o singura variabila x.

Definitia 1.1. Punctul Xo € | se numeste punct de minim local al functiei f daca
exista o vecinatate V a Ui Xo, astfel incit are loc relatia f(Xo) < f(X) pentru oricex e VN 1.
In acest caz valoarea functiei in punctul xo, adicd f(Xo) se numeste minim local al functiei
f[1, p. 137].

Definitia 1.2. Punctul xo € | se numeste punct de maxim local al functiei f daca
existd o vecindtate V a lui xo, astfel incit are loc relatia f(Xo) > f(X) pentru oricex e VN 1.
In acest caz valoarea functiei in punctul xo, adicd f(Xo) se numeste maxim local al functiei
f[1, p. 137-138].

Punctele de minim local si de maxim local ale functiei f(x) Se numesc puncte de
extrem local ale acestei functii.

Valorile functiei f(x) in punctele ei de extrem local se numesc extremele locale ale
acestei functii.

Definitia 1.3. Punctul xo € | se numeste punct de minim global al functiei f daca
are loc relatia f(xo) < f(x) pentru orice x € |, iar valoarea functiei in punctul xo, adicd f(Xo)
se numeste minim global al functiei f pe intervalul I [1, p. 138].

Definitia 1.4. Punctul xo € | se numeste punct de maxim global al functiei f daca
are loc relatia f(xo) > f(x) pentru orice x € |, iar valoarea functiei in punctul xo, adicd f(Xo)
se numeste maxim global al functiei f pe intervalul 1 [1, p. 138].

Punctele de minim global si de maxim global ale functiei f(X) se numesc puncte de
extrem global ale acestei functii.

Valorile functiei f(X) in punctele ei de extrem global se numesc extremele globale
ale acestei functii.

Observatia 1.5. Un punct de minim (maxim) local nu este in mod necesar un punct
de minim (maxim) global, iar un punct de minim (maxim) global este, in acelasi timp, si
un punct de minim (maxim) local.
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Observatia 1.6. Este posibil ca un minim local al unei functii sa fie mai mare decit
un maxim local al aceleiasi functii.

De obicei minimul unei functii se noteaza cu m, iar maximul ei — cu M.

Consideram functia f: | — R (intervalul I < R) derivabila pe intervalul I.

Definitia 1.7. Punctele in care derivata f' ia valoarea zero se numesc puncte critice
ale functiei f.

Punctul Xo va fi un punct critic, daca are loc una din urmatoarele trei conditii:

1) f/(xo) = 0; 2) f/(x0) = o0; 3) f/(X0) nu existi, iar insusi functia f(X) in punctul X = Xo
este definita.

Geometric aceste conditii ne indica ca:

e in punctul critic tangenta la graficul functiei este paraleld cu axa (Ox), daca se
realizeaza conditia 1 (vezi fig. 1);

¢ in punctul critic tangenta la graficul functiei este paralela cu axa (Oy), daca se
realizeaza conditia 2 (vezi fig. 2);

e tangenta la graficul functiei nu exista, daca se realizeaza conditia 3 (vezi fig. 3).
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Admitem ca functia f: | — R (intervalul I < R) este derivabila pe intervalul I, iar xo este un
punct interior lui | in care f/(Xo) = 0, adici Xo este un punct critic al acestei functii.

Primul criteriu suficient de extrem al functiei f(X). Daca la trecerea prin punctul
critic Xo prima derivatd t'(X) isi schimbd semnul, atunci acest punct critic este un punct de
extrem.

e Punctul xo este un punct de minim local al functiei (X), daca pentru orice x € |
au loc relatiile: f/(x) <0 pentru x < Xo si f/(x) > 0 pentru x > Xo. Se noteazd: % f(Xo) X .

e Punctul xo este un punct de maxim local al functiei f(X), daca pentru orice x € |
au loc relatiile: f/(x) > 0 pentru x < Xo si f/(x) < 0 pentru X > Xo. Se noteazd: ” f(Xo) .

e Dacd derivata T/(X) are acelasi semn la stinga si la dreapta lui xo, atunci Xo nu
este punct de extrem al acestei functii.

Aplicind primul criteriu suficient de extrem al functiei f(Xx) este comod de utilizat
asa-numitul tablou de variatie al functiei.



X1 [ X1 <X<Xo| X2 | Xo<X<X3| X3 | X3<X<Xg etc.
f/(x) - 0 + n.e. +
f(x) R m A n.d. Pl

Pe linia intii a acestui tablou se indicd domeniul de definitie al functiei si punctele
in care derivata ei se anuleaza sau nu exista. Pe linia a doua — semnele derivatei functiei
pe intervalele pe care derivata ei se anuleaza. Pe ultima linie se indica descresterea (),
cresterea (X ) functiei, precum si extremele ei. Inscriptia n.e. — inseamna, ca derivata nu
existd, iar inscriptia N.d. — inseamna ca functia nu este definita.

Mentionam, ca extremele globale ale unei functii f : [a, b] — R derivabile pe
intervalul (a, b) pot fi determinate aplicind algoritmul:

I. Se calculeazi f/(x).

I1. Se afla punctele critice ale functiei f(X), adica se rezolva ecuatia f/(x) = 0, X € (a,
b).

I11. Se calculeaza valorile functiei f(X) in punctele critice determinate si se compara
cu valorile acesteia la extremitatile intervalului: cea mai mica (mare) dintre aceste valori
va fi minimul (maximul) global al functiei f(x) pe [a, b].

In unele cazuri este dificil de a stabili semnul derivatei la stinga si la dreapta
punctelor critice. In asemenea cazuri se utilizeaza alt criteriu suficient de extrem, fara a
mai studia semnul functiei f/(X), cu conditia ¢ functia f (X) posedd derivate de ordin
superior pe intervalul I.

Al doilea criteriu suficient de extrem al functiei f(x). Punctul critic xo € (a, b)
este un punct de extrem al functiei f- (a, b) — R, daca prima derivata ce nu primeste
valoarea zero in acest punct are ordin par. Daca aceasta derivata de ordin par este
pozitiva (negativa), atunci punctul critic xo € (a, b) este un punct de minim (maxim) pentru
functia f(X).

De exemplu, dacd au loc conditiile: f/(xo) = 0 si f/(x0) # 0, atunci pentru f”(xo) > 0
avem f(xo) = m (minim), iar pentru f”(xo) <0 avem f(Xo) = M (maxim).

Consideram functia de doua variabile z = f(x; y) definita in careva vecinatate a
punctului (Xo; Yo) [3, p. 319].

Definitia 1.8. Vom spune ca functia z = f(X; y) are in punctul (Xo; yo) minim (maxim)
local daca exista o astfel de vecinatate a punctului (Xo; Yo) in care pentru orice punct (X;
y) se verifica inegalitatea f(X; y) > f(Xo; Yo) (f(X; y) < f(Xo; Yo)).

Din definitia 1.8 rezulta ca daca functia z = f(X; y) are extrem in punctul (Xo; Yo),
atunci cresterea totala Az = f(x; y) — f(Xo; Yo) a acestei functii in punctul (Xo; Yo) satisface in
careva vecindtate a punctului (Xo; Yo) una din urmatoarele conditii: Az > 0 (in cazul

minimului local); Az < 0 (in cazul maximului local).



Reciproc, daca in careva vecinatate a punctului (Xo; Yo) este satisfacuta una din
inegalitatile de mai sus, atunci functia are extrem in punctul (Xo; Yo).

Criteriul necesar de extrem al functiei f(X; y). Daca functia f(X; y) are extrem in
punctul (xo; Yo) si admite derivate partiale de ordinal intii, atunci aceste derivate sunt

egale cu zero, adica 1 (Xy;Yo) = f, (X Yo) =0.
Notam [4, p. 406]: r = £/ (x:¥0).5 = foy(XiYo), t= fy”2 (Xo:Yo) SiA=rt—¢2

Criteriul suficient de extrem al functiei f(X; y). Daca in punctul critic (Xo; Yo)
avem:

e A>0gir >0, atunci (xo; yo) este un punct de minim;

e A>0sir<Q0,atunci (xo; Yo) este un punct de maxim;

o A <0, atunci in punctul (Xo; Yo) nu exista extrem;

e A =0, atunci in punctul (Xo; Yo) functia f(X; y) poate sa aiba, dar poate si sa nu
aiba extrem. In acest caz sunt necesare cercetdri suplimentare.

Deseori intilnim probleme in care se cere de aflat valoarea cea mai mica (mare) a
functiei z = f(X; y) intr-un domeniu inchis oarecare D. Cu acest scop este necesar de aflat
toate valorile minime (maxime) ale acestei functii din interiorul domeniului D si valorile
functiei pe frontierea domeniului D, iar apoi alegem din ele valoarea cea mai mica (mare).
Mentiondm, ca nu este necesar de calculat derivatele partiale de ordinul doi si de utilizat
criteriul suficient de extrem, deoarece toate extremele functiei f(X; y) se afla printre valorile
sale in punctele critice. Este suficient de aflat valorile functiei f(X; y) in toate punctele
critice si dintre ele de ales valoarea cea mai mica (mare).

Problema aflarii celei mai mici (mari) valori a functiei z = f(x; y) pe frontiera
domeniului D se reduce la determinarea celei mai mici (mari) valori a unei functii de o
singura variabila.

Rationamente analoage au loc si pentru functiile de trei si mai multe variabile.

2. Determinarea extremelor functiilor prin intermediul relatiilor metrice in
triunghi
Vom cerceta la extrem functii de o singura variabila si de trei variabile prin metode
netraditionale. Problemele 2.1 — 2.4, 2.6 le vom numi probleme de tipul I, iar problemele
2.8 —2.11 le vom numi probleme de tipul I1.

Problema 2.1. Aflati valoarea cea mai mica a functiei f(x) = \/Xz + % + \/XZ + % -

Rezolvare. Metoda traditionald. Aceastd functie este definitd pe toatd axa

numerica. Daca utilizdm primul criteriu de extrem al functiei de o singurd variabila, atunci

derivata de ordinul intii a acestei functii este:
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Egalim aceasta derivati cu zero, adicd rezolvim ecuatia f/(X) = 0 sau ecuatia

f/(x) =

X X

+ =0,
\/2 81 \/2 256
X“+ = X“+——
25 25

care admite numai solutia x = 0.

Alcatuim tabloul de variatie al functiei f(X) = \/ X% + % + \/ X2 + % :

—0<X<0 0 |0<x<+w
f/(x) - 0 +
f(x) Y 5 Dol

Deci valoarea cea mai mica 5, functia data o primeste in punctul X = 0.

Daca utilizam al doilea criteriu de extrem, atunci ob';inem'
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25 25
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Observam ci f /(0) > 0. Deci, x = 0 este un punct de minim pentru functia dati si
"

cea mai mica valoare a ei este f(0) = 5.
Metoda netraditionala (fig. 4). Construim segmentele AD

.
5
perpendiculara CD = x. Unim punctul C cu punctele A si B.

Fig. 4
Atunci AC = 1/x2+2—; si BC :‘/x2+22156. Suma AC + BC va €

primi valoarea minimala numai atunci cind punctele A, C si B vor fi coliniare, adica atunci

siDB = 36 situate pe aceeasi dreapta. Din punctul D ridicam I E
4 2 5

cind
AC + CB = AB.
Insa lungimea segmentului AB = 5. Prin urmare, valoarea cea mai mici a functiei
este 5.



In continuare vom rezolva probleme numai prin metoda
netraditionala.

Problema 2.2. Aflati valoarea cea mai mica a functiei
f(X) = VX2 +9 +4/x* —4x/3 +16 . 4
Rezolvare. Cercetam triunghiul dreptunghic ACD (fig. 3 300
5), unde AC = 3, CD = X, m(£ ACD) = 90° si triunghiul BCD, ¢« B
unde m(£BCD) = 30°, CB = 4, CD = x. Fe 5
Conform teoremei lui Pitagora, din triunghiul dreptunghic ACD obtinem AD

Vx?+9, iar din triunghiul BCD, conform teoremei cosinusului avem BD

\/ x> —4x+/3+16. A determina valoarea cea mai mica a functiei date
inseamnd a determina lungimea cea mai micd a liniei frinte ADB. A
Deci min f(x) = min (AD + BD) = AB, adica punctul D trebuie sa fie
situat pe segmentul AB. Dar atunci, conform teoremei cosinusului, -
din triunghiul ABC, obtinem:
AB = \AC? + BC?—2AC - BC -c05120° = +/3° + 4% + 3.4 =+/37.
Prin urmare, min f(x) = /37.
Problema 2.3. Aflati valoarea cea mai mica a functiei
f(X) = VX2 —2x+4 + X2 —x4/3 +1.

Rezolvare. Cercetam triunghiul ACD (fig. 6) in care AC = 2,
m(£LACD) = 60° CD = X si triunghiul BCD in care BC = 1, CD = x, m(£BCD) = 30°.
Atunci, din triunghiul ACD, conform teoremei
cosinusului obtinem AD = +/x?-2x+4. Analog, din

triunghiul BCD obtinem DB = /x? — x+/3+1. Valoarea
cea mai mica a functiei va fi:

m = min(AD + DB) = AB, adici D e AB.

Din triunghiul dreptunghic ACD primim AB =

5. Prin urmare, valoarea cea mai mica a functiei este
m=.5.
Problema 2.4. Aflati valoarea cea mai mica a functiei
f(X) = VX2 —2x+4 +/x% —5x+ 25,
Rezolvare. Cercetam figura 7. Observam ca in acest caz CD este bisectoarea
unghiului ACB. Vom avea:

AD = /x* —5x+25 si BD = Vx*-2x+4.

Aplicind rationamentele de mai sus, din triunghiul ABC, conform teoremei

cosinusului obtinem:



AB = JAC? + BC?—2AC - BC - cos120° =

= V52422 45.2 =4/30.
Nota 2.5. In figurile 4 — 7 punctul D poate fi situat atit in interiorul triunghiului

ABC cit si in exteriorul lui. La rezultat aceasta nu influenteaza, deoarece valoarea cea mai

mica a functiei se obtine numai atunci cind D € [AB].

Problema 2.6. Aflati valoarea cea mai mare a functiei f(X) = VX2 +49 —/x% —3x+9

Rezolvare. Construim triunghiul
dreptunghic ACB (fig. 8) in care AC = x, BC = 7,
m(£ACB) = 90°si triunghiul ACD, in care CD = 3,
m(ZACD) = 60° AC = x. Atunci, conform
teoremei lui Pitagora, din triunghiul dreptunghic

ACB avem: AB = +/x% +49, iar din triunghiul ACD
primim: AD = /x* —3x+9. Deci f(x) = AB — AD si

max f(x) = max(AB — AD) = EB — ED = DB,
unde E € [AC], adica daca D ¢ [AB].

A
Din triunghiul BCD, conform teoremei cosinusului primim:
DB:JCD2+BCZ—2CD-Bc-cosso°:\/32+72—2-3-7-§: o
58 - 2143 .
Nota 2.7. Spre deosebire de metodele traditionale, metoda D
prezentata aici ne permite sa determindm valoarea cea mai mica (mare) A %—5

a functiei, fara a afla punctul in care ea primeste aceasta valoare.
Problema 2.8. Pentru ce valoare a lui x functia

F(x) = \/x2+@ +\/x2 20736
169

169
primeste valoarea cea mai mica.

Rezolvare. In acest caz din figura 9 observam ca functia va obtine valoarea cea mai
mica pentru X = 0.

Problema 2.9. Pentru ce valoare a lui x functia

f(X) = VX2 +16 +x2 —6xv/2 + 36

primeste valoarea cea mai mica.

10



Rezolvare. Cercetam figura

10. Din triunghiul dreptunghic ACD 4

avem AD = \/m, iar din o

triunghiul BCD obtinem DB = 4

X2 —6x+2+36. Aria triunghiului fo

ACD este 2x, aria triunghiului BCD C G &
este 32 , iar aria triunghiului ACB Fig. 10

va fi 6+/2 . Deoarece Asacs = Aaaco + Aascp, atunci

2X + 3xv2 _ 672, AX+ 3x4/2 = 1242, x = 1212 = 36—244/2.
2 4132

Problema 2.10. Pentru ce wvaloare a Ilui x functia f (X)

\/ X2 —2X+4 + \/ X2 —2x+/3 + 4 primeste valoarea cea mai mica.
Rezolvare.Utilizind figura 11, aflam ariile triunghiurilor ACD, BCD si ACB, unde

AC=BC=2,AD = /x> -2x+4, DB = /x> —2x-/3+4 si CD = x. Vom obtine: Aaacp =

ﬂ, Asgcp = > si Aaace = 2. C
2 2
. 0
Deoarece Aaacs = Aaacp + Aascp, atunci a0% ‘30 i
7 2

Problema 2.11. Pentru ce valoare a lui x

functia f (X) = /x2—3x/3+9+/x2—5x/3+25
primeste valoarea cea mai mica.
Rezolvare. Din figura 12 observam ca:

AD = /x2 —3x./3+9, DC = /x? —5x-/3+ 25,
AB =3, BC =5, BD = x si m(£ABD) = m(£CBD) = 30°. Ariile triunghiurilor ABD, CBD
si ABC vor fi respectiv:

Fig. 11

. 15./3
AareD = 3—X, Axcep = o5 sl Axace = \r.
4 4 4
Din egalitatea
Aaasc = Aaasp + Aacep,
obtinem:
153 _ 3x + 57)(, 15./3 =8x, x = 15*@.
4 4 4 8

11



Nota 2.12. In problemele 2.9 — 2.11 valoarea lui x se poate de determinat utilizind
formula din [2, Teorema 1.8, p. 15]. Conform acestei formule vom obtine respectiv:

6- 4(cos 90° - +/1— cos? 45° + cos45° - +/1— cos?90° )
X =

6-+/1—cos245° +4-/1—cos290°

oy 2
o 2402 122

e 2, 6248 3244
2

=36-24-/2 (Problema 2.9);

2- 2(005 60° - 41— cos230° + cos30° - AJ1- cos? 60° )
X = _
2. /1-c0s230° +2-/1—cos2 60°

4[;1+\@‘ﬁ

22 2}_ 143 _,
2.34_2.@ V3+1

(\E—l) (Problema 2.10).

Pentru Problema 2.11 de asemenea este valabila formula utilizata din [2, Teorema
1.8, p. 15]. Insi in acest caz observam ci x = BD este bisectoarea interioar a triunghiului
ABC si utilizind formula din [2, Corolarul 1.9, p. 16] vom obtine:
¥ = 23'5.? :15x/§
3+5
Cercetam in continuare la extrem functii de mai multe variabile.

(Problema 2.11).

Problema 2.12. Aflati valoarea cea mai mica a functiei:

f0y;2) = X2 +4+./y? +16 ++/22+36, daca X +y + 2 =5,

Rezolvare. Metoda standarda. Aplicarea metodei standarde ne conduce la calcule
destul de voluminoase, care sunt aratate mai
jos. 5

Deoarece z =5 — X —Y, atunci obtinem
functia de doua variabile:

f(x;y) = \

0
3 /30" V0 5

C
0
2 2 2
4 16 5—X— 36 .
N +x/y + +x/( X—y) + Fig 12
Derivatele partiale de ordinul intii ale acestei
functii sunt:
e
x/x +4 \/(5—x—y) + 36
5—X—
oy = - )

Jy2+16  /5-x—y)?+36

12



Egalam aceste derivate cu zero:

f1(6y) =0, f)(xy) =0,

de unde
Xy2 +16 = y/x% +4, X3y? + 16x% = x2y? + 4y?,

Y2 = 4x2,y = £ 2X.

Atunciz=5-3xsiz=5+x.
Admitem ca y = 2X. Atunci obtinem:
X 5-3x
X%+ (5-3xP +36

=0. Aceasta ecuatie

admite unica solutie X = 2 Prin urmare,

5 . 5
= jarz= >,
y 3 2
Admitem acum ca y = — 2X. Atunci primim ecuatia:

X 3 5-3x

P+4(5-3xP +36 )

de unde rezultd ecuatia patrata:

8x2—10x — 25 =0,
care admite solutiile: X1 = —i Si Xo = — 2 Dar atunci

5

. . 15 . 1
y1= Es|y2:—5, |ar21:f§|22: 25

Astfel am obtinut trei puncte:

In fine obtinem:

§+16+ /25+36:
9 [ 4

13 13 13 78

13;
6 3 2 6

o

f(—;s;l): /25+4+ /25+16+ /225+36:
4’2" 4 ) 16 4 \ 16

_\/B9 B9 389 _3.89,
4 2 4 2

13



5 _15 25 225
fl—-—-5"—"|=,]—+4+/25+16+ | —+36=
( 2 2} | 4 : | 4

= \31+x/ﬁ+3\/zﬂ=3x/ﬂ-

Prin urmare, valoarea cea mai mica a functiei date este 13.

Metoda nestandarda. Cercetam figura 13. Functia data va obtine valoarea cea mai

micd atunci cind lungimea liniei frinte ABCD va avea lungimea cea mai mica. Aceasta
este posibil numai atunci cind punctele A, B, C si D vor fi situate pe una si aceeasi dreapta,
adica valoarea cea mai mica a functiei date trebuie sa fie lungimea segmentului AD, care
este ipotenuza triunghiului dreptunghic. Deoarece catetele triunghiului dreptunghic sunt 5
si 12, rezulta ca AD = 13. Deci valoarea cea mai mica a functiei este 13.

In continuare mai cercetim inca doua probleme pe care le vom rezolva prin metoda
nestandarda.

Problema 2.13. Aflati valoarea cea mai mica a functiei

f(X;y; 2) = [x2—3x+9+/y2—5y+25+/22 —62+36,
dacax+y+z=7.
Rezolvare. Din figura 14 observam ca

AB = /x> -3x+9,BC = \/y2—5y+25 s
CD= /z2-62+36.

Deci f(x; y; z) = AB + BC + CD.

Valoarea cea mai mica a functiei va fi lungimea segmentului AD. Dar atunci, din
triunghiul ADE, conform teoremei cosinusului, vom obtine: L

AD = -/AE2 + DE2 - 2AE - DE - cos60° =

= 72+142—2-7-14-;=\/245—98=7ﬁ.

! 13 f
Prin urmare, valoarea cea mai mica a functiei date '
este 7-/3,dacix+y+z=7. ¢ =
|
Metoda nestandarda propusa poate fi utilizatd si la 5/ 4 4
rezolvarea problemelor mai dificile. < | A
4 4
Problema 2.14. Aflati valoarea cea mai mica a Fig 13
functiei

06y 2) = D= xB+1+1y* ~2y-2+4+1/2 =329,

14



2-2+3+-/3
T

Rezolvare. Cercetdm figura 15, in care AF = x, FD = 1, m(£LAFD) = 30°, DT =,
ET =2, m(£DTE) = 45°, ES =z, SB = 3, m(£ESB) = 60°. Din triunghiul AFD, conform

teoremei cosinusului obtinem:

dacax+y+z=

AD = \/x? —=x[3+1;

DE = ./y* -2y 2 +4,
EB = x/22—32+9.

In triunghiul dreptunghic FKD avem:

din triunghiul DTE obtinem

iar din triunghiul ESB primim:

kF=1 pk= "3
2 2

Dar atunci FP = KT = y—f. Triunghiul dreptunghic TPQ este isoscel, deoarece

m(£PQT) = m(£DTE) = 45° (conform constructiei) si deci PQ = PT = KF = ;, TQ = 2
. Atunci B

FQ:FP+PQ:y—*€;{EQ:ET+

TQ:2+%f.

Triunghiul dreptunghic ELT este
isoscel si deci EL = LT = /2.
Din triunghiul dreptunghic isoscel

EMQ avem EM =MQ = /2 + ; Atunci A

QR=MS=z-2-; SR=MQ=

1
2+ =.
2 5

Din triunghiul dreptunghic SRC vom obtine:
SC = zx/g;'xg; RC = x/g_FxE

Atunci

QC:QR+Rc:Z_\@_;+xE+\6@;
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BC=BS+SC=3+ 2\@3+x5 _ 9+2\£+x@;

A1y, g 1,6

AC=AF+FQ+QC=x+y— 3
:2\E+3+x5_ \@—1_ 2 +£ \3_3 \5_'_@.

2 2\536236’

AC2: §+£ \/7 R Tl
2736 ) 4" 3 12
_ 27+8+1+12x@+6\@+4x5_18+6\@+3\@+2\E_
12 6 ’
BC2 = (9+2%+\EJ2 _ 81+24+3+36./6+18.3+12./2 _
3 9

_ 27 +8+1+12./6 +6-/3+4.2 36+12:/6 +6+3+4./2 .
3 3 ’

AC-BC = (2 6 *EMW]:?(%MMB)@

eI

3 6 3 18
118- (B1+24+3+36./6 +18.3+12./2)=
_18+6./6+3./3+2.2
3 .
Atunci din triunghiul ABC, conform teoremei cosinusului, obtinem:

AB = /AC2+BC2-2AC - BC -cos60° =

_ [18+6.6+3/3+2./2 36+12./6+63+4.2 18+6./6+3.3+2,2
- 6 3 3 B

_ /9+3%+3*E+\E= 1, 5, 3[ 1 o7 B«F 33+22+1
\ 2 2 2
Prin urmare, valoarea cea mai mici a func‘;lel este
3XE+§\E+1, dacax+y+z= 2\E+23+\E.
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