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Rezumat: Fie R un inel și G și un R-modul. Notăm cu S(X,G) R-modul cuvintelor cu alfabetul X și 

coeficienții din G. Sistemul T = {En, hn: n N} se numește șir de mulțimi orientate, dacă satisface condițiile: 

mulțimea E0 este nevidă și h0: E00 este o aplicație; dacă n ≥ 1 și mulțimea En este vidă, atunci și mulțimea 

En+1 este vidă; dacă n ≥ 1 și mulțimea En este nevidă, atunci hn: EnS(En-1, G) este o aplicație. dacă n ≥ 2, 

x En și hn(x) = a1x1 +a2 x2 + ... +am xm, atunci G-cuvântul hn-1(hn(x)) = a1hn-1( x1) + a2hn-1(x2) + ... + am 

hn-1(xm) este echivalent cu cuvântul nul 0 din S(En-2, G). În lucrare se propune o metodă de construire a 

grupurilor de omomologii și coomologii cu ajutorul conceptului de șir de mulțimi orientate. 

Abstract: Let R be a ring and G be an R-modul. Denote by S(X,G) the R-modul of all words with the 

alphabet X and coeficients from G. System T = {En, hn: n N}it is called a sequence of oriented sets if: the 

set E0 is non-empty and h0: E00 is a mapping; if n ≥ 1 and the set En is empty, then the set En+1 is empty 

too; if n ≥ 1 and the set En is non-empty, then hn: EnS(En-1, G) is a mapping; if n ≥ 2, x En and hn(x) = 

a1x1 +a2 x2 + ... +am xm, then the G-word hn-1(hn(x)) = a1hn1(x1) + a2hn-1(x2) + ... + am hn-1(xm) it is equivalent 

with the word 0 from S(En2, G). We prepose a method of construction of homological groups and 

cohomological groups applying the concept of the sequence of oriented sets.  

1. Introducere 

Topologia face parte din categoria disciplinelor de bază în matematică. Topologia 

algebrică oferă metode eficiente de studiere a spațiilor topologice și a structurilor adiacente 

lor prin intermediul structurilor discrete de tip algebric: grupuri, module, spații vectoriale, 

grupuri gradate, algebre etc.  

În lucrarea prezentă se introduce noțiunea de șir de mulțimi orientate, care este o 

generalizare a noțiunii de complex de lanțuri . Orice șir de mulțimi orientate generează un 

complex de lanțuri, care la rândul său generează un șir de omologii și un șir de coomologii. 

Acest fapt simplifică construirea șirurilor de omologii și de coomologii pentru complexul 

de cuburi abstracte și complexul de relații multi-are [4].  

2. Un formalism de construire a grupurilor de omologii și coomologii 

În acest paragraf se va descrie o metodă generală de construire a unui complex: un șir de 

module și omomorfisme. Examinăm numai grupuri abeliene. Notăm cu Z inelul numerelor 

întregi, iar N = {0, 1, 2, ... }. 

2.1.Module. Fie R un inel. Se numește R-modul sau simplu modul un grup abelian G astfel 

încât pentru orice x G și orice λ R este determinat produsul λ x G și se satisfac 

următoarele restricții: λ(x+y) = λx+λy, (λ+µ)x = λx+µx, λ(µx) = (λµ)x pentru orice x, y 

G și λ, µ R. R-modulul G se numește unitar, dacă R este un inel cu unitate și 1x = x pentru 

orice x  G. Orice grup abelian este un Z-modul unitar. Ideal al R-modulului G se numește 

un așa subgrup H al grupului G pentru care R·H = { λ x: x H, λ R}  H. Dacă H este un 

ideal al R-modulului G, atunci în mod univoc se construiește R-modulul-cât G/H și factor-

omomorfismul pH: G → G/H pentru care nucleul Ker(pH) = pH
-1(0) = H. R-modulul-cât 
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G/H este format din clase de echivalențe de forma x+H la echivalența: xy dacă și numai 

dacă x-y H. 

2.2. Ideale și omomorfisme. Fie A, B două R-module, L un ideal al modulului A, M un 

ideal al modulului B, f: A → B un omomorfism și f(L)  M. Atunci f(x+H)  f(x)+M pentru 

orice x  G. Obținem că f aplică o clasă de echivalență din A/L într-o clasă de echivalență 

din B/M. Deci f este și o aplicație al R-modulului A/L în R-modulul B/M. Aplicația f: A/L 

→ B/M este un omomorfism și fpL = pMf, adică este comutativă diagrama: 

A f→ B 

 pL pM 

A/Lf→B/M. 

Omomorfismul f: A/L → B/M se numește omomorfism indus de omomorfismul f: 

A → B. Dacă B = f(A) și L = f-1(M), atunci f: A/L → B/M este un isomorfism. 

2.3.Module de lanțuri. Fixăm un inel R și un R-modul G. 

 Fie E o mulțime nevidă. Expresia formală c = a1x1 +a2 x2 + ... +am xm, unde x1, x2, ..., xm 

E și a1, a2, ..., am G se numește G-cuvânt de lungimea ≤ n. Simbolul 0 se consideră G-

cuvânt de lungimea 0. Dacă : {1, 2, ..., m}{1, 2, ..., m} este o permutare și c = a1x1 +a2 

x2 + ... +an xn este un G-cuvânt, atunci G-cuvintele c = a1x1 +a2 x2 + ... +am xm și c= 

a(1)x(1) +a(2)x(2) + ... +a(m) x(m) se consideră echivalente și se identifică. Clasele de G-

cuvinte echivalente formează un modul notat prin S(E,G). Fiecare element din S(E,G) se 

numește E-lanț cu coeficienți din G. Modulul S(E,G) este suma directă a E exemplare a 

modulului G. Modulul S(E,G) poate fi identificat cu totalitatea aplicațiilor f: E → G cu 

proprietatea: mulțimea {x E : f(x) ≠ 0} este finită. Modulul S(E,G) poate fi prezentat și 

ca un submodul al produsului cartezian GE. Din acest punct de vedere, considerăm S(, 

G) = {0}. 

Dacă H este o submulțime nevidă a mulțimii E, atunci S(E,G) este un ideal al modulului 

S(E,G). Construim aplicația multivocă SupE: S(E,G) → E la care SupE(c) = {H  E: c 

S(H,G)} pentru orice c  S(E,G). Mulțimea SupE(c) se numește suportul elementului c  

S(E,G). Mulțimile SupE(c) sunt finite și numai pentru c = 0 mulțimea SupE(c) este vidă. 

Dacă c= a1x1 +a2 x2 + ... +am xm, unde a1, a2, ... am G \{0} și x1, x2, ... xm E sunt elemente 

diferite, atunci SupE(c) = {x1, x2, ... xm}.  

Orce aplicație g: E Y generează un unic omomorfism  g: S(E,G)  S(Y,G) pentru 

careg(a1x1 +a2 x2 + ... +am xm) = a1g(x1) +a2g(x2) + ... +amg(xm). De asemenea, orice 

aplicație g: E  A, unde A este un R-modul, generează un unic omomorfism  g: S(E,G) 

 A pentru careg(a1x1 +a2 x2 + ... +am xm) = a1g(x1) +a2g(x2) + ... +amg(xm). 

2.4. Exemplu. Fie R = G = Z și E o mulțime nevidă. Notăm -E = {-x: x E} și E* = E(-

E). Atunci expresia formală c = x1 + x2 + ... + xm, unde x1, x2, ..., xm E* se numește Z-

cuvânt de lungimea m. Simbolul 0 se consideră Z-cuvânt de lungimea 0. Dacă : {1, 2, ..., 
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m}{1, 2, ..., m} este o permutare și c = x1 + x2 + ... + xm un Z-cuvânt, atunci Z-cuvintele 

c = x1 + x2 + ... + xm și c = x(1) + x(2) + ... + x(n) se consideră echivalente și se identifică. 

Clasele de Z-cuvinte echivalente formează Z-modulul liber (grupul abelian liber) F(E) 

generat de mulțimea E. Vom avea E  F(E) =S(E,Z). Orice aplicație g: E Y generează 

un unic omomorfism  g: F(E)  F(Y) pentru care g = g |E. De asemenea, orice aplicație 

g: E A, unde A este un Z-modul (grup abelian), generează un unic omomorfism  g: 

F(E)  A pentru care g = g |E. Și în acest caz vom avea aplicația suport SupE: F(E) → 

E. Fie x  E și a G. Atunci -x  E* și considerăm că a(-x) = (-a)x. Prin urmare elementele 

a G și c = x1 + x2 + ... + xm F(E) determină elementul ac = ax1 +a x2 + ... + 

axmS(E,G). 

2.5. Exemplu. Fie R = G și E o mulțime nevidă. Notăm -E = {-x: x E} și E* = E(-E). 

Atunci expresia formală c= a1x1 +a2 x2 + ... +am xm, unde x1, x2, ..., xm E și a1, a2, ..., am 

R, se numește R-cuvânt de lungimea ≤ m. Simbolul 0 se consideră R-cuvânt de lungimea 

0. Dacă : {1, 2, ..., m}{1, 2, ..., m} este o permutare și c= a1x1 +a2 x2 + ... +am xm un R-

cuvânt, atunci R-cuvintele c= a1x1 +a2 x2 + ... +am xm și c = a(1) x(1) + a(2) x(2) + ... + 

a(m) x(m) se consideră echivalente și se identifică. Considerăm 0 + c = c + 0 = c pentru 

orice R-cuvânt c. Dacă c= a1x1 +a2 x2 + ... +am xm, elementele x1, x2, ..., xm E sunt diferite 

și a1, a2, ..., am R\{0}, atunci cuvântul c se numește simplu. Cuvântul 0 se consideră 

simplu. Orice cuvânt este echivalent cu un cuvânt simplu. Clasele de R-cuvinte echivalente 

formează R-modulul liber S(E, R) generat de mulțimea E. Identificăm x  E cu 1x. Vom 

avea E  S(E,R). Orice aplicație g: E Y generează un unic omomorfism  g: S(E,R)  

S(Y,R) pentru care g = g |E. De asemenea, orice aplicație g: E A, unde A este un R-

modul generează un unic omomorfism  g: F(E)  A pentru care g = g |E.  

2.6. Module de omomorfisme. Fixăm un inel R. Fie A și B R-module și f: A → B un 

omomorfism. Notăm cu Hom(A,G) totalitatea omomorfismelor g: A → G. Pentru orice 

două omomorfisme g, h :A → G se determină suma g+h: (g+h)(x) = g(x)+h(x) pentru 

orice x  A. Dacă λ R, atunci λf, unde (λf)(x) =λ(f(x)), este de asemenea un omomorfism. 

Prin urmare Hom(A,G) față de aceste operații este un R-modul, numit modulul de 

omomorfisme. Omomorfismul f : A → B generează omomorfismul dual f: Hom(B,G) → 

Hom(A,G), unde f(g) = g  f pentru orice g Hom(B, G). 

 Dacă g Hom(A, G) și x A, atunci notăm g,x = g(x).Obținem operatorul de evaluare 

.,. : Hom(A, G) A → G care pentru orice x A generează omomorfismul ex : Hom(A, G) 

→ G, unde ex(g) = g,x = g(x). Putem considera că ex = .,x|Hom(A, G){x}. 

2.6. Complexe de lanțuri. Fixăm un inel R. Orice modul se consideră R-modul. 

Se numește complex de lanțuri un șir C = {Cn, ∂n: n N} format din modulele Cn și 

omomorfismele ∂n+1: Cn+1 → Cn cu proprietățile:  
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- ∂0: C0 → 0 este omomorfismul în modulul trivial format numai din elementul 0; 

-  ∂n ∂n+1= 0, adică ∂n (∂n+1(Cn+1)) ={0}Cn+1, pentru orice n ≥ 1. 

Omomorfismele ∂n se numesc operatori de frontieră sau diferențiali. Complexul de lanțuri 

poate fi scris sub forma 

...→ Cn+1 → Cn→...→ C2 →C1 → C0 → 0. 

Un șir A → B →C format din trei module și două omomorfisme f: A → B,g: B → C se 

numește:  

- semiexact în terminul B, dacă Imf = f(A)  g-1(0) = Ker g; 

- exact în terminul B, dacă Imf = f(A) = g-1(0) = Ker g. 

 Șirul A → B → C format din trei module și omomorfismele  f: A → B, g: B → C se 

numește direct sau despicat sau scindat, dacă modulul B = A  C este sumă directă a 

modulelor A și C, f: A → B este o scufundare isomorfică și g: B → C este proiecția naturală. 

Conform definiției, complexul de lanțuri  

...→ Cn+1 → Cn→...→ C2 →C1 → C0 → 0 

întotdeauna este semiexact, adică semiexact în fiecare termin Cn.  Fixăm un complex de 

lanțuri C = {Cn, ∂n: n N}. Elementele din Cn se numesc lanțuri n-dimensionale. Lanțul 

nCc se numește ciclu n-dimensional, dacă ∂nc = 0, adică nKerc  . Modulul format din 

cicluri n-dimensionale se notează cu Zn(T). Lanțul nCc se numește lanț n-dimensional de 

frontieră, dacă c = ∂n+1(c′) pentru un careva lanț n+1-dimensional 1 nCc  adică 

)(Im 111   nnn Cc . Modulul format din lanțuri n-dimensionale de frontieră se notează 

cu Bn(T). Submodulele Zn(T) și Bn(T) sunt ideale ale modulului Cn. Modulul Hn(T) = 

Zn(T)/Bn(T) se numește modul sau grup n-dimensional de omologie al complexului de 

lanțuri T. Deoarece ∂n+1(Zn+1(T))Zn(T)și ∂n+1(Bn+1(T))Bn(T)Zn(T), vom considera 

∂n+1= ∂n+1|Zn+1(T). Fie pn: Zn(T)→ Hn(T) = Zn(T)/Bn(T) proiecția naturală. Atunci 

omomorfismull ∂n+1 induce omomorfismul ∂n+1 : Hn+1(T) → Hn(T) astfel încât pn∂n+1 = 

∂n+1pn+1. În rezultat se obține șirul de omologii H(T) = {Hn(T), ∂n: n N} al complexului 

de lanțuri T\: 

...→ Hn+1(T) → Hn(T)→...→ H2(T) →H1(T) → H0(T) →0. 

Este evident că șirul de omologii H(T) este și un complex de lanțuri.  

2.7. Complexe de co-lanțuri. Fixăm un inel R. Orice modul se consideră R-modul. Se 

numește complex de co-lanțuri un șir C = {Cn, n: n N} format din modulele Cn și 

omomorfisme n+1: Cn → Cn+1 cu proprietățile:  

- 0: 0 →C0 este omomorfismul modulului trivial; 

- n+1 n = 0, adică n+1 (n(Cn-1)) ={0}Cn+1, pentru orice n ≥ 1. 

Omomorfismele n se numesc operatori de frontieră sau diferențiali. Complexul de co-

lanțuri poate fi scris sub forma 

0 →C0 → C1 → C2 → ....→ Cn-1→ Cn→Cn+1→...... . 
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Conform definiției, complexul de co-lanțuri întotdeauna este semiexact, adică semiexact 

în fiecare termin Cn. 

Fixăm un complex de co-lanțuri C = {Cn, n: n N}. Elementele din Cn se numesc co-

lanțuri n-dimensionale. Co-lanțul 1 nKerc   se numește co-ciclu n-dimensional. Idealul 

format din toate co-ciclurile n-dimensionale se notează cu Zn(T). Lanțul nCc  se numește 

lanț n-dimensional de frontieră, dacă c = n-1(c′) pentru un careva co-lanț n-1-dimensional 

1 nCc  adică )(Im 1 nnn Cc  . Modulul format din co-lanțuri n-dimensionale de 

frontieră se notează cu Bn(T,G). Modulul Hn(T) = Zn(T)/Bn(T) se numește modul sau grup 

n-dimensional de coomologie al complexului de co-lanțuri T. Deoarece 

n+1(Zn(T))Zn+1(T)și n+1(Bn(T))Bn+1(T)Zn+1(T), vom considera n+1= n+1|Zn(T). Fie 

pn: Zn(T)→ Hn(T) = Zn(T)/Bn(T)proiecția naturală. Atunci omomorfismul n+1 induce 

omomorfismul n+1 : Hn (T) → Hn+1(T) astfel îcât pn+1n+1 = n+1pn. În rezultat se obține 

șirul de coomologii H*(T) = {Hn(T), n: n N}al complexului de co-lanțuri T : 

0→ H0(T)→H1(T)→ H2(T) →...→ Hn(T) → Hn+1(T)→... . 

Este evident că șirul de coomologii H*(T) este și un complex de co-lanțuri.  

2.8.Complexul G-dual. Fixăm un inel R și un R-modul G. Complexul de lanțuri C = {Cn, 

∂n: n N} generează complexul de co-lanțuri T(G) = {Hom(Cn,G), ∂n: n N}. Vom spune 

că complexul T(G) este G-dualul complexului T . Șirul de coomologii H*(T(G)) = 

{Hn(T(G)), ∂n: n N} se va numi șirul de coomologii cu coeficienți din G al complexului 

de lanțuri T . 

Complexul de co-lanțuri C = {Cn, n: n N} generează complexul de lanțuri T(G) 

= {Hom(Cn,G), n: n N}. Vom spune că complexul T(G) este G-dualul complexului T . 

Șirul de omologii H(T(G)) = {Hn(T(G)), n: n N} se va numi șirul de omologii cu 

coeficienți din G al complexului de co-lanțuri T . 

 2.9.Șiruri de mulțimi orientate. Fixăm un inel R și un R-modul G. 

Sistemul T = {En, hn: n N} se numește șir de mulțimi orientate, dacă satisface condițiile: 

(i) mulțimea E0 este nevidă și h0: E00 este o aplicație; 

(ii) dacă n ≥ 1 și mulțimea En este vidă, atunci și mulțimea En+1 este vidă; 

(iii) dacă n ≥ 1 și mulțimea En este nevidă, atunci hn: EnS(En-1, G) este o aplicație. 

(iv) dacă n ≥ 2, x En și hn(x) = a1x1 +a2 x2 + ... +am xm, atunci G-cuvântul hn-1(hn(x)) 

= a1hn-1( x1) + a2hn-1(x2) + ... + am hn-1(xm) este echivalent cu cuvântul nul 0 din 

S(En-2, G).  

 Fie T = {En, hn: n N} un șir de mulțimi orientate. Modulul S(En,G) se numește modulul 

de lanțuri n-dimensionale al șirului T cu coeficienți din G și ce notează cu Sn(T,G). Dacă 

mulțimea En este vidă, atunci Sn(T,G) = {0} G. Dacă n ≥ 1 și mulțimea En nu este vidă, 

atunci construim aplicația multivocă n: En → En-1 la care n(x) = {H  En-1: hn(x)  

24



F(H)} = SupEn-1(x). Dacă hn(x)= a1x1 +a2 x2 + ... +am xm, unde a1, a2, ... am Z \{0} și x1, 

x2, ... xm En-1 sunt elemente diferite, atunci n(x) ={x1, x2, ... xm}. Vom spune că n este 

aplicația suport a aplicației hn, iar mulțimea n(x) este frontiera elementului x En in En-1. 

În cazul când mulțimea En este vidă aplicația n este trivială. Elementul hn(x) reprezintă 

”o orientare” a frontierei. 

Considerăm omomorfizmul trivial ∂0: S0(T,G)S-1(T,G) =0. Dacă mulțimea En+1 este 

vidă, atunci considerăm omomorfizmul trivial ∂n+1:Sn+1(T,G)  {0}  Sn(T,G). Fie n ≥ 1 

și mulțimea En+1 nu este vidă. Aplicația hn+1: En+1F(En) generează omomorfismul 

∂n+1=hn+1: Sn+1(T,G) → Sn(T,G), unde ∂n+1(a1x1 + a2x2 + ... + an xn) = a1 hn+1( x1) 

+a2hn+1(x2) + ... +amhn+1( xm) pentru orice G-cuvânt a1x1 +a2 x2 + ... +am xm Sn+1(T,G). 

Dacă x En+1, atunci considerăm că hn+1(-x) = -hn+1(x). În acest caz omomorfismul de 

frontieră ∂n+1 este bine definit. 

În rezultat se obține complexul de lanțuri S(T,G) = {Sn(T,G), ∂n: n N} și complexul de 

colanțuri G-dual S*(T,G) = {Sn(T,G), n: n N} al șirului de mulțimi orientate T = {En, hn: 

n N}:  

Complexul de lanțuri S(T,G) = {Sn(T,G), ∂n: n N} induce șirul de omologii H(T,G) = 

{Hn(T,G), ∂n: n N} al șirului de mulțimi orientate T = {En, hn: n N}: 

...→ Hn+1(T,G) → Hn(T,G)→...→ H2(T,G) →H1(T,G) → H0(T,G) →0. 

Complexul de co-lanțuri S*(T,G) = {Sn(T,G), n: n N} induce șirul de coomologii 

H*(T,G) = {Hn(T,G), n: n N} al șirului de mulțimi orientate T = {En, hn: n N}: 

0 → H0(T,G) →H1(T,G) →H2(T,G) → ... → Hn(T,G) → Hn+1(T,G)→... . 

Notă. Dacă n≥ 1, mulțimea En nu este vidă și mulțimea En+1 este vidă, atunci:  

- Hn(T,G)=Zn(T,G); 

- Hm(T,G)=0 pentru oricem ≥ n+1.  

Notăm cu v(T) = max{n: En nu este vidă}. 

Definiția 1. Șirul de mulțimi orientate T = {En, hn: n N}se numește singular, dacă 

mulțimea hn(E2n)= {h2n(x): x E2n} generează algebric modulul F(E2n-1) pentru orice n≥ 

1. 

Definiția 2 ([11], Definiția V.4.7). Șirul de mulțimi orientate T = {En, hn: n N} se numește 

similar cu un punct, dacă ∂2n : S2n(T,G)) → S2n-1(T,G) este o bijecție pentru orice n≥ 1. 

 Orice șir de mulțimi orientate similar cu un punct este și un șir singular de mulțimi 

orientate. 

Teorema 1. Fie T = {En, hn: n N} un șir singular de mulțimi orientate. Atunci: 

1. v(T) este număr par sau v(T) =. 

2. H2n-1(T,G)= 0 pentru orice n≥ 1. 

3. ∂2n (S2n(T,G)) = S2n-1(T,G) pentru orice n≥ 1. 

4. H0(T,G) = S(E0, G) și H2n(T,G) = Z2n(T,G) pentru orice n ≥ 1. 
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5. Dacă complexul de omologii este exact, atunci Hn(T,G)= 0 pentru orice n≥ 1. 

Demonstrație. Observăm că Z(E0, G) = S(E0, G). Fixăm n ≥ 1. Din faptul că mulțimea 

hn(E2n) = {h2n(x): x E2n} generează algebric modulul F(E2n-1) rezultă că E2n-1 = {2n(x): 

x E2n} și ∂2n(S2n(T,G)) = S2n-1(T,G). Dacă E2n este mulțime vidă, atunci și E2n-1 este 

mulțime vidă. Deci v(T) р este număr par sau v(T) =, B2n(T,G)) = 0, Z2n-1(T,G) = B2n-

1(T,G) = S2n-1(T,G),B2n(T,G) = 0, iar Z2n(T,G)  S2n(T,G). Dacă aplicația ∂2n : S2n(T,G)) 

→ S2n-1(T,G) este o biecție, atunci Z2n(T,G) = 0. Afirmațiile 1-4 sunt demonstrate. 

Afirmația 5 este o consecință a afirmației 2. 

Următoarea afirmație este evidentă și a fost demonstrată în ([11], Teorema V.4.8). 

Teorema 2. Fie T = {En, hn: n N} un șir de mulțimi orientate similar cu un punct. Atunci 

H0(T,G) = C(E0, G), iar Hn(T,G)= 0 pentru orice n≥ 1.  

Admitem că este dată o clasă de obiecte , numite spații, cu proprietățile: 

K1. Pentru orice obiect A sunt determinate subobiectele, subobiecte admisibile, 

subobiecte deschise și complementările lor. 

K2. Pentru orice obiecte A, B sunt determinate morfismele și scufundările A → B. 

K3. Pentru orice obiect A , inelul dat R și orice R-modul G în careva mod se construiesc 

șirul de omologii H(A,G) = {Hn(A,,G), ∂n: n N} și șirul de coomologii H*(A,G) = 

{Hn(A,G),n: n N}.  

 Eilenberg și Steenrod (vezi [11]) au propus următoarele axiome ale teoriilor de 

omologii. 

Axioma 1. Axioma comutativității. 

Orice morfism A → B și orice omomorfism G1→ G2 generează diagrame comutative 

Hn+1(A,G1) → Hn+1(B,G2) 

  

Hn(A,G1) → Hn(B,G2) 

pentru orice n. 

Axioma 2. Axioma exactității. 

Această axiomă presupune exactitatea șirului de omologii. 

Axioma 3. Axioma omotopiei. 

Pentru a formula această axiomă este necesar de definit noțiunea de ”omotopie” pentru 

obiectele (spațiile) din . Apoi se definesc spații omotopic echivalente. Axioma 

omotopiei presupune că la obiectele ”omotopic” echivalente grupurile de omologii 

coincid. 

În legătură cu această axiomă este bine venită noțiunea de ”retract”, care este un 

morfism special al obiectului pe un subobiect. 

Axioma 4. Axioma exciziei. 
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Pentru a formula această axiomă este necesar de definit pentru perechea (X, Y), unde Y 

este subspațiu admisibil al spațiului X, grupurile de omologii Hn(X,Y). Dacă U este o 

mulțime deschisă în X și U  Y, iar perechea (X \ U, Y \U) este admisibilă, atunci 

incluziunea (X \ U, Y \U)  (X,Y) generează scufundări isomorfe Hn(X \ U, Y 

\U)Hn(X,Y). 

Axioma 5. Axioma dimensiunii. 

 Această axiomă presupune: dacă obiectul A este format dintr-un singur ”element”, atunci 

grupurile H0 și G sunt isomorfe, iar Hn = {0} pentru n ≥ 1. 

Din teoria generală a omologiilor [11, 17, 20] se obține: 

1. Dacă șirul de omologii H(T,G) = { Hn(T,G), ∂n: n  N} este exact, atunci și șirul de 

coomologii H*(T,G) = {Hn(T,G), n: n N}} este exact. 

2. Dacă șirul de omologii H(T,G) = {Hn(T,G), ∂n: n  N} este exact și direct, atunci și 

șirul de coomologii H*(T,G) = {Hn(T,G), n: n N}} este exact și direct. 

2.10. Referitor la omologii poliedrale. Se numește complex poliedral o familie  de 

poliedre simple cu proprietățile: dacă P și H este o fațetă a poliedrului P, atunci 

H; dacă P, Q , atunci P și Q sau nu se intersectează, sau ele au o fațetă comună 

de o anumită dimensiune.  

Fixăm un complex poliedral . Notăm cu En totalitatea poliedrelor de dimensiunea 

n din . Pentru a construi șirul omological de mulțimi T = {En, hn: n N} trebuie să 

determinăm și aplicațiile hn. Cu acest scop, este necesar să orientăm poliedrele din .  

Vom spune că pe poliedrul n-dimensional P este dată o orientare coerentă, dacă 

fiecărei fațete H i se pune in corespondență un număr (H){-1,1} astfel încât pentru 

orice m  n și orice fațetă m-dimensională H vom avea {(F): F este o față m-2-

dimensional pentru H} = 0.  

Admitem că pentru fiecare poliedru P este fixată o orientare coerentă. Atunci 

notăm hn(P) = {(F)F: F este o fațetă n-1-dimensional pentru P} pentru orice poliedru 

n-dimensional P. În aceste condiții șirul de mulțimi orientate T = {En, hn: n N} este 

construit. Apoi se construiesc și se cercetează grupurile sau modulele de omologii și 

coomologii. De asemenea se demonstrează că aceste obiecte nu depind de orientarea 

coerentă fixată. 

2.11. Exemplu. Simplexul n-dimensional este un tetraedru n-dimensional. El este 

determinat de n+1 vârfuri ale lui. Din această simplexul n-dimensional abstract este o 

mulțime din n+1 elemente diferite. Simplexul abstract cu vârfurile a0, a1, ...,an se notează 

a0, a1, ...,an. Dacă : {0, 1, 2, ..., n}{0, 1, 2, ..., n} este o permutare și sgn  = 1, atunci 

a(0), a(1), ...,a(n) = a0, a1, ...,an.  

 Pe fiecare simplex a0, a1, ...,an există o orientare admisibilă. Considerăm că ordinea 

elementelor a0, a1, ...,an este fixată. O față n-1-dimensională are forma = a0, a1, ...,ai-1, 
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ai+1,...,an și orientarea (a0, a1, ...,ai-1, ai+1,...,an) = (-1)i. Fără obstacole se determină că 

această orientare este coerentă. Vom considera că pe fiecare simplex este fixată o orientare 

construită în modul indicat. Nu se cere ca orientările la diferite simplexe să fie acordate. 

Un complex simplicial abstract este o pereche ordonată de mulțimi K = (V, F), unde V este 

o mulțime nevidă de elemente numite vârfurile complexului, iar F este o familie de 

submulțimi finite a mulțimii V, numite simplexe, cu proprietățile: dacă v K, atunci {v} 

 F; dacă f  F și g este submulțime nevidă a mulțimii F, atunci g F; dacă f F conține 

k+1 elemente din V, atunci k se numește dimensiunea simplexului f. 

 Fixăm un complex simplicial abstract K = (V, F). Vom considera că pe mulțimea V este 

fixată o ordine liniară sau o bine ordonare. Notăm cu En totalitatea simplexelor n-

dimensionale din K. Atunci E0 ={{v }: v  V}. Dacă f  En, atunci f = a0, a1, ...,an și 

ordinea elementelor a0, a1, ...,an coincide cu ordinea din V. Conform acestei ordonări 

orientăm toate simplexele din K. Fie f = a0, a1, ...,anși fi = a0, a1, ...,ai-1, ai+1,...,an. Atunci 

notăm hn(f) = {(-1)ifi: i n}. În aceste condiții șirul de mulțimi orientate T(K) = {En, hn: 

n N} este construit. În rezultat se obține complexul de lanțuri S(K,G)= {Sn(K,G), ∂n: n 

N} și complexul de colanțuri G-dual S*(K,G)= {Sn(K,G), n: n N} al șirului de mulțimi 

orientate T(K)= {En, hn: n N}. Complexul de lanțuri S(K,G) și complexul de colanțuri 

S*(K,G) nu depind de ordonarea și orientările simplexelor. Deci pentru orice complex 

simplicial abstract K se determină șirul de omologii H(K,G) = {Hn(K,G), ∂n: n  N} și șirul 

de coomologii H*(K,) = {Hn(K,G), n: n N}. Aceste șiruri sunt exacte 5, 10,11, 17, 19, 

20, 9.  

2.12. Exemplu. Complexele cubice abstracte permit construirea omologiilor și 

coomologiilor cubice. Este suficient să construim orientări coerente pe cubul abstract n-

dimensional In. Vom efectua aceasta inductiv. Cubul I0 = {0} și se va considera orientat 

pozitiv. Cubul I1 = {0, 1} și are o pereche de fețe F1
1 = {I1

10 = {0}, I1
11 = {1}}. Admitem 

că pentru cubul n-dimensional In coerent sunt definite n perechi de fețe n-1-dimensionale 

{Fn
i = {In

i0, In
i1} : 1  i  n }. Notăm In+1 = In{0, 1}, Fn+1

i = {In+1
i0 = In

i0{0, 1}, In+1
i1 = 

In
i1{0, 1}} pentru orice i  n și Fn+1

n+1 = {In+1
(n+1)0 = In{0}, In+1

(n+1)1 = In{1}}. 

Considerăm că (In+1
ij) = (-1)i+j. 

2.13.Referitor la morfismele șirurilor de mulțimi orientate. 

Definiția 1. Fie T1 = {E(1,n), h(1,n): n N}și T2 = {E(2,n), h(2,n): n N} două șiruri de mulțimi 

orientate. Șirul de aplicații = {n : E(1,n)→ E(2,n) : n N} se numește morfism al șirului 

de mulțimi orientateT1 în șirul de mulțimi orientateT2 și notăm : T1)→ T2, dacă n-

1h(1,n) = h(2,n) n pentru orice n ≥ 1, unden-1: F(E(1,n-1)) →F(E(2,n-1)) este omomorfismul 

generat de aplicația n-1. 

Teorema 1. Fie T1 = {E(1,n), h(1,n): n N} și T2 = {E(2,n), h(2,n): n N} două șiruri de mulțimi 

orientate, iar  = {n : E(1,n)→ E(2,n) : n N} un morfism al șirului T1 în șirul T2. Atunci 
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morfismul induce un șir de omomorfisme  = {n : Cn(T1,G) → Cn(T2,G): n N} cu 

proprietățile: 

1. Pentru orice c = a1x1 +a2 x2 + ... +am xm  Sn(T1,G) vom avea n(c) = a1n(x1) 

+a2n(x2) + ... +amn(xm).  

2. ∂(1,n)nn-1 =n∂(2,n) pentru orice n ≥ 1. 

3. n(Zn(T1,G))  Zn(T2,G) șin(Bn(T1,G))  Bn(T2,G) pentru orice n ≥ 1. 

4. Dacă n(E(1,n)) = E(2,n) pentru orice n ≥ 1, atunci și n(Bn(T1,G)) = Bn(T2,G) pentru 

orice n ≥ 1. 

Demonstrare. Fie n ≥ 1 și mulțimea E(1,n) nu este vidă. Pentru c = a1x1 +a2x2 + ... +am xm 

 Sn(T1,G) notăm n(c) = a1n(x1) +a2n(x2) + ... +amn(xm). Obținem un omomorfism 

n: Sn(T1,G)→ Sn(T2,G). Vom avea n(Sn(T1,G)) = Sn(T2,G) dacă n(E(1,n)) = E(2,n). In 

particular, n este un omomorfism injectiv, o scufundare. Observăm că omomorfismul n 

=n este indus de aplicația n. Omomorfismul n este surjectiv dacă și numai dacă 

aplicația n este surjectivă. 

Considerăm complexele de lanțuri S(T1,G) = {Sn(T1,G), ∂(1,n): n N} și S(T2,G) = 

{Sn(T2,G), ∂(2,n): n N}. Obținem diagrama 

 Sn(T1,G) n → Sn(T2,G) 

 ∂(1,n) ∂(2,n) 

   

Sn-1(T1,G) n-1 → Sn-1(T2,G). 

Din egalitatea n-1h(1,n) = h(2,n) n obținem că diagrama este comutativă: ∂(2,n)n = n-

1 ∂(1,n). Decin(Zn(T1,G))  Zn(T2,G) și n-1(Bn-1(T1,G))  Bn-1(T2,G). Prin urmare n: 

Zn(T1,G)→ Zn(T2,G) este un omomorfism surjectiv. Din comutativitatea diagramei și din 

faptul că n și n-1 vor fi omomorfisme surjective vom avea n-1(Bn-1(T1,G)) = Bn-1(T2,G). 

Notă. Șirul de omomorfisme  = {n : Sn(T1,G) → Sn(T2,G): n N} cu proprietatea 

∂(1,n)nn-1 =n∂(2,n) pentru orice n ≥ 1 se numește morfism al unui complex de lanțuri în 

altul. 

2.14. Referitor la omotopia morfismelor șirurilor de mulțimi orientate. 

Noțiunea de omotopie a complexelor de lanțuri a fost definită de S. Eilenberg și N. 

Steenrod (11, Definiția V.4.1): Fie T1 = {S(1,n), ∂ (1,n): n N}și T2 = {S(2,n), ∂(2,n) : n 

N}două complexe de lanțuri. Morfismele , = {n, n : S(1,n)→ S(2,n) : n N} ale 

complexului T1 în complexul T2 se numesc omotopice, dacă există un șir de omomorfisme 

D ={Dn: S(1,n)→ S(2,n+1) : n N} astfel încât ∂(2,n+1)Dn +Dn-1∂(1,n) =n - n pentru orice n 

≥ 1 și se spune că D este o omotopie de transfer  în  (se notează D:). 
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Se demonstrează că relația  este o relație binară de echivalență (10, Lema V.4.2). 

Dacă , atunci morfismele ,  induc același morfism al complexelor de omologii 

(11, Teorema V.4.4). 

Aceste noțiuni în mod identic se extind pentru șiruri de mulțimi orientate. 

Definiția 1. Fie T1 = {E(1,n), h(1,n): n N} și T2 = {E(2,n), h(2,n): n N} două șiruri de mulțimi 

orientate. Morfismele, = {n, n : E(1,n)→ E(2,n) : n N} ale șirului T1 în șirul T2 se 

numesc omotopice, dacă există un șir de aplicații D ={Dn: E(1,n)→ F(E(2,n+1)) : n N} astfel 

încât ∂(2,n+1)Dn +Dn-1h(1,n) =n - n pentru orice n ≥ 1 și se spune că D este o omotopie 

de transfer  în  (se notează D:). 

 Următoarea teoremă permite să extindem proprietățile omotopiilor complexelor de lanțuri 

pentru șiruri de mulțimi orientate.  

Teorema 1. Fie T1 = {E(1,n), h(1,n): n N} și T2 = {E(2,n), h(2,n): n N} două șiruri de mulțimi 

orientate, iar ,  a complexelor:T1→ T2 două morfisme ale șirului T1 în șirul T2. Dacă 

, = {n, n : Sn(T1,G) → Sn(T2,G): n N} sunt șirurile de omomorfisme induse de 

morfismele , , atunci următoarele afirmații sunt echivalente: 

1. ,  sunt omotopic echivalente. 

2 , sunt omotopic echivalente pentru orice grup de coeficienți G. 

Demonstrare. Fie D:. Examinăm șirul de omomorfisme D ={Dn: S(E(1,n), G) → 

S(E(2,n+1), G) : n N}, unde Dn(ax) = aDn(x) pentru orice n ≥ 0, x E(1,n) și a  G. Din 

D: obținem D:. 

Dacă G = Z, atunci E(1,n) C(E(1,n), G) =F(E(1,n)) și D = D|E(1,n). Prin urmare și din 

D: obținem D:. Teorema este demonstrată. 

Corolarul 1. Relația de omotopie a morfismelor șirurilor de mulțimi orientate este o 

relație de echivalență. 

Corolarul 2. Morfismele omotopice ale unui șir de mulțimi orientate pe alt șir de mulțimi 

orientate induc același morfism al complexelor de omologii și același morfism al 

complexelor de coomologii. 

Notă. Se poate spune că Teoria Omologiilor începe de la formula lui Euler, sau 

caracteristica Euler a poliedrelor. In anul 1857 Riemann a introdus noțiunea de varietate 

și unele caracteristici omologice ca noțiunile de gen și n-conexiune. Apoi în 1871 Betti 2 

demonstrează independența ”numerelor omologicale” de modul cum a fost aleasă baza. În 

faimoasa sa lucrare "Analysis situs" Henri Poincaré 18 a introdus pentru prima dată 

noțiunile de complex de lanțuri simpliciale și de omologie simplicială a varietății 

triangulabile. Studiul claselor omologice ca grupuri abeliene a fost inițiat de Emmy 

Noether, Leopold Vietoris și Walther Mayer în perioada 1925-1928 23, 5, 17. Cărțile [1, 

3, 10, 13, 18, 23] conțin diverse momente din istoria apariției noțiunilor topologice. 
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Conexiuni cu diverse domenii sunt reflectate în lucrările [1, 4, 6, 10, 13, 16, 22, 24, 25, 

26, 27]. 

Teorii omologice sunt construite în lucrările [4, 5, 11, 12, 18, 20]. Rolul poliedrelor în 

natură și diverse teorii este oglindit în lucrările [1, 3, 4, 7, 8, 9, 15, 16, 17]. 
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