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Rezumat: Fie R un inel si G si un R-modul. Notam cu S(X,G) R-modul cuvintelor cu alfabetul X si
coeficientii din G. Sistemul T = {Ex, hn: n e N} se numeste sir de multimi orientate, daca satisface conditiile:
multimea E, este nevida si ho: Eq—0 este 0 aplicatie; daca n > 1 si multimea En este vida, atunci si multimea
En+1 este vida; daca n> 1 si multimea E, este nevida, atunci hy: En—>S(En-1, G) este o aplicatie. daca n > 2,
X €Ensi hn(X) = aix1 +az X2 + ... +@m Xm, atunci G-cuvantul hn.1(ha(X)) = aihna( X1) + azhna(xe) + ... + am
hn-1(Xm) este echivalent cu cuvantul nul 0 din S(En2, G). In lucrare se propune o metoda de construire a
grupurilor de omomologii si coomologii cu ajutorul conceptului de sir de multimi orientate.

Abstract: Let R be a ring and G be an R-modul. Denote by S(X,G) the R-modul of all words with the
alphabet X and coeficients from G. System T = {E,, ha: ne N}it is called a sequence of oriented sets if: the
set Eo is non-empty and ho: Eo—0 is a mapping; if n > 1 and the set Enis empty, then the set En+1 is empty
too; if n> 1 and the set E, is non-empty, then hy: Eq—S(En-1, G) is a mapping; if n> 2, x eE,and ha(X) =
aiX1 +az X2 + ... +am Xm, then the G-word hn.1(hn(X)) = @ihn1(X1) + azhna(x2) + ... + am hna(Xm) it is equivalent
with the word 0 from S(En,, G). We prepose a method of construction of homological groups and
cohomological groups applying the concept of the sequence of oriented sets.

1. Introducere
Topologia face parte din categoria disciplinelor de baza in matematica. Topologia
algebrica ofera metode eficiente de studiere a spatiilor topologice si a structurilor adiacente
lor prin intermediul structurilor discrete de tip algebric: grupuri, module, spatii vectoriale,
grupuri gradate, algebre etc.

In lucrarea prezenti se introduce notiunea de sir de mulsimi orientate, care este o
generalizare a notiunii de complex de languri . Orice sir de multimi orientate genereaza un
complex de lanturi, care la randul sdu genereaza un sir de omologii si un sir de coomologii.
Acest fapt simplifica construirea sirurilor de omologii si de coomologii pentru complexul
de cuburi abstracte si complexul de relatii multi-are [4].

2. Un formalism de construire a grupurilor de omologii si coomologii

In acest paragraf se va descrie o metoda generald de construire a unui complex: un sir de
module si omomorfisme. Examindm numai grupuri abeliene. Notam cu Z inelul numerelor
intregi, iar N = {0, 1, 2, ... }.

2.1.Module. Fie R un inel. Se numeste R-modul sau simplu modul un grup abelian G astfel
incat pentru orice Xe G si orice Ae R este determinat produsul A xe G si se satisfac
urmatoarele restrictii: A(x+y) = Ax+Ay, (A+w)x = Ax+ux, A(ux) = (Au)x pentru orice X, y €
G si 4, u e R. R-modulul G se numeste unitar, daca R este un inel cu unitate si 1x = x pentru
orice x e G. Orice grup abelian este un Z-modul unitar. Ideal al R-modulului G se numeste
un asa subgrup H al grupului G pentru care R-H = { A x: xe H, A.e R} cH. Daca H este un
ideal al R-modulului G, atunci in mod univoc se construieste R-modulul-cat G/H si factor-
omomorfismul pu: G — G/H pentru care nucleul Ker(pn) = pu*(0) = H. R-modulul-cat
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G/H este format din clase de echivalente de forma x+H la echivalenta: x~y daca si numai
daca x-y e H.

2.2. Ideale si omomorfisme. Fie A, B douda R-module, L un ideal al modulului A, M un
ideal al modulului B, f: 4 — B un omomorfism si f(L) <M. Atunci f(x+H) <f(x)+M pentru
orice X € G. Obtinem ca f aplica o clasa de echivalenta din A/L intr-o clasa de echivalenta
din B/M. Deci f este si 0 aplicatie al R-modulului A/L in R-modulul B/M. Aplicatia f: A/L
— B/M este un omomorfism si fep. = pwef, adica este comutativa diagrama:

A f B
pLi ipM
A/L f B/M.

Omomorfismul f: A/L — B/M se numeste omomorfism indus de omomorfismul f:
A — B. Daca B = f(A) si L = f}(M), atunci f: 4/L — B/M este un isomorfism.
2.3.Module de lanturi. Fixam un inel R si un R-modul G.
Fie E 0 multime nevida. Expresia formala ¢ = aiX1 +az2 X2 + ... +am Xm, Unde Xz, X2, ..., Xm€
E si ai, a, ..., ane G se numeste G-cuvant de lungimea < n. Simbolul 0 se considera G-
cuvant de lungimea 0. Daca o: {1, 2, ..., m}—>{1, 2, ..., m} este 0 permutare si C = a;x; +a
X2 + ... +an Xn este un G-cuvant, atunci G-cuvintele ¢ = aixs +az X2 + ... +a@m Xm sl Co=
Ao()Xo(1) Fac2)Xo(2) T+ ... Facsm) Xo(m) S€ considera echivalente si se identifica. Clasele de G-
cuvinte echivalente formeaza un modul notat prin S(E,G). Fiecare element din S(E,G) se
numeste E-lant cu coeficienti din G. Modulul S(E,G) este suma directd a E exemplare a
modulului G. Modulul S(E,G) poate fi identificat cu totalitatea aplicatiilor f: £ — G cu
proprietatea: multimea {x e E : f(x) # 0} este finita. Modulul S(E,G) poate fi prezentat si
ca un submodul al produsului cartezian GE. Din acest punct de vedere, considerim S(&,
G) = {0}.
Daca H este o submultime nevida a multimii E, atunci S(E,G) este un ideal al modulului
S(E,G). Construim aplicatia multivoca Supe: S(E,G) — E la care Supe(c) = »{H cE: ce
S(H,G)} pentru orice ¢ € S(E,G). Multimea Supe(c) se numeste suportul elementului ¢ €
S(E,G). Multimile Supe(c) sunt finite si numai pentru ¢ = 0 multimea Supe(c) este vida.
Daca c= aixq +az X2 + ... +am Xm, Unde as, ay, ... ame G \{0} si X1, X2, ... Xm € E sunt elemente
diferite, atunci Supe(c) = {X1, X2, ... Xm}-
Orce aplicatie g: E —Y genereazd un unic omomorfism g: S(E,G) — S(Y,G) pentru
care g(aixi +az X2 + ... +am Xm) = aig(X1) +azg(x2) + ... +amg(xm). De asemenea, orice
aplicatie g: E — A, unde A este un R-modul, genereazi un unic omomorfism g: S(E,G)
— A pentru care g(aiXi +az2 X2 + ... +am Xm) = a1g(x1) +azg(x2) + ... +amg(Xm).
2.4. Exemplu. Fie R = G = Z si E 0 multime nevidi. Notam -E = {-x: X €E}si E" = E(-
E). Atunci expresia formald ¢ = X1 + X2 + ... + Xm, Unde X1, Xz, ..., Xme E* se numeste Z-
cuvant de lungimea m. Simbolul 0 se considera Z-cuvant de lungimea 0. Daca o: {1, 2, ...,
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m}—{1, 2, ..., m} este 0 permutare si C = X1 + X2 + ... + Xm Un Z-cuvant, atunci Z-cuvintele
C=X1+ X2+ ... + Xm sl Co = Xo1) + Xo2) T ... + Xo(n) S€ considera echivalente si se identifica.
Clasele de Z-cuvinte echivalente formeaza Z-modulul liber (grupul abelian liber) F(E)
generat de multimea E. Vom avea E < F(E) =S(E,Z). Orice aplicatie g: E —Y genereaza
un unic omomorfism g: F(E) — F(Y) pentru care g = g |E. De asemenea, orice aplicatie
g: E —A, unde A este un Z-modul (grup abelian), genereaza un unic omomorfism g:
F(E) — A pentru care g = g |E. Si in acest caz vom avea aplicatia suport Supe: F(E) —
E.Fiex e Esiae G. Atunci -x € E” si consideram ci a(-x) = (-a)x. Prin urmare elementele
ae Gsic=x1+ x2+ .. + Xne F(E) determina elementul ac = ax; +a x2 + ... +
axmeS(E,G).

2.5. Exemplu. Fie R = G si E 0 multime nevidi. Notdm -E = {-x: x €E} si E* = E(-E).
Atunci expresia formala c= aiXi +az X2 + ... +am Xm, UNde X1, X2, ..., Xme E si ay, @z, ..., ame
R, se numeste R-cuvant de lungimea < m. Simbolul 0 se considera R-cuvant de lungimea
0. Dacac: {1, 2, ..., m}—>{1, 2, ..., m} este 0 permutare si C= aixy +az X2 + ... +am Xm uUn R-
cuvant, atunci R-cuvintele c= aixy +az X2 + ... +@m Xm Sl Co = @o(1) Xo(1) + Ac(2) Xo2) + ... +
ao(m) Xom) s€ considerd echivalente si se identifica. Considerdam 0 + ¢ =c + 0 = ¢ pentru
orice R-cuvant €. Dacd c= aiX1 +az X2 + ... +am Xm, elementele xi, Xz, ..., Xm € E sunt diferite
sl ai, a2, ..., ane R\{0}, atunci cuvantul ¢ se numeste simplu. Cuvantul O se considera
simplu. Orice cuvant este echivalent cu un cuvant simplu. Clasele de R-cuvinte echivalente
formeaza R-modulul liber S(E, R) generat de multimea E. Identificam X € E cu 1x. Vom
avea E = S(E,R). Orice aplicatie g: E —Y genereaza un unic omomorfism g: S(E,R) —
S(Y,R) pentru care g = g |E. De asemenea, orice aplicatie g: E —A, unde A este un R-
modul genereazi un unic omomorfism g: F(E) — A pentru care g = g |E.

2.6. Module de omomorfisme. Fixam un inel R. Fie A si B R-module si /- 4 — B un
omomorfism. Notam cu Hom(A,G) totalitatea omomorfismelor g: 4 — G. Pentru orice
doua omomorfisme g, & :4 — G se determina suma g+h: (g+h)(x) = g(x)+h(x) pentru
orice X € A. Daca A e R, atunci Af, unde (Af)(x) =A(f(x)), este de asemenea un omomorfism.
Prin urmare Hom(A,G) fata de aceste operatii este un R-modul, numit modulul de
omomorfisme. Omomorfismul /' 4 — B genereaza omomorfismul dual f: Hom(B,G) —
Hom(A,G), unde f(g) = g e f pentru orice g e Hom(B, G).

Daca ge Hom(A, G) si Xxe A, atunci notam (g,x) = g(x).Obtinem operatorul de evaluare
(.,.y : Hom(A, G)x A — G care pentru orice X € A generecaza omomorfismul ex : Hom(A, G)
— G, unde ex(g) = (g,X) = g(x). Putem considera ca ex = (.,x)|Hom(A, G){x}.

2.6. Complexe de lanturi. Fixdm un inel R. Orice modul se considera R-modul.

Se numeste complex de lanturi un sir C = {Cp, 0h: ne N} format din modulele C, si
omomorfismele on+1: Ch+1 — Ch cu proprietatile:
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- 0o: Co — 0 este omomorfismul in modulul trivial format numai din elementul O;

- On0On+1= 0, adica On (On+1(Cn+1)) ={0}Chn+1, pentru orice n > 1.
Omomorfismele 0n se numesc operatori de frontiera sau diferentiali. Complexul de lanturi
poate fi scris sub forma
o™ Cre1 > Ch—...— (2 —»C1 — Co — 0.
Un sir A — B —C format din trei module si doua omomorfisme f> 4 — B,g: B — C se
numeste:

- semiexact in terminul B, daca Imf = f(A) =g*(0) = Ker g;

- exact in terminul B, daca Imf = f(A) = g}(0) = Ker g.
Sirul A — B — C format din trei module si omomorfismele f- 4 — B, g: B — C se
numeste direct sau despicat sau scindat, daca modulul B = A @ C este suma directa a
modulelor Asi C, f: A — B este o scufundare isomorfica si g: B— C este proiectia naturala.
Conform definitiei, complexul de lanturi
™ Cri1 > Ch—o... > C2—>C1—> Co— 0
intotdeauna este semiexact, adica semiexact in fiecare termin Cp. Fixam un complex de
lanturi C = {Cy, on: ne N}. Elementele din C, se numesc lanturi n-dimensionale. Lantul
c € C,se numeste ciclu n-dimensional, daca onc = 0, adica c € Ker 8, . Modulul format din
cicluri n-dimensionale se noteaza cu Zn(T). Lantul ¢ e C,se numeste lant n-dimensional de
frontiera, daca ¢ = On+1(c’) pentru un careva lant n+1-dimensional c'eC, , adica
celmo,,, =0,.,(C..,).Modulul format din lanturi n-dimensionale de frontiera se noteaza
cu Bn(T). Submodulele Zx(T) si Bna(T) sunt ideale ale modulului Cn. Modulul Hq(T) =
Zn(T)/Bn(T) se numeste modul sau grup n-dimensional de omologie al complexului de
lanturi T. Deoarece On+1(Zn+1(T))=Zn(T)si On+1(Bn+1(T))=Bn(T)<=Zn(T), vom considera
On+1= On+1]Zn+1(T). Fie pn: Zn(T)— Hn(T) = Zn(T)/Bn(T) proiectia naturala. Atunci
omomorfismull on+1 induce omomorfismul On+1 : Hn+1(T) — Hn(T) astfel incat pnedn+1 =
On+19Pn+1. In rezultat se obtine sirul de omologii H(T) = {Hn(T), dn: ne N} al complexului
de lanturi T\:
oo™ Hn1(T) = Hi(T)—...— Hao(T) ->Hi(T) — Ho(T) —0.
Este evident ca sirul de omologii H(T) este si un complex de lanturi.
2.7. Complexe de co-lanturi. Fixdm un inel R. Orice modul se considerda R-modul. Se
numeste complex de co-lanturi un sir C = {Cp, dn: ne N} format din modulele C; si
omomorfisme dn+1: Cn — Ch+1 cu proprietatile:

- 80: 0 > Cpeste omomorfismul modulului trivial;

- On+10n =0, adica dn+1 (0n(Ch-1)) ={0}Chn+1, pentru orice n > 1.
Omomorfismele 3n se numesc operatori de frontiera sau diferentiali. Complexul de co-
lanturi poate fi scris sub forma

0—>Co—C1—C2—...— Ch1— Ch—Che1—...... )
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Conform definitiei, complexul de co-lanturi intotdeauna este semiexact, adica semiexact
in fiecare termin Cp.

Fixam un complex de co-lanturi C = {Cy, dn: ne N}. Elementele din C, se numesc co-
lanturi n-dimensionale. Co-lantul ¢ € Ker &,,, se numeste co-ciclu n-dimensional. Idealul

n+1

format din toate co-ciclurile n-dimensionale se noteaza cu Z"(T). Lantul ¢ e C, se numeste

lant n-dimensional de frontiera, daca ¢ = dn-1(c') pentru un careva co-lant n-1-dimensional
c'eC,, adicd celms, =5,(C, ;). Modulul format din co-lanturi n-dimensionale de
frontiera se noteaza cu B"(T,G). Modulul H"(T) = Z"(T)/B"(T) se numeste modul sau grup
n-dimensional de coomologie al complexului de co-lanturi T. Deoarece
Sn+1(Z"(T))=Z"™(T)si Sn+1(B"(T))=B™H(T)=Z"*1(T), vom considera Sn+1= 8n+1|Z"(T). Fie
pn: Z(T)— H"(T) = Z"(T)/B"(T)proiectia naturala. Atunci omomorfismul dn+1 induce
omomorfismul n+1 : H" (T) — H™Y(T) astfel icat pn+108n+1 = Sn+10Pn. In rezultat se obtine
sirul de coomologii H*(T) = {H"(T), dn: ne N}al complexului de co-lanturi T :

0— HY(T)—HYT)— H¥(T) —...— H'(T) —» H"™(T)—... .

Este evident ca sirul de coomologii H*(T) este si un complex de co-lanturi.
2.8.Complexul G-dual. Fixam un inel R si un R-modul G. Complexul de lanturi C = {C,,
dn: ne N} genereaza complexul de co-lanturi T(G) = {Hom(Cn,G), &n: ne N}. Vom spune
ca complexul T(G) este G-dualul complexului T . Sirul de coomologii H*(T(G)) =
{H(T(G)), on: ne N} se va numi sirul de coomologii cu coeficienti din G al complexului
de lanturi T .

Complexul de co-lanturi C = {Cy, 6n: ne N} genereaza complexul de lanturi T(G)
={Hom(Cn,G), &n: ne N}. Vom spune ci complexul T(G) este G-dualul complexului T .
Sirul de omologii H(T(G)) = {Hn(T(G)), &n: ne N} se va numi sirul de omologii cu
coeficienti din G al complexului de co-lanturi T .
2.9.Siruri de multimi orientate. Fixam un inel R si un R-modul G.

Sistemul T = {En, hn: ne N} se numeste sir de mulsimi orientate, daca satisface conditiile:
(1) multimea Eo este nevida si ho: Eo—0 este o aplicatie;
(i)  daca n>1 si multimea En este vida, atunci si multimea En+1 este vida;
(ifi)  daca n>1 si multimea E, este nevida, atunci hn: En—>S(En-1, G) este o aplicatie.
(iv) dacan>2,x eEnsihn(X) =axy +az X2 + ... +am Xm, atunci G-cuvantul hn-1(hn(X))
= aihn1( 1) + azhn-1(x2) + ... + @m hn-1(Xm) este echivalent cu cuvantul nul 0 din
S(En-2, G).
Fie T = {En, hn: ne N} un sir de multimi orientate. Modulul S(En,G) se numeste modulul
de lanturi n-dimensionale al sirului T cu coeficienti din G si ce noteaza cu Sn(T,G). Daca
multimea En este vida, atunci Sn(T,G) = {0}c G. Daca n > I si multimea En nu este vida,
atunci construim aplicatia multivoca 7n: En — En1 la care 7n(X) = »{H < Ena: ha(X) €
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F(H)} = Supen-1(X). Daca ha(X)= aixy +a2 X2 + ... +am Xm, unde ai, az, ... ame Z \{0} si x1,
X2, ... Xm€ En-1 sunt elemente diferite, atunci /n(x) ={X1, X2, ... Xm}. Vom spune ca /Iy, este
aplicatia suport a aplicatiei hn, iar multimea 7n(x) este frontiera elementului X e Enin En.1.
In cazul cand multimea E, este vida aplicatia /7 este triviali. Elementul ha(X) reprezinti
0 orientare” a frontierei.
Consideram omomorfizmul trivial do: So(T,G)—>S.1(T,G) =0. Daca multimea En+1 este
vida, atunci consideram omomorfizmul trivial On+1:Sn+1(T,G) = {0} < Sn(T,G). Fien>1
si multimea En+1 nu este vida. Aplicatia hn+1: En+1—>F(En) genereaza omomorfismul
On+1= hne1: Snei(T,G) — Sn(T,G), unde On+1(arxs + @Xz + ... + @ Xn) = a1 hnet( X1)
+ashn+1(x2) + ... +amhn+1( Xm) pentru orice G-cuvant aix: +az X2 + ... +am Xme Sn+1(T,G).
Daci X e En+1, atunci consideram cd hn+1(-X) = -hn+1(X). In acest caz omomorfismul de
frontiera On+1 este bine definit.
In rezultat se obtine complexul de lanturi S(T,G) = {Sa(T,G), &n: ne N} si complexul de
colanturi G-dual S*(T,G) = {S"(T,G), &n: ne N} al sirului de multimi orientate T = {En, hn:
ne N}:
Complexul de lanturi S(T,G) = {Sn(T,G), on: ne N} induce sirul de omologii H(T,G) =
{Hn(T,G), on: ne N} al sirului de multimi orientate T = {En, hn: ne N}:
.. Ho1(T,G) — Hn(T,G)—...— Ho(T,G) —H1(T,G) — Ho(T,G) —0.
Complexul de co-lanturi S*(T,G) = {S"(T,G), on: ne N} induce sirul de coomologii
H*(T,G) = {H"(T,G), dn: ne N} al sirului de multimi orientate T = {En, ha: Ne N}:
0 — H(T,G) -H{T,G) -H*(T,G) — ... —» H(T,G) — H"'Y(T,G)—... .
Nota. Daca n> 1, multimea En nu este vida si multimea En+1 este vida, atunci:

- Hn(T,G)=2Zx(T,G);

- Hm(T,G)=0 pentru oricem > n+1.

Notam cu V(T) = max{n: En nu este vida,.

Definitia 1. Sirul de mulsimi orientate T = {En, ha: ne N}se numeste singular, daca
mulfimea hn(E2n)= {han(X): X € Eon} genereaza algebric modulul F(E2n-1) pentru orice n>
1.
Definitia 2 ([11], Definitia VV.4.7). Sirul de mulzimi orientate T = {En, hn: n e N} se numeste
similar cu un punct, daca 0an > San(T,G)) — S2n-1(T,G) este o bijectie pentru orice n> 1.
Orice sir de multimi orientate similar cu un punct este si un sir singular de multimi
orientate.
Teorema 1. Fie T = {En, ha: ne N} un sir singular de mulsimi orientate. Atunci:

1. v(T) este numar par sau V(T) =co.

2. Hon1(T,G)= 0 pentru orice n> 1.

3. 02n (San(T,G)) = San-1(T,G) pentru orice n> 1.

4. Ho(T,G) = S(Eo, G) si Han(T,G) = Zon(T,G) pentru orice n > 1.
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5. Daca complexul de omologii este exact, atunci Ha(T,G)= 0 pentru orice n> 1.
Demonstratie. Observam ca Z(Eo, G) = S(Eo, G). Fixam n > 1. Din faptul ca multimea
hn(E2n) = {h2n(X): X € E2n} genereaza algebric modulul F(E2n-1) rezulta ca Eon1 = (A 12n(X):
Xe Ean} si 02n(S2n(T,G)) = Son-1(T,G). Daca E2n este multime vida, atunci si Eon- este
multime vida. Deci V(T) p este numar par sau V(T) =co, Bon(T,G)) = 0, Z2n-1(T,G) = Ban-
1(T,G) = Son1(T,G),Ban(T,G) = 0, iar Zon(T,G) < Son(T,G). Daca aplicatia d2n @ San(T,G))
— S20.1(T,G) este o biectie, atunci Zxn(T,G) = 0. Afirmatiile 1-4 sunt demonstrate.
Afirmatia 5 este 0 consecinta a afirmatiei 2.

Urmatoarea afirmatie este evidenta si a fost demonstratd in ([11], Teorema V.4.8).
Teorema 2. Fie T ={En, ha: ne N} un sir de mulsimi orientate similar cu un punct. Atunci
Ho(T,G) = C(Eo, G), iar Hn(T,G)= 0 pentru orice n> 1.
Admitem ca este data o clasa de obiecte QQ, numite spatii, cu proprietatile:
K1. Pentru orice obiect AeQ sunt determinate subobiectele, subobiecte admisibile,
subobiecte deschise si complementarile lor.
K2. Pentru orice obiecte A, B €Q2 sunt determinate morfismele si scufundarile 4 — B.
K3. Pentru orice obiect A € 2, inelul dat R si orice R-modul G in careva mod se construiesc
sirul de omologii H(A,G) = {Hn(A,,G), on: ne N} si sirul de coomologii H*(A,G) =
{H"(A,G),6n: ne N}.
Eilenberg si Steenrod (vezi [11]) au propus urmatoarele axiome ale teoriilor de
omologii.

Axioma 1. Axioma comutativitatii.

Orice morfism A — B si orice omomorfism G1— G» genereaza diagrame comutative

Hn+1(A,G1) — Hn+1(B,G2)

i

Hn(A,G1) — Hn(B,G2)

pentru orice n.

Axioma 2. Axioma exactitdtil.

Aceasta axioma presupune exactitatea sirului de omologii.

Axioma 3. Axioma omotopiei.

Pentru a formula aceastd axioma este necesar de definit notiunea de “omotopie” pentru

obiectele (spatiile) din Q. Apoi se definesc spatii omotopic echivalente. Axioma

omotopiei presupune ca la obiectele “omotopic” echivalente grupurile de omologii
coincid.

In legiturd cu aceasti axiomi este bine veniti notiunea de “retract”, care este un

morfism special al obiectului pe un subobiect.

Axioma 4. Axioma exciziei.
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Pentru a formula aceasta axioma este necesar de definit pentru perechea (X, Y), unde Y
este subspatiu admisibil al spatiului X, grupurile de omologii Hn(X,Y). Daca U este o
multime deschisa in X si U < Y, iar perechea (X \ U, Y \U) este admisibila, atunci
incluziunea (X \ U, Y \U) —> (X,Y) genercaza scufundari isomorfe Hn(X \ U, Y
\U)—>Hn(X,Y).
Axioma 5. Axioma dimensiunii.
Aceasta axioma presupune: daca obiectul A este format dintr-un singur ”element”, atunci
grupurile Ho si G sunt isomorfe, iar H, = {0} pentrun> 1.
Din teoria generala a omologiilor [11, 17, 20] se obtine:
1. Daca sirul de omologii H(T,G) = { Hna(T,G), 0n: n e N} este exact, atunci si sirul de
coomologii H*(T,G) = {H(T,G), 8n: ne N}} este exact.
2. Daca sirul de omologii H(T,G) = {Hn(T,G), on: n & N} este exact si direct, atunci si
sirul de coomologii H*(T,G) = {H"(T,G), 8n: ne N}} este exact si direct.
2.10. Referitor la omologii poliedrale. Se numeste complex poliedral o familie y de
poliedre simple cu proprietatile: daca Pey si H este o fateta a poliedrului P, atunci
Hey; daca P, Qey, atunci P si Q sau nu se intersecteaza, sau ele au o fateta comuna
de o anumita dimensiune.

Fixam un complex poliedral y. Notam cu E; totalitatea poliedrelor de dimensiunea
n din y. Pentru a construi sirul omological de multimi T = {Es, hn: ne N} trebuie sa
determinam si aplicatiile hn. Cu acest scop, este necesar sa orientam poliedrele din y.

Vom spune ca pe poliedrul n-dimensional P este data o orientare coerenta, daca
fiecarei fatete H i se pune in corespondenta un numar o(H) €{-1,1} astfel incat pentru
orice m <'n si orice fateta m-dimensionala H vom avea Z{o(F): F este o fata m-2-
dimensional pentru H} = 0.

Admitem ca pentru fiecare poliedru P ey este fixatd o orientare coerenta. Atunci
notam hn(P) = Z{o(F)F: F este o fateta n-1-dimensional pentru P} pentru orice poliedru
n-dimensional P ey. In aceste conditii sirul de multimi orientate T = {En, hn: ne N} este
construit. Apoi se construiesc si se cerceteaza grupurile sau modulele de omologii si
coomologii. De asemenea se demonstreaza ca aceste obiecte nu depind de orientarea
coerenta fixata.

2.11. Exemplu. Simplexul n-dimensional este un tetraedru n-dimensional. El este
determinat de n+1 varfuri ale lui. Din aceastd simplexul n-dimensional abstract este o
multime din n+1 elemente diferite. Simplexul abstract cu varfurile ao, ai, ...,an se noteaza
[ao, &, ...,an/. Dacda c: {0, 1, 2, ..., n}—>{0, 1, 2, ..., n} este o permutare si sgn c = 1, atunci
[as(0), As(), .- 80(n)/ = [Q0, A1, ...,An/.

Pe fiecare simplex /ao, ai, ...,an/ exista o orientare admisibila. Consideram ca ordinea

elementelor ao, a1, ...,an este fixata. O fatd n-1-dimensionalad are forma = /ao, au, ...,ai1,
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ai+1,...,an/ si orientarea o(/ao, ax, ...,ai-1, @i+1,...,an/) = (-1)'. Firi obstacole se determini ci
aceastd orientare este coerentd. Vom considera ca pe fiecare simplex este fixata o orientare
construitd Tn modul indicat. Nu se cere ca orientarile la diferite simplexe sa fie acordate.
Un complex simplicial abstract este o pereche ordonata de multimi K = (V, F), unde V este
0 multime nevida de elemente numite varfurile complexului, iar F este o familie de
submultimi finite a multimii V, numite simplexe, cu proprietatile: daca ve K, atunci {v}
e F; daca f e F si g este submultime nevida a multimii F, atunci g € F; daca fe F contine
k+1 elemente din V, atunci k se numeste dimensiunea simplexului f.

Fixam un complex simplicial abstract K = (V, F). Vom considera ca pe multimea V este
fixatd o ordine liniara sau o bine ordonare. Notam cu En totalitatea simplexelor n-
dimensionale din K. Atunci Eo ={{v }: v € V}. Daca f e E,, atunci f = /ao, ai, ...,an/ sl
ordinea elementelor ao, a1, ...,an coincide cu ordinea din V. Conform acestei ordonari
orientam toate simplexele din K. Fie f = fap, as, ...,an ki fi= [ao, ay, ...,ai-1, @i+1,...,an /. Atunci
notam hn(f) = Z{(-1)fi: i<'n}. In aceste conditii sirul de multimi orientate T(K) = {En, hn:
ne N} este construit. In rezultat se obtine complexul de lanturi S(K,G)= {Sn(K,G), én: ne
N} si complexul de colanturi G-dual S*(K,G)= {S"(K,G), dn: ne N} al sirului de multimi
orientate T(K)= {En, hn: ne N}. Complexul de lanturi S(K,G) si complexul de colanturi
S*(K,G) nu depind de ordonarea si orientarile simplexelor. Deci pentru orice complex
simplicial abstract K se determina sirul de omologii H(K,G) = {Hn(K,G), 6n: n e N} si sirul
de coomologii H*(K,) = {H"(K,G), 8n: ne N}. Aceste siruri sunt exacte [5, 10,11, 17, 19,
20, 9].

2.12. Exemplu. Complexele cubice abstracte permit construirea omologiilor si
coomologiilor cubice. Este suficient sd construim orientari coerente pe cubul abstract n-
dimensional I". Vom efectua aceasta inductiv. Cubul 1° = {0} si se va considera orientat
pozitiv. Cubul I* = {0, 1} si are o pereche de fete F!1 = {I*10 = {0}, I*11 = {1}}. Admitem
ca pentru cubul n-dimensional I" coerent sunt definite n perechi de fete n-1-dimensionale
{F" = {I"o, I"u} : 1 <i <n}. Notam I" = 1"x{0, 1}, F™*% = {I"io = 1Miox{0, 1}, 1"y =
I"i1x{0, 1}} pentru orice i < n si F™hi = {1 nen0 = 17{0}, 1™ e = 1{13).
Considerdm cd o(I"*%j) = (-1).

2.13.Referitor la morfismele sirurilor de multimi orientate.

Definitia 1. Fie T1 = {E@n), han): ne N}si T2 = {E@n), hen: ne N} douda siruri de mulgimi
orientate. Sirul de aplicasii ¥ = {yn : Eqn— E@n) : ne N} se numeste morfism al sirului
de mulsimi orientateT: in sirul de mulsimi orientateTz si notam ¥ Tiy— Ta, dacd
1600 = hn) ey pentru orice n > 1, unde yn1: F(Ean1) —F(E@n-1) este omomorfismul
generat de aplicasia 1.

Teorema 1. Fie T1 = {E@n), han: ne N} si T2 = {E@n), hen): ne N} doua siruri de mulgimi
orientate, iar v = {yn: Ean— Een) : ne N} un morfism al sirului T1 7n sirul To. Atunci
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morfismul ¥ induce un sir de omomorfisme g = {un : Ca(T1,G) — Cn(T2,G): ne N} cu
proprietatile:
1. Pentru orice ¢ = aix1 +az2 X2 + ... +am Xm € Sn(T1,G) vom avea un(C) = a1yn(X1)
+azyn(X2) + ... +amyh(Xm).
2. O(1,n)®linn-1 =Lin®O2,n) Pentru orice n > 1.
3. 1tn(Zn(T1,G)) < Zn(T2,G) sigm(Bn(T1,G)) < Bn(T2,G) pentru orice n > 1.
4. Daca yn(E@n) = E@npentruorice n > 1, atunci si 1n(Bn(T1,G)) = Bn(T2,G) pentru
oricen > 1.
Demonstrare. Fie n > 1 si multimea E( nnu este vida. Pentru ¢ = aix: +azxx2 + ... +am Xm
€ Sn(T1,G) notam zn(C) = aryn(X1) +azym(x2) + ... +amyn(Xm). Obtinem un omomorfism
tn: Sn(T1,G)— Sn(T2,G). Vom avea 1n(Sn(T1,G)) = Sn(T2,G) daca wn(Ean) = Een). In
particular, A, este un omomorfism injectiv, o scufundare. Observam ca omomorfismul zn
= yn este indus de aplicatia wn. Omomorfismul un este surjectiv daca si numai daca
aplicatia ys este surjectiva.
Consideram complexele de lanturi S(T1,G) = {Sn(T1,G), Oun): ne N} si S(T2,G) =
{Sn(T2,G), O@n): Ne N}. Obtinem diagrama
Sn(T1,G) —tn — Sn(T2,G)
Oawn| @)
i
Sn-1(T1,G) —in-1 — Sn-1(T2,G).
Din egalitatea yn-10h@n) = hn) eyn Obtinem ci diagrama este comutativi: d(z,n)etm = Lin-
1 90 n). DeCign(Zn(T1,G)) < Zn(T2,G) si n-1(Bn-1(T1,G)) < Bn-1(T2,G). Prin urmare pm:
Zn(T1,G)— Zn(T2,G) este un omomorfism surjectiv. Din comutativitatea diagramei si din
faptul ca i si g1 vor fi omomorfisme surjective vom avea in-1(Bn-1(T1,G)) = Bn-1(T2,G).
Nota. Sirul de omomorfisme u = {un : Sn(T1,G) — Sn(T2,G): ne N} cu proprietatea
O(1,n) ®Linn-1 = Lin ®O2,n) PENtru orice n > 1 se numeste morfism al unui complex de lanturi in
altul.
2.14. Referitor la omotopia morfismelor sirurilor de multimi orientate.
Notiunea de omotopie a complexelor de lanturi a fost definitd de S. Eilenberg si N.
Steenrod ([11], Definitia V.4.1): Fie T1 = {San), 0 @n): ne N}si T2 = {Sen), Oen) : Ne
N}doua complexe de languri. Morfismele v, o= {wn, o : San— Sen : ne N} ale
complexului Tz in complexul T> se numesc omotopice, daca existd un sir de omomorfisme
D ={Dn: S@n— S@n+1) : N€ N} astfel incdt O@n+1)®Dn +Dn-1001.n) =¢n - wh pentru orice n

> ] si se spune ca D este o omotopie de transfer v in ¢ (Se nNoteaza D: y=@).
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Se demonstreaza ca relatia w=~¢ este o relatie binara de echivalenta ([10], Lema V.4.2).

Daca w=¢, atunci morfismele v, ¢ induc acelasi morfism al complexelor de omologii

([11], Teorema V.4.4).

Aceste notiuni in mod identic se extind pentru siruri de multimi orientate.

Definitia 1. Fie T1 = {E@n), han: ne N} si T2 ={E@n), hen: ne N} doua siruri de mulgimi

orientate. Morfismeley, o= {n, on: Eqny— E@n) : ne N} ale sirului Ty in sirul T2 se

numesc omotopice, daca exista un sir de aplicafii D ={Dn: Eq,n— F(E@n+1)) : n e N} astfel

incdt dn+1)Dn+ Dn.1eNwn) =¢n - wnpentru orice n > 1 si se spune cd D este o omotopie

de transfer w in ¢ (se noteaza D: y=p).

Urmatoarea teorema permite sa extindem proprietatile omotopiilor complexelor de lanturi

pentru siruri de multimi orientate.

Teorema 1. Fie T1 = {Ewn), han: ne N} si T2={E@n), hen: ne N} doua siruri de mulgimi

orientate, iar y, @ a complexelor:Ti— T2 doua morfisme ale sirului Ty in sirul T2. Daca
v, ={ vh, on:S(T1G) — Sn(T2,G): ne N} sunt sirurile de omomorfisme induse de

morfismele v, ¢, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. v, @ sunt omotopic echivalente.

2w, ¢sunt omotopic echivalente pentru orice grup de coeficienyi G.

Demonstrare. Fie D: y~¢. Examinim sirul de omomorfisme D ={ Dn: S(Eqn), G) —

S(E@n+1), G) : ne N}, unde Dn(ax) = aDn(X) pentru orice n > 0, X eEwn si a € G. Din

D:y=~pobtinem D: y= ¢.

Daci G = Z, atunci Eqn C(Ewn), G) =F(Ean) si D = DI|Ewn. Prin urmare si din
D: w=~ @ obtinem D: 2. Teorema este demonstrati.

Corolarul 1. Relaria de omotopie a morfismelor sirurilor de mulgimi orientate este o

relarie de echivalenysa.

Corolarul 2. Morfismele omotopice ale unui sir de mulzimi orientate pe alt sir de mulgimi

orientate induc acelasi morfism al complexelor de omologii si acelasi morfism al

complexelor de coomologii.

Nota. Se poate spune ca Teoria Omologiilor incepe de la formula lui Euler, sau

caracteristica Euler a poliedrelor. In anul 1857 Riemann a introdus notiunea de varietate

si unele caracteristici omologice ca notiunile de gen si n-conexiune. Apoi in 1871 Betti [2]

demonstreazi independenta numerelor omologicale” de modul cum a fost aleasi baza. In

faimoasa sa lucrare "Analysis situs" Henri Poincaré [18] a introdus pentru prima data

notiunile de complex de lanturi simpliciale si de omologie simpliciala a varietatii

triangulabile. Studiul claselor omologice ca grupuri abeliene a fost initiat de Emmy

Noether, Leopold Vietoris si Walther Mayer in perioada 1925-1928 [23, 5, 17]. Cartile [1,

3, 10, 13, 18, 23] contin diverse momente din istoria aparitiei notiunilor topologice.

30



Conexiuni cu diverse domenii sunt reflectate in lucrarile [1, 4, 6, 10, 13, 16, 22, 24, 25,
26, 27].

Teorii omologice sunt construite in lucrarile [4, 5, 11, 12, 18, 20]. Rolul poliedrelor in
naturd si diverse teorii este oglindit in lucrarile [1, 3, 4, 7, 8, 9, 15, 16, 17].
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