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Abstract. The operators such as aP—Pal, aQ—Qal and integral operators with weak
singularities are studied in the work. It is proven that the operatorsaP — Pal and aQ —Qal are totally
continuous (or compact) in spaces with weights in one and only one case, when the function a(t) is

continuous on the contour of integration. As a corollary, it is shown that the factor-algebra generated by
singular operators with piecewise continuous coefficients is not comutative and the symbol on that algebra
is a matrix-function.

Rezumat. In aceastd lucrare sunt studiati operatorii de forma aP —Pal si aQ—Qal precum si

operatorii integrali cu nuclee cu singularitati slabe. Se demonstreaza ca operatorii aP — Pal si aQ —Qal
sunt compacti in spatii cu ponderi, daca si numai daca functia a(t) este continua pe conturul de integrare.

In consecinta, algebra generatd de operatorii integrali singulari cu coeficienti continui pe portiuni nu ecte

comutativa si simbolul lor reprezintd o matrice de functii.

Fie T'" un contur compus format din n curbe inchise I,T,,...,I", de tip Liapunov pe
portiuni, care au un singur punct comun t,. Notam prin F* domeniul marginit de conturul
I'. Vom presupun ca domeniile F;(= F;j) nu au puncte comune $i la migcarea punctului
t, pe coturul ' in sens pozitiv domeniul F, urmeaza dupa domeniul F;"(j=12,..,n-1)
. Conturul T este orientat astfel incat parcurgind curba I';, domeniul F;" rimane la stanga.

In figura 1 este reprezentat un astfel de contur T’ pentru n=4.

Fig. 1

Notam prin CP(I') multimea tuturor functiilor a(t) continue in orice punct teI", Cu
exceptia punctului t;, in care existd limitele finite a;(t, +0) si a;(t, —0) (j=12,...,n)

atunci cand t tinde catre t, pe curba I'; dinspre si, respectiv, spre puncul t,. Prin CP, (')
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notdm multimea functiilor f(t) din CP(I'), pentru care f,(t, +0)= f,(t,—0)(j =12...n),
jar prin CP(I') multimea functiilor f(t) din CP(I'), pentru care
f,(t,+0)=1f,,(t, -0)(j=12..n-1) si f (t,+0)=f,(t, -0). Intersectia C,P(I') "nC_P(I")
coincide cu multimea C(I') de functii continue pe T'.
Fie
pO=TTt-1",

unde t,,t,t,,...,t, suntpuncte diferite pe T" si S, sunt numere reale, care verifica conditiile
-1< B, <p-1,k=012,...,m. in monografia [1] s-a ardtat ca operatorii aP—Pal si
aQ—Qal sunt compacti in spatiul L (T, p) pentru orice functie continua pe I'. Amintim

ca operatorii (proectorii) P si Q integrali singulari F.Riesz sunt definiti de egalitatile

1 1
P="(1+S), Q=_(1-9), 1
2( +3), Q 2( ) 1)
unde S este operatorul integral cu nucleul Cauchy,
(sp)t)=—= ]2 g, ter. 2)
wlrt—t

In studiul ecuatiilor integrale singulare cu nucleu Cauchy, in special la determinarea
regularizatorilor acestor ecuatii, deseori apare necesitatea de a considera operatori de
forma

(Tp)(t)=—1 (A=A g7 (ter), 3)

riy -t

unde a(t) este o functie cunoscuta definiti pe T'. In acest context este important de
cunoscut in ce conditii operatorul T, este compact in spatiul L, (T,p).

Teorema 1. Fie I" un contur compus si acCP(I'). Operatorul T, =aS—Sal este
compact in spatiul L (T, p), daca si numai daca aeC(I').

Demonstragie. Suficienga. Daca functia a este un polinom sau o functie rationala,
atunci teorema este evidenta. In acest caz operatotul T, este de rang finit.

Fie a orice functie continua pe I'. Atunci exista un sir {an (t)} de polinoame (daca T

este deschis) sau de functii rationale (daca I" este inchis) cu polurile in afara conturului T
, care converge uniform citre functia a: rpearx|an(t) —a(t) »o . Asacum
n—o0

T-T < 2max ‘ a(t)—a,(t) ‘H S HLD(T,p) '

a anHLp(F,p) tel

rezulta ca operatorul T, este compact in spatiul L (T, p).
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Demonstratia necesitatatii teoremei se va baza pe urmatoarele doua exemple. Anume,
vom ardta mai inti ca operatorul T, =hS —Shl nu este compact in spatial L (T',p) pentru

functiile he CP_(T') si he CP_(I').
Exemplul 1. Fie conturul T' reprezentat in figura 2

LO |
i

L

Fig. 2

In calitate de functie h(t) consideram functia caracteristica a curbei T, :

0,dacdtel],

hy={, T (4)
ldaciterl,.

Evident functia h(t) apartine multimii CP, (I'). Admitem ca operatorul T, =hS — Shl

este compact. Fie y(t) functia caracteristici a segmentului [-1,0] si A= y(t)T,. Vom

demonstra cd operatorul A nu este compact. Astfel, vom obtine o contradictie.
In spatiul L,(I") consideram sirul normat de functii, definite de egalitatea

An,dacit e [0, 1},
n

AVE L

O,dacétel“\{o,n}.

Vom demonstra ca din sirul w, (t) = Ap, nu Se poate extrage un subsir convergent.

Pentru aceasta evaluiam normele |/, | in spatiul L,(I') (1< p<2). Avem

wll = [l e[ L 1" e 1 110 g,y s
Sﬁp([l?(r) \(2)dz \dt\+Ih(t)I¢”(T)d J 2"“ \dt\<
<n pz_[o ttl dt. (5)




Asadar, pentru 1< p<2 sirul de norme ﬂ|y/n||} tinde la zero in spatiul L (T"). De aici
rezultd, ca daca in spatiul L,(T') sirul v, (t) = Ag, ar contine un subsir convergent y, (t),

atunci el ar converge la zero: y, (t) — 0. Aceasta insd este cu neputin{d, deoarece

> ¢ 1 ¢h(@) 1 ¢ h(t) 2 ”h(t)
H[r//n L ::[m%'-z—_z-tgﬂn(r)df—ﬂlj‘z—_tgon(f)dr dt—J; .! \/7d ‘dt‘—
T4

Exemplul 2. Fie T acelasi contur de la exemplul 1. Prin h(t) notam o functie continua
in orice punct tel'\{0}, care mai verifici urmitoarele conditii: h(t)=0 pentru
telio]cr,, h(t) =1 pentru te[01]<T, exista h(0+0)=0 si h(0-0)=1.

Asacum h(0-0)=h,(0+0)=1 si h(0+0)=h,(0-0)=0, rezultd cd heCP (I).

In spatiul L,(I") consideram mulimea functiilor {p, (t)} definite in felul urmator:

0, pentru teF\[O,%]
n%’, pentru te[O,%]'

Este evident cd |¢,| =1. Fie x(t) functia caracteristici a segmentului [ioleT, si

Pa(t)=

A= y()T,. Vom demonstra ca operatorul A nu este compactin L (). Pentru aceasta ne

vom folosi de criteriul lui F.Riesz de compacitate in spatiul L,. Avem

0

y
@,0=(Ap)0 = 2D MO ()9, 2O s [j“@ dr—h(o) jde
m -t T oy Tt

Z(t) / % 1-nt
j yOLn™ =
7 nt
Pentru orice >0 (0< o <1) obtinem,

[lo,t+io)-@,@) |dt= [|®,(+ic)-®, )| [dt]=
r [i,0]

1

j@n(it+ia)—®n(it)pdt2 \@n(it+ia)—®n(it)\pdt:

%
1 1 2 |P
= [l Fa=" [ nt (7)
17% 7[17%

2

t >2 pentru te{l—z,l]atunci In1th

2
Asa cum

>1In2 si din inegalitatea (7)

rezulta
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jcpn(t+ia)—q>n(t)"dtzr2‘c’|n2. (8)
T T

In inegalitatea (8) punem o= 27” n> 4,si ea devine
[l (t+io)—@,t) dt > In2. 9)
r

Asadar, in baza criteriului M.Riess despre compacitatea multimilor de functiiin L,
rezulti cd multimea de functii {®,(t)} nu este compacti in L,(T'), ceea ce inseamna ca
operatorul T, =aS —Sal nu este compact inL ().

Folosind aceste exemple, vom demonstra necesitatea teoremei 1. Fie acCP(I') si
admitem ca operatorul T, este compact in L (I'). Fard a diminua generalitatea vom
presupune ca conturul T este cel de la exemplul 1 si a(0+0)=a,(0-0). Fie
®»=2a,(0+0)—a,(0-0) si consideram functia

b(t) = a(t)—eh(t), pentru t e I; \ {0},
la(t, +0), pentrut  teT,,

unde h este functia definita de la exemplul 2. Avem
b,(0+0)=hb,(0-0)=a,(0+0), b (0+0)=a,(0+0) —wh,(0+0) =&, (0+0) si
b,(0-0)=2,(0-0) ~ wh, (0-0) =a,(0-0).

Asadar, functia b(t) este continud pe I' si, in virtutea celor deja demonstrate, operatorul
T, este compact in L (). Din egalitatea xT, v, = x,T.x —@x T, 7, unde yz, este functia
caracteristica a curbei I, si din faptul ca operatorul T, este compact, rezulta ca operatorul
1T,z este compact in L (I3). Atunci operatorul H, = T, , — Al este noetherien in
L,(I}) pentru orice A4 #0, adicd simbolul lui, H,(t, x), trebuie sa fie nedegenerat pentru

orice =0,z <[0] si orice t € T;. Scriem simbolul acestui operator ( a se vedea [1, 2]) in

punctul t,.
-4 2
Hz(o’ ): Cf('u),
—25(u) -4
SiN O o
unde g‘(,u):\/ f(y)(l— f(,u)) si f(ﬂ)—{ sing e ,pentru p¢2.
M, pentru p=2

Observam ca
det Hz(touu): XAt (u) (1_ f (/U))
si detH,(t), «)=0 pentru A=2./ f (u)(1- f(u)). Contrazicerea obtinutd demonstreaza

ca operatorul T, nu este compact in L, (I'). Teorema este demonstrata.
Afirmatiile teoremei 1 rdmin adevarate si in spatiulL, cu ponderea p(t).

Demonstratia se face in mod similar.
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Astfel, daca functia a(t) apartine multimilor CP(T"), CP,(T") sau multimii CP_(T'),
atunci operatorii Pal —aP si Qal —aQ nu sint compacti in spatiul L (T,p). In cazul
functiilor ae CP,(T") au loc urmatoarele doud teoreme.

Teorema 2. Fie aeCP(T'), atunci operatorul PaP—aP este compact in spatiul
L, (I, p).

Demonstratie. Funcia a(t) poate fi reprezentatd sub forma a(t)=b(t)g(t), unde
b(t) e C(T"), iar functia g(t)este constanta pe fiecare curba I, (k=1,2,...,n). Vom ardta ca
PgP=g. Fie ¢(t)orice functie care verifica conditiile Iui Holder pe fiecare curba
I, (k=12,..,n). Atunci functia y(t)=(P¢)(t) verifica conditiile lui Holder pe orice arc
al conturului T',care nu contine punctul t,, ea admite o prelungire analitica in fiecare
domeniu F'(k=12,..,n),iar in vecindtatea punctului t, are o singularitate integrabila.
Aceleasi proprietdti le are si functia g(t)y(t).Folosind aceste proprietdti ale functiei

g(t)w(t), usor se demonstreaza ca pentru orice punct t € ', diferit de t,, are loc egalitatea

L p9EWE) 4 gtyt),

mir -1
Din aceasta egalitate rezultd ca gPp = PgP¢ si, prin urmare, PgP = gP. Asa cum b(t)
este continua pe I',atunci, in baza teoremei 1, operatorul bP — Pbl este compact. De aici
si din egalitatea PgP =gP rezultd ca operatorul PaP —aP este compact. Teorema este

demonstrata.
Teorema 3. Fie aeCP_(I'),atunci operatorul QaQ—-aQ este compact in spatial

L, (I, p).
Demonstratie. In fiecare domeniu F*(k =12,..,n) considerim cite un punct z, si
formam functiile f;(t),definite prin egalitatile

f ()= (~2y (=12, 2,., =
()=, ( )1 (1212012, =)

j+l

Fiecare functie f;(t) este analitica in planul complex extins cu taietura, care uneste

si aceastd tdieturd se afld in FUF, U{t,}. Fard a diminua

punctele z;, si z i

j+1
generalitatea putem considera ca valorile limitd a functiei a(t) in punctul t, sint diferite
de zero. Numerele «; si o, le alegem asa, incit valorile limita ale functiei f;(t), atunci
cand t tinde citre t, pe curba I'; dinspre si spre puncul t, sa fie egale respectiv cu a,
si 1. Not&m prin f(t) produsul functiilor f,(t): f(t)=f,(t)f,(t)..f,(t). Functia
f(t) este analiticd in domeniul C\F'UF;U..UF UTI. Nemijlocit

se aratd cd QfQ=fQ. In baza alegerii functiei f(t), produsul
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g(t)=a(t)f'(t) este o functie continua pe I'. Asa cum operatorul Qgl —gQ
este compact siare loc egalitatea QfQ=fQ, obtinem ca operatorul QaQ—aQ

este compact siteorema este demonstrata.
Fie k(r,t) o functie masurbild pe I'xI" cu singularitate slaba, adica ea admite o

evaluare de forma
k(z,t)|<clz—t[", c=const, 0 <z <1.
In aceste conditii, asa cum se cunoaste, operatorul integral, definit de relatia
To)(®) = [K(z. D) p(z)dz, (10)
r
este compact in spatiul L (I'). Vom demonstra ca o afirmatie similara are loc i in spatiul
L, (T, p),unde p(t)=]Jt-t, \ﬂ “. Are loc urmétoarea teorema.
k=0
Teorema 4. Fie numerele p, 3,, 8,,..., B, verifica conditiile:
l<p<+oo, -1<f <p-1, k=0,12,...,m,
atunci operatorul integral (10) este compact in spatiul L, (T, p).

Demonstratie. Se verifica usor (a se vedea [1] ca operatorul T este compact in

L, (T, p) dacd si numai daca operatorul K = h™Thl , unde
h(t)zf[\t—tk\“k ,a,=61p,

este compact in spatiul L (I). Fie -

k(z,t), pentru |z —t/> %

0, pentru \r—t\<%.

Notam prin A, A, si K, urmatorii operatori integrali

(AR = [ (" Ok (7, D) —k(z,1)Jp(z) d7,
(A@)®) = [ (1™ Ok, (7.)h() K, (z.) Jp(z) d7,
(K.2)(0) = [ (1™ )k, (7.Dh(2) Jp(2) dz.

Asa cum hel (I),h"eL () (p"+q™"=1) si functia k (r,t) este marginita,

k,(z,t) =

atunci

p-1
[ dt[ [ h ok, (r,t)h(r)qdr] <400,
r r
si prin urmare operatorul K, este compactin L (I'). De aicirezultd continuitatea completa
aoperatorului A in L (I'). Vom demonstra ca lim/A—A |=0.Fie M, = A-A si m, (1)

nucleul operatorului M, . Din teorema lui B.Hvedelidze (a se vedea [3]), despre
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continuitate operatorului integral singular cu nucleul Cauchy in spatiul L (T,p), rezultd
continuitatea operatorului

EA0=] RO o) a.

Notdm prin b(z,t) nucleul acestui operator. Asa cum , rezulta

HMnH <cn*?

B| si M, —0 pentru n—oo.
Asadar, am demonstrat ca operatorul A este compact in spatiul L (). Prin urmare, si
operatorul K este compact in spatiul L (I, p) . Teorema este demonstrata.

Teorema 5. Fie T un contur simplu si inchis de tip Liapunov, iar t = 8(z) o functie

care transforma in mod conform discul unitate in domeniul D” marginit de conturul T,

atunci functia

k= 2O 1
B(2)-p(&) &-

are singularitate slaba pe conturul T, = {(f 5 =1}.

(/=1 [z]<1
z

Demonstratie. Fie 7, T, ;z=¢"% & =¢"%si, de exemplu, 6, <#6,. Putem considera

ca el—eos%. Fieu=e“(6,<0<6) sir=u-

unci |du|=dé = (cos§/2)™ dr <-/2dr.

Asa cum conturul T este de tip Liapunov, derivata g'(z) verifica conditiile lui Holder cu
un exponent ¢ (0<a <1), adica

<clu-¢" =cr”,c=const.
Prin urmare,
|2
<c _[r J2dr=cjz-¢"", (11)

B(@) - &) - L&)z - cf)\—f(ﬂ(u) £'(¢))du

unde » este arcul de cerc, ce uneste punctele z si &. O evaluare similara de forma (11) se

si in calitate de

y se ia segmentul de dreapta, care uneste punctele z si &. Deoarece transformarea g este
conformad, atunci este indeplinitd conditia S'(£) =0 (£ €T,) si in consecintd
B(&) - B(2)
-1
Din inegalitatile (11) si (12) obtinem
£'(2) 1 |_|F@E-2)-B2)-BE) _ LG —2
BR-BE) -2 [B@-BENE-2) T cle-7

Teorema este demonstrata.

>c,>0 . (12)

‘Ot+l

k(& 2)|= =c,lE—2["". (13)
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Fie T, si T, doud curbe inchise sau deschise fara puncte de autointersectie si
BT, »>T,,z=p(t), o functie bijectiva. Notam prin S, si S, operatorii integrali singulari
Cauchy pe aceste curbe:

(Sl(o)(t)=%]j:(i(Trt)dr,t el;, (Szgo)(t):%!&rt)dr,t erl,

care actioneaza in spatiile L (I}, p,) si, respectiv in L (T, p,), unde

p®=Tt-t" si p@=][z-2" . 2 = At,).
lar prin B notam operatcl;;(l)Jl liniar, inversabilk:;i marginit din L (T, p,) in L(T},p,),
definit de relatia (Bo)(z) = o(B'(2)).

Teorema 6. Fie funcfia a,a =B, poseda derivata o' diferita de zero si verifica
conditiile lui Holder pe T,
"(z)-ad'(z)|<clz,
atunci operatorul S, poate fi exprimat sub forma

S,=BS,B™+T,
unde T este un operator compact in L (I, p,), iar (By )(z)=w(5(2)).

# c=const, 0< 1 <1,

Demonstratie. Fie r o functie rat;ionalé peI,, p=B7'r si T=S,-BS,B™, atunci

I f(é)dé‘ J' p(r)dz

r—a(z)

(Tr)(2) =

r2
In ultima integrala este justificat schimbul de Varlablla r=a(z) (a se vedea [4]) si in

rezultat se obtine

T R4 )
(Tr)(z)_zir{(g—z a@)_a(z)]r(é)dé.

Din teorema 5 rezulta ca nucleul acestui operator are singularitate slaba pe T, si, in
baza teoremei 2, este compact. Teorema este demonstrata.
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