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Résumé. Dans la catégorie des espaces localement convexes, on démontre que, si (K, L) est une

paire de souscatégories conjuguées, alors les latices R(K), R(£) et R} (L) sont isomorphes, ot R(K)
et R(L) sont les classes des souscatégories reflectives des catégories K et £, et R}(eL) est la classe
des souscatégories L-semi-reflexives.

Mots clés: souscatégories reflectives, coreflectives, £-semi-reflexives, espaces semi-reflexifs, induc-

tif semi-reflectif.

SUBCATEGORIILE L-SEMI-REFLEXIVE
Rezumat. In categoria spatiilor local convexe, s-a demonstrat ci, daca (KC, £) este o pereche de
subcategorii conjugate, atunci laticele R(K), R(£) si R}(e£) sunt isomorfe, unde R(K) si R(£)
sunt clase de subcategorii reflective de categorii K si L, si ]R‘}(e[,) este clasa de subcategorii £-semi-
reflexive.
Cuvinte cheie: subcategorii reflective, coreflective, L-semi-reflexive, spatii semi-reflexive, inductiv

semi-reflectiv.

200 Mathematics subject classification: 46 M 15; 18 B 30.

1. Introduction

Notons avec CoV la catégorie des espaces localement convexes topologiques vectoriels
Hausdorff (voir [14, 20, 21]).

Dans cet article on va définir plusieurs notions. Nous utiliserons les notations suiv-
antes.

Structures de factorisation:

(Epi, M) = (la classe des épimorphismes, la classe des noyaux) = (la classe des
morphismes a image dense, les inclusions topologiques a image fermée);

(Eu, Mp) = (la classe des épimorphismes universels, la classe des monomorphismes
précis)=(la classe des morphismes surjectifs, la classe des inclusions topologiques);

(Ep, My) = (la classe des épimorphismes précis, la classe des monomorphismes uni-
versels) (voir [4, 6]);

(&f, Mono) =(la classe des conoyaux, la classe des monomorphismes)=(la classe des
morphismes factoriels, la classe des morphismes injectifs).

Souscatégories coreflectives et reflectives:

Y = la souscatégorie coreflective des espaces avec la plus fine topologie localement
convexe [20];

M=1la souscatégorie coreflective des espaces avec la topologie Mackey [20];

S = la souscatégorie reflective des espaces avec la topologie faible [20];

IT = la souscatégorie reflective des espaces complets avec la topologie faible [14];

uN = la souscatégorie reflective des espaces ultranucléaires [8, 15];

N = la souscatégorie reflective des espaces nucléaires [16];

Sh = la souscatégorie reflective des espaces Schwartz [14];
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iR = la souscatégorie reflective des espaces inductifs semi-reflexifs [2];

sR = la souscatégorie reflective des espaces semi-reflexifs [14, 21];

'y = la souscatégorie reflective des espaces complets;

[Ty = la souscatégorie reflective des espaces localement complets [19,24];

pl'o = la souscatégorie reflective des espaces p-complets [12];

ql'o = la souscatégorie reflective des espaces quasicomplets [21].

K la classe des souscatégories coreflectives non nulles;

R la classe des souscatégories reflectives non nulles;

R(A) la classe des souscatégories reflectives de la catégorie A, o A € K, ou A € R;

K(A) la classe des souscatégories coreflectives de la catégorie A;

R?(B) la classe des souscatégories reflectives qui sont fermée par rapport aux B-
sousobjects et B-facteurobjects (voir [5]), ou B C &, N My;

K(B) (respectivement R(B)) la classe des souscatégories B-coreflectives (respective-
ment B-reflectives);

R, (respectivement R.,(&,)) la classe des souscatégories reflectives (respectivement
Ey-reflectives) fermée par rapport aux extensions: (Epi N M,,)-facteurobjets.

1.1. Soit A et B deux classes de morphismes. Alors:

1. AoB={a-bla € Abec B et la composition a - b existe}.

2. La classe A se nomme B-héréditaire, si du fait que f-g € A et f € B, il résulte
que g € A.

20, La classe A se nomme B-cohéréditaire, si du fait que f-g € A et f € B, il résulte
que f € A.

3. AT est la classe de tous les morphismes orthogonaux du dessus pour tout mor-
phisme de A, et A" = AT N Epi (voir [1,4,6]).

30, At est la classe de tous les morphismes orthogonaux du bas pour tout morphisme
de A, et A- = AT N Mono.

4. La classe A se nomme stable a gauche, si pour tout carré cartésien
f-gd=g-r

du fait que f € A, il résulte que f’ € A aussi.
49 La classe stable & droite.
Dans la catégorie C2V, les classes £y et &, sont stables a gauche, et les classes M ¢ et
M, et M, sont stables a droite (voir [4]).
1.2. Pour M une classe de monomorphismes, et A une classe d’objets (une souscatégorie),
notons par S((A) la souscatégorie pleine de tous les M-sousobjets des objets de A.
Notation duale: Qg(.A), ou € C Epi.
1.3. Couples de souscatégories conjuguées, souscatégories c-coreflective et c-reflective (voir
3)).
Soit k: CoV — K et l:CoV — L un foncteur coreflecteur et un foncteur reflecteur.
Notons pulC = {m € Mono| k(m) € Iso}, eL = {e € Epi| l(e) € Lso}.
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Sotb: X =Y, Z¢e|K|etrX : X — rX R-replique de X. b € ¢R, alors et seulement
alors quand b € Epi et
th=fb (1)

pour un f (voir [4]).
Mentionons, si b: X — Y € uk, Z € |K|, alors pour tout f: Z — Y a lieu

f=1-b @)

pour un f (voir [4]).
Définition (voir [3,4]). Soit (K, £) se nomme un couple de souscatégories conjuguées de la
catégorie CaV, si ukC = eL.

Soit P, la classe des couples des souscatégories conjuguées. Chaque componente
d’un couple de souscatégories conjuguées est unique déterminée. Si (K1, L) et (Kz, L2)

appartiennent a la classe P, alors
KiC Ko Ly C L.

(M, S) est le plus petit élément, et (C2V,C2V) le plus grand élément de la classe P...

Si (K, L) € P, alors £ se nomme la souscatégorie c-coreflective, et £ - la sous-
catégorie c-reflective. Soit K. (respectivement R.) la classe des souscatégories c-coreflectives
(respectivement souscatégories c-reflectives), et Bic = {eL|L € R.}.

1.4. THEOREME ([4]). Soit [ : CoV — L un foncteur reflecteur. Les affirmations suivantes
sont équivalentes:

1. LeR..

2. § C L et le foncteur l est exactement a gauche.

3.8CLetl(My)C My,

4. S C L etl(Mp) CM,.

5. La classe eL est stable a gauche.

6. Le foncteur I admet un adjoint a gauche.

7. Il existe un foncteur coreflecteur k : CoV — K ainst que:

a)l-k~1Il;b)k-l~Fk.

1.5. La souscatégorie Sh des espaces Schwartz (voir [14]) et la souscatégorie u/N" des espaces
ultranucléaires (voir [8,15]) sont des souscatégories c-reflectives (voir [8]).

1.6. Pour A une classe d’objets injectifs (M-injectifs), la souscatégorie Sy, (A) est c-
reflective (voir [4]). Ces souscatégories forment une classe propre de souscatégories (voir
[4]). o

1.7. THEOREME ([4]). 1. Soit K € K. Alors (M o (1K), Mp o (uK)) et (My o
(1K) ", Mo (uK)) sont des structures de factorisation qu’on peut noter (€'(K), M'(K)) et
(E(K), M(K)).

2. Le morphisme p : X =Y appartient a la classe E'(K) (respectivement: a la classe
E(K)), alors et seulement alors quand p € &, (respectivement: p € Epi) et le carré

p-kY =k k(p), (1)
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est cocartésien.
3. Le morphisme p : X —'Y appartient a la classe &y, alors et seulement alors quand
p € &, et le carré

p-m* =m"m(p), (2)

est cocartésien, ou m : CoV — M est le foncteur coreflecteur.

—~

b My =My o (28) = Myo (1M).

5. Soit R € R. Alors ((eR) 0 &y, ((€R) 0 Ep)-) est une structure de factorisation que
Uon va noter (P"(R),I"(R)).

6. Le morphisme m : X — Y appartient a la classe I"(R), alors et seulement alors

quand m € M, et le carré
r(m) X =Y o, (3)

est cartésien.

7. Soit K € K, et B= uk. Alors (MgoB)',MyoB) et (MpoB)', Mo B) sont
des structures de factorisation avec les classes d’injections stables a droite.

8. R. C Rex(&).
1.8. THEOREME. 1. Pour toute souscatégorie R &,-reflective (S C R) existe la plus
grande souscatégorie c-reflective ¢R qui se contient en R.

2. La souscatégorie des espaces ultranucléaires uN est la plus grande souscatégorie
c-reflective qui se contient dans la souscatégorie des espaces nucléaires N'.O
1.9. Le supréme de deuz souscatégories reflectives de la catégorie Co)V .

Soit £, R € R, et X € |C2V|. Examinons £, R et II-répliques de I'objet X: X :
X = IX, X X 5 rX et 7% : X = 7X. Aussi, soit I"X : rX — IrX L-réplique de rX.
Alors

XX =Xy X (1)

[I-répliques des objets [ X, r X, et IrX nous permettent d’écrire les égalités suivantes:

7TlX _ 7'('er . l(’I“X), (2)
X
X K 7 rX
Ml -
\A - - — uX X
uX ~ uX w=r rX
v=[-~ ! $
s X
IX [(r) . > IrX_ X
T
X
71_7“X _ 7TZTX . er. (3)
Soit
1rX) v =1"%w (4)
le carré cartésien construit sur les morphismes I(r~) et I"X. Alors
X =X, (5)
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rX = w-u’, (6)

pour un uX. Puisque "X € M,, il résulte aussi que v € M,. En tenant compte que la
classe P"(L) est My-héréditaire de 1'égalité (5), on déduit que uX € P"(L). Alors v est
L-réplique de uX: v ="YX, et w est R-réplique de uX: w = r*X. On vérifie facilement que

le caré
X rX | (7)

est cartésien. Ainsi v € Z”(R), w € I"(L), et uX € P"(L) N P"(R). L'égalité (6)
est (P"(L),Z"(L))-factorisation, et I'égalité (5) est (P"(R),Z"(R))-factorisation des mor-
phismes respectifs.

Ona7X € 7(L), 1"X € T"(R), donc ©'X - ["X € T(L)oT"(R) C (P"(L)NP"(R))-.
Soit (P, Z) = (P"(£) N P"(R), (P"(£) N P"(R))"). Alors

71_X _ (ﬂ_lX . luX) . UX (8)

est (P, T)-factorisation du morphisme 7%, et la souscatégorie U = Sz(II) est P-reflective et
u™ : X — uX est U-réplique de X. De I'égalité P = P"(U), c’est-a-dire P"(L) NP"(R) =
P’ (U), il résulte que U est le supréme des souscatégories £ et R: U = LV R.

On a démontré le résultat suivant.

THEOREME. Soit £, R € R et (P,Z) = (P"(L)NP"(R), (P"(L)NP"(R))-). Alors

1. La souscatégorie U = Sz(I1) est le supréme des éléments L et R dans la latice R:
U=LVR.

2. (P, I) = (P"(U), T"(U)).

3. X X — uX est U-réplique de l'objet X .

Les résultats principaux de ’ouvrage

Dans le paragraphe deux, on introduit la notation de souscatégories L£-semi-reflexives
(Définition 2.6), on indique les conditions nécessaires et suffisantes pour que le produit
semi-reflexif nous meéne & sa souscatégorie semi-reflexive donnée (THEOREME 2.8). Les
THEOREMES 2.10 et 2.11 permettent de construire des exemples des souscatégories semi-
reflexives.

Dans le paragraphe trois on démontre que les latices R(K), R} (e£) et R(L) sont
isomorphes si (IC, £) est une paire de souscatégories conjuguées (THEOREME 3.1) et sa
duale (THEOREME 3.2).

Dans le paragraphe quatre, si 7, R et H sont trois éléments qui correspondent dans
le THEOREME 3.1, alors conformément a un élément de ce trois, on construit les autres
répliques de tout objet.

Dans le paragraphe cing, on démontre que si (K, L) € P. et R € R;(eﬁ), alors les
foncteurs k : CoV — K et 7 : C2V — R commutent: k-7 =r -k (THEOREME 5.2).

Si de plus r(£) C L, alors les foncteurs [ : C3V — L et v commutent: [ -7 =7 -1
(THEOREME 5.3).

Toutes les conditions énumérées plus haut sont vraies dans les cas suivants:

a) (M, S) € P, et R € R(=S) (COROLLAIRE 5.5 p.2);
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b) (M,S) € P, et sR € R3(eS) (PROPOSITION 6.2 p.5-6);
¢) (M, 8) € P, et ITy € R3(=S) (PROPOSITION 6.3 p.5-6);
d) (Ch,Sh) € P, et iR € R%(cSh) (PROPOSITION 6.4).

2. Souscatégories semi-reflexives

Les souscatégories semi-reflexives et leurs diverses propriétés ont été étudiées dans les
ouvrages [5, 7, 9-12, 17, 18, 22, 23].

Dans l'ouvrage [19], le professeur D. Raikov a examiné des topologies localement
convexes sur les espaces vectoriels de £(X,Y) et Z ® X de maniére que I'isomorphisme
algébrique

LIZ,LX,)Y)) = LZX,Y)

devienne isomorphisme de la catégorie C2V (la loi exponentielle). Se rapportant aux sous-
catégories semi-reflexives, M. M. Bouneaev a examiné autant la loi exponentielle [9] et les
problémes du graphe fermé [10, 11].

2.1. Définition [5]. Soit A une souscatégorie et £ une souscatégorie reflective de la catégorie
CoV. L'objet X se nomme (L, .A)-semi-reflexif, si sa L-réplique appartient a la souscatégorie
A. La souscatégorie pleine de tous les objets (£, .A)-semi-reflexifs se nomme produit semi-

reflexif des souscatégories L et A, notée
R = L %4 A.

2.2. Mentionnons les propriétés suivantes du produit semi-reflexif (voir [5]).
THEOREME 1. £ %4 A = L %y (LN A).

2. 51 A1 C Ao, alors L *g A1 C L *g- As.

3. 8i LCA, alors L xg A= CoV.

4. Si A C L, alors A C L x4 A.

5. La souscatégorie L x5 A est fermée par rapport auzx produits.

6. Soit L et I' deux souscatégories reflectives, S C L et I'g CT'. Alors L x4 I' CT.

7. Soit (£, M) une structure de factorisation dans la catégorie C2V, A une sous-
catégorie E-reflective et le foncteur reflecteur | : CoV — L posséde la propriéte (M) C M.
Alors le produit semireflexif L x4 A est une souscatécorie reflective de la catégorie Co) .
2.3. PROPOSITION. Le produit semi-reflexif Lxg A est fermé par rapport a (eL)-sousobjets
et (eL)-facteurobjets.
Démonstration. Soit R = Lxg A, A€ |R|,b: X - Acel, et 14: A— IA Lréplique de
A. Alors I - b est L-réplique de A. Donc IX € |A, et X € [R].

Vérifions que R est fermée par rapport a (e£)-facteurobjets. Soit A € |[R|, t: A —
Y eel, etl¥ Y = 1Y Lréplique de Y. Alors [¥ -t est L-réplique de Y. Donc [Y € |A| et
Y € |R|.O
2.4. PROPOSITION. Soit L € R, et A une souscatégorie de la catégorie CoV. Alors
Lxg A=S.(LNA).
Démonstration. Soit X € |L xg Al, et IX : X — X L-réplique de X. Alors IX € |A],
c’est-a-dire IX € [LNA| et I* € eL. Donc X € S.z|LN Al
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Maintenant soit que X € |S.z(L£ N .A)|. Alors il existe un objet Z € |£N A| et un
morphisme b: X — Z € L. 1l est clair que b est L-réplique de X et (X = Z € | A|. Donc
X € |L x4 A|.O
2.5. COROLLAIRE [5]. Soit L une souscatégorie c-reflective, et A une souscatégorie re-
flective de la catégorie CoV. Alors L x4 A est une souscatégorie reflective de la catégorie
CaV.

Démonstration. Vraiment, ((£)",eL£) est une structure de factorisation & gauche, et £N A
est une souscatégorie reflective de la catégorie CoV. SitX : X — tX est (£ N A)-réplique de
X, et

tX =% pX (1)

est ((e£)T,eL)-factorisation de t*, alors p* est (L g, A)-réplique de X.
Vraiment, tX € [LNA|, LNA C L g Aeti® € eL. Donc pX € |L *g4 Al. Soit
Ze|LxgAlet f: X —Z. Sil?:Z— 17 est Lréplique de Z, alors [Z € |£N A. Ainsi

2. f=gq-t¥, (2)

ot pX € (eL)T, et 1Z € eL£. Donc pX L 14, Alors

f=h-pt, (4)
(g-i%) =171, (5)

pour un h. Ainsi f sexteint par pX. tX € Epi et i¥ € M,. Comme la classe Epi est
M -hérédidaire, de légalité (1) résulte que p~X € Epi.O
2.6. Définition. Soit L et R deux souscatégories reflectives de la catégorie Co)V. R se nomme
une souscatégorie L-semi-reflexive, si elle est fermée par rapport a (€£)-sousobjets et (¢L£)-
facteurobjets. La classe de toutes les souscatégories L-semi-reflexives est notée R‘;} (eL).
2.7. Ewvemple. 1. Soit £1 C Lo. Alors eLy C eLy, et R} (eLy) C Ri(eLo).

2. R;(ECQV) = R.

3. Soit § C L. Alors II € R}(e£).

4. Si L *g5 A€ R, alors £ x4 A € R;(Eﬁ).

5. SiR € Ri(eL), alors R = L*4 R.
2.8. THEOREME. Soit R € Ri(cL), et H € R. Alors les affirmations suivantes sont

équivalentes:
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1. Lxg H="TR.

2. LNR=LNH.
Démonstration. 1 = 2. LAR C LN H. Vraiment, soit A € [LNR|. Alors [A = A € |R|.
Donc [A € |H| c’est-a-dire A € |H|. Donc A € |LNH].

LNAHCLNR. Soit A€ |[LNH| Alors A € |R], c’est-a-dire A € [LNR].

2= 1. LxgH CR. Soit A€ |L*g H|, et 14 : A — IA est L-réplique de A. Alors
IA€|LNnH|=|LNR] DonclA € |R| et comme R € Ri(eL), il résulte que A € [R].

R C LxgH. Soit A€ |R|, et 14 : A — A est L-réplique de A. Comme R € Rj’}(sﬁ),
il résulte que lA € |R|. A € |[LNR| = |LNH| cest-a-dire A € |L xg H|.O
2.9. COROLLAIRE. Soit R € Ri(L). Les affirmations suivantes sont équivalentes:

1. R=Lx*g (LNR).

2. Soit R=Lxg H. Alors LNR=LNH CH.

3. S0t R=Lx*gH, TER, et LARCT CH. Alors R =L %5 T.
2.10. THEOREME. Soit R € R, B € Bic et B C eR. Alors Sp(R) € R(R).
Démonstration. Soit X : X — rX est R-réplique de Pobjet X, et

rX =X X (1)

la (BT, B)-factorisation de rX. Comme la classe Epi est M,-héréditaire ([4], LEMME 2.6),
il résulte que t* € Epi et tX est Sp(R)-réplique du X.

Vérifions que Sp(R) est fermé par rapport aux B-facteurobjets. Soit A € |Sg(R)| et
b: A— X € B. Sir? est R-réplique de 'objet A, alors b € B C eR et

TA:f'bv (2)

pour un f. Comme A € |Sg(R)|, il résulte que 74 € B. Donc f € B aussi.

Mentionnons que la condition B C eR est équivalente avec la condition R C A(B).0
2.11. THEOREME. Soit B € Bic et R € R*(B). Alors Qs(R) € R}(B).
Démonstration. Tout foncteur reflecteur de la catégorie C2)V commute avec les produits ([5],
THEOREME 1.12), et la classe B est fermée par rapport aux produits. Donc Qg(R) est
fermée par rapport aux produits.

Démontrons que Q(R) est fermé par rapport aux M y-sousobjets. Soit A € |Qp(R)|,
et m: X — A€ M;y. Il existe un objet Z € |R| et un morphisme b: Z — A € B. Soit

m-b =b-m, (1)

le carré cartésien construit sur les morphismes m et b, ot m’ : P — Z. Alors m’ € My, et
v € B. Donc P € [R|, et X € |Qp(R)|.

Vérifions que Qp(R) est fermé par rapport aux B-sousobjets. Soit A € |Qp(R)|, et
b: X — A€ B. Il existe un objet Z € |R| et un morphisme ¢t : Z — A € B. Soit

t=b-t, (2)
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I I
1 1
v v
X —>A X —>A

le carré cartésien construit sur les morphismes b et t. Alors V', t' € B, et Z € |R].
Donc P € |R|, et X € |Qp(R)|.0
2.12. COROLLAIRE. Soit B € Bic et R € R(Mp). Alors Qg(R) € R}(B).
Démonstration. En vertu du LEMME 3.2 [5] R € R*(&, N M), et BC & NM,.0

3. Les isomorphismes de latice R(K), R}(e£) et R(L), (K, L) € P,
3.1. THEOREME. Soit (K, L) € P., mais B = ¢L.

1. L’application T — o1(T) = Qp(T) pour T € R(K) prend des valeurs dans la
classe R3(B).

2. L’application R — ¥1(R) = K N'R pour R € R;(B) prend des valeurs dans la
classe R(K).

3. Les applications p1 et 11 sont réciproquement inverses.

4. L’application H — o(H) = Sg(H) pour H € R(L) prend des valeurs dans la
classe R (B).

5. L’application R — (R) = LNR pour R € R;(B) prend des valeurs dans la
classe R(L).

6. Les applications ¢ et 1) sont réciproquement inverses.

#1 2
R(K) R3(B)
(01 (0

Démonstration. On va indiquer, chaque fois, ce qu’on démontrera.
1. Soit T € R(K) et R = Qp(T). On construira R-réplique pour tout objet X € |C2V)|.
Soit kX : kX — X K-coréplique de X, thX : kX — tkX T-réplique de kX, et

le carré cocartésien construit sur les morphismes k&% et t*X. Comme kX € uk = B, alors
u® € B, et 5X € |R|. Vérifions que 7% est R-réplique de 'objet X. Vraiment, soit Z € |R],
mais f : X — Z. Il existe un objet A € |T| et un morphisme b : A — Z € B. Comme
b € B, il existe un morphisme g : kX — A ainsi que

fkX=b-g. (2)

Alors



pour un h : tkX — A. Des égalités écrites on a
b-f-k:X:b-g:b-h-th,

1.e.

fEX=h " (4)

et puisque (1) est un carré cocartésien, il résulte que

b-h=w-uX (6)
pour un w. L’égalité (5) montre que f s’existeint par 7%, L'unisité de w résulte du fait que
7% est un epi.

P
, kX > th X\

,/ AN
// le I.uX \
I =X ¥ \\

&1 X === O e > f/iXY |
\
\ ]

\ I ]

AN v o7
Ny bEB >7 7/
< it

-~ -
—_—— -
e _——_——_————

R € R%(B). Soit A € |T|, mais b: X — A € B. 1l existe un objet Z € |T| et un
morphisme by : Z — A. Puisque Z € |T| C |K]| et b € B, il résulte que

by=b-f (7)

zZ

4

pour un f. Alors f € B, et X € |R|.

-~

-~

-~
-~
-~
-~
-~
-~
-~
-~
-~

b S

7

XL

R € Ry(B). Evidemment. Ainsi on a démontré que ¢1(7) € R$(R).
2. Soit R € R3(B) et on démontrera que K NR € R(K). II est suffisant de montrer que
pour X € |K[, I'objet X appartient aussi a la catégorie K. Vraiment soit X : X — rX
R-réplique de X, mais k™ : krX — rX K-coréplique de 7X. Alors

X=X ®)
pour un f. Puisque rX € |R], et k"X € B, il résulte que krX € |R|. Alors
f=g-1% (9)
pour un g. Dans I'égalité (8) kX € B C M.,
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et rX € Epi. La classe Epi est M-héréditaire. Ainsi f € Epi. On a
g KX f=grX =,

ou
g- kX =1, (10)

Donc k™¥ = g1 et rX € KNR|.
3. @11 =1. Soit R € RY(R). Alors p191(R) = p1(KNR) = Qe(KNR).

R C Qp(KNR). Soit A € |R|. Alors kA € |KNR|, et k4 € B. Ainsi A € |Qg(KNR)|.

Qs(KNR) CR. Soit A € |Qp(KNTR). Alors il existe un objet Z € [N R| et un
morphisme b : Z — A. Puisque R € R}(R), il résulte que A € [R].

b1 = 1. Soit T € R(K). Alors dag1(T) = r(Qs(T)) = K N Qs(T).

T Cc KNnQg(T). Evidemment.

KNQg(T)CT. Soit Ae |KNQg(T)|. Alors A € |K] et il existe un objet Z € |T|
et un morphisme b: Z — A € B. Alors b€ Zsoet A€ |T].
4. Soit H € R(L), et R = Si(H). Examinons un objet arbitraire X € |CoV|: hY : X — hX,
EX D kX — X et k"X . khX — hX H-répliques KC-corépliques des objets correspondants.
Alors

N e Ry (2} (11)

Soit
v kX = RS, (12)

le carré cocartésien construit sur les morphismes k% et k(h™). Alors
X =X X, (13)
RX XL X (14)
pour un morphisme u¥ : vX — rX. On a k¥, k"X € B. Donc fX, uX € B, et vX € Sp(R).

k(1Y)

—> kh XX
P \
kY X ,aV)ﬁ" X lkhx \\
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Démontrons que v L B (voir [4]). Vraiment soit b: A — B € B et
b-pr=pa-v", (15)

Si kA : kA — A est K-coréplique de A, alors b- k4 : kA — B est K-coréplique de B. 1l

existe un morphisme p3 : krX — kB ainsi que
p2- fX =0k ps. (16)
De telle maniere
bopr KX = oo K = X RS =0 kY s k(RY),

1.e.

bepr kX =b-kt py - k(hY), (17)

ou
pr - kY =k py - k(WY (18)

Puisque (12) est carré cocartésien, il existe un morphisme w : vX — A, ainsi que
pr=w-vY, (19)

p2=0b-w. (20)

De I’égalité (13), en tenant compte que uX € B, on déduit que vX € Epi. Ainsi, de I'égalité
(15) et (19), il résulte que
b-w = po. (21)

Ainsi vX L B, et I'égalité (13) est (BT, B) est une structure de factorisation de gauche.
Démontrons maintenant que vX est R-réplique de I'objet X. Soit Y € |R|, et f :
X — Y. Il existe un objet Z € |H| et un morphisme b: Y — Z € B.

hX
v X
X — X —U —hX
rt””” ////
=77 -8
Yk_’_______b_E_B _____ ;ZL/
On a
b-f=g-h* (22)
pour un morphisme g. Alors
b f=(g-u) ¥ (23)
avec vX L b. Ainsi
f=t-vX (24)
g-uX=>b-t (25)



pour un t. On a démontré que R € R.

R € R*(B). Evidemment.

R € Ryp(B). Soit A€ |R|,et b: A— X € B. Il existe un objet Z € |H| C [£| et un
morphisme by : A — Z. Alors by est L-réplique de A. Ainsi

bi=f-b (26)

pour un f. Il est clair que f € B, est X € |R|.

5. Soit R € R}(B). Alors LNR C L et LNR est une catégorie reflective de la catégorie
C2V, donc de la catégorie £ aussi.

6. ¢ - =1. Soit R € R}(R). Alors pt)(R) = (LNR) =Sp(LNR).

R C Sp(LNTR). Soit A € |R|, et 14 : A — IA L-réplique de A. Alors [A € |LNR,
et I4 € B. Ainsi A € |Sg(LNR)|.

SE(LNR) C R. Soit A € |Sp(LNR). Il existe un objet Z € |[LNR| et un morphisme
b: A— Z € B. Ainsi A € |R/|, puisque R est fermée par rapport a B-sousobjets.

Y- =1. Soit H € R(L). Alors Yvp(H) = ¢(Sg(H)) = LN S(H).

H C LNSE(H). Soit A€ |H| C |L|. Donc A€ |LNH| C|LNSE(H)|.

LNSp(H) C H. Soit A e |[LNSE(T)|. Alors A € |[L| et A € |[Sg(H)]|. Tl existe un
objet Z € |H| et un morphisme b: A — Z € B. Puisque A € |L£], il résulte que b € Zso et
Aec|H|.O
3.2. Le résultat dual est aussi juste.

THEOREME. Soit (K,L) € P., et B=¢eL.

1. L’application T — P1(T) = Qp(T) pour T € K(K) prend des valeurs dans la
class K3 (B).

2. L’application U — 1 (U) = KNU pour U € K3(B) prend des valeurs dans la class
K(K).

3. Les applications py et E sont réciproquement inverses.

4. L’application ¥V — p(V) = Sp(V) pour V € K(L) prend des valeurs dans la
classe K%(B).

5. L’application H — ¢(H) = LNOH pour H € K3(B) prend des valeurs dans la
classe K(L).

6. Les applications © et E sont réciproquement inverses.

<l

¥1
K(K) K

S
<

4. Réconstruction des repliques et corepliques
4.1. Pour (K, £) € P. en vertu du THEOREME 3.1, chaque élément 7 € R(K), R € R3(eL)
et H € R(L) définit par un triplet.

LT (T, 01U(T),ver(T)), T € R(K).

2. R— (1(R),R,¥(R)), R € R‘}(eﬁ).

3. Hr— (Vip(H), p(H),H), H € R(L).
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Voyons, par exemple, dans chacun de ces cas comment peuvent étre construites (7T )-
et Y1 (T)-répliques d’'un objet arbitraire.
4.2. Le cas T € R(K). Soit A € [CoV|, k4 : kA — A 14 A = [A et tF4 - kA — thA

coréplique et réplique des objet correspondants. Plus loin, soit

b - 5 =t - kA, (1)
by uit =g - 14 (2)

les carrés cocartésiens construit sur les morphismes tF4, k4 et kAu{l, 14, et 1T L-réplique de
T.

A ZA
jd —k > 4 > 14
» CLZI;I’?I y Al Ccn:re' 4
t cocartésien ! ! cocartesien \:/
¥
tkA___Bf—____>P____[;2A____>T 7 >[T

THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:
1. tF kA — thA est o1 (T)-réplique de kA.
uf : A — P est 1(T)-réplique de A.
b‘f :tkA — P est K-coréplique de P.
r. bg‘ : P — T est L-réplique de P.
T ud 1A = IT est 1 (T)-réplique de 1A,
6. 1T - us - 140 A — T est iy (T)-réplique de A.
Démonstration. 1. Premierement, mentionnons que tkA € |T| C |p1(T)|. Soit Z € |o1(T)],
et f: kA — Z. 1l existe un objet B € |T| et un morphisme b: B — Z € L.

Gl

Puisque e£ = uk, il existe un morphisme g : kA — B ainsi que .

f=0b-g (3)
Alors
g = h - tkAu (4)
et
f=-h)-t* (5)

Ainsi le morphisme f s’éxteint par tF4.
2. Puisque k4 € B, il résulte que b{! € B aussi. Ainsi P € |R|, ot R = ¢1(T).
Soit maintenent Z € |R|, et f : A — Z. 1l existe un objet B € |T| et un morphisme

b:B—=Z7¢ehB.
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4
s kA k >

/ 7
/ uf
I
&l thA > >p /
\ : 1 |
\\\ hl W:
\Z
N B bEB >¢Z

Puisque B = pK pour le morpfisme f - k4, il existe un morphisme g ainsi que .
[k =0y,

qui, & son tour, s’éxteint par 7T-réplique de kA:

g=nh- kA,
pour un h. On a
beh-tF = f. kA
Ainsi le morphisme f s’éxteint par tF4.

Puisque (1) est un carré cocartésien, il résulte que

b-h=uw-bf, (9)

f=w- u’f‘, (10)

pour un w. L’unicité de w qui exteint le morphisme f par uf résulte du fait que u’f1 est un
epi.

3. Premierement, t*4 € |T| C |K|. Deuxieémement, b{' € e£ = pukC.
4. En vertu du fait que IT € |£], et [T - b € L.

5. Puisque P € |p1(T)|, et IT = [P, il résulte que IT € [L N p1(T)]|.

Soit Z €
11 (T)|, et f: 1A — Z. Ayant en vue que ui' est o1(7)-réplique de A, on a
(11)
pour un g. Le carré (2) est cocartésien. Il résulte que
g=h-bj, (12)
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f=h-ud (13)

pour un h. Mais Z € |[p1(T)| C |£], donc
h=uw-IT. (14)

pour un w.
6. Cela résulte de p.6.0
4.29. Examinons la situation duale.
Le cas V € K(£).
Soit A € |CoV|, kA 1 kA — A 14 A — 1A et ' vlA — 1A corépliques et répliques

des objets correspondants. Plus loin,

cupt = oMb (1)
A A A 1A

K2 uy =y - by (2)

les carrés cocartésiens construits sur les morphismes 14, v!4 et k4, u114, et kT K-coréplique

de T.

T
kT kb _p bl 4
| ' |
s ] 1V
| 4 | y \Z
JAd — ==K Y ! -—=-=>I/4

THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:
1. o' 0lA — 1A est B(V)-coréplique de 1A,
2. uft : P — A est B(V)-coréplique de A.
6114 : P — vl A est L-réplique de P.
6‘24 kT . kT — P est K-coréplique de P.
ug - kT kT — kA est 1 5(V)-coréplique de kA.
A ud - kT KT — A est 1@(V)-coréplique de 1A.
4.3. Le cas R € Rj(eL). Soit A € |C2V), A kA — A 140 A — 1A K-coréplique
et L-réplique de A, mais rd : A — rA, k™ krA — rd et I'4 : rA — IrA R-réplique,

L-réplique et -coréplique des objets correspondants. Alors

o ot W

rd g = KA k), (1)
At =1t A (2)
A ;
WO S N S
lk( r") lr 4 / (J,A )l
rA rd
krA k > 1A J >[rA
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THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:
1. k(rd) : kA — krA est 41 (R)-réplique de kA.
2. 1(r) 1A — IrA est Y(R)-réplique de LA.
3.0(rA) 1A A = IrA est (R)-réplique de A.

Démonstration. 1. Puisque k™ € uk = L, et rA € |R], il résulte que krA € [KNR| =
1 (R)|. Vérifions que k(rd) : kA — krA est 41 (R)-réplique de kA. Soit Z € KN R| =

[V1(R)| et f:kA— Z. Alors IZ € |[LNR|. Donc
2. f=g- 14 k4

pour un g, et

pour un u. Plus loin, (¢ € uk = £, donc
w-k =17 v
pour un v. On vérifie facilement que

f =v- k(TA)v

et de I'égalité (1) il résulte que k(r4) € Epi, puisque 14 - k4 € Epi et k™ € M,,.

A

k 4
,/ kA >4 l >4 \\\
/ lk(rf) lr” l(’”A)l \
) 74 rA I
f I\ k};A k —> 74 / >IrA /Ig
v I L
o : u U7
\ \I/ Z | ////
Nz / —> l\é «--""

(3)

2. Premitrement, IrA € [LNR| = |p(R)], et de Iégalité (2) il résulte que {(r?) € Epi. On

vérifie facilement que ¢(R)-réplique de [A.
3. Il résulte de p.2.0
4.3°. Le cas H € K% (k).

Soit A € |CoV|, kA 1 kA — A, 14 : A — [A K-coréplique et L-réplique de A, et
R hA — A, kM - khA — hA et 1M 2 LA — [hA sont les répliques et les corépliques des

objets correspondants. Alors
lA . hA _ l(h,A> . lhA,

AR = AL (R,

hA
oA ——— st — L5 Ih
k() lhA ll(hA)
A A
p— L
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THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:

1. I1(h) 1 IThA — 1A est p(H)-coréplique de 1A.

2. k(h?) : khA — kA est 1 (H)-coréplique de kA.

3. k4 k(hA) : khA — A est 1 (H)-coréplique de A.
4.4. Le cas H € R(L). Soit A € [CoV|, 14 : A — [A et A4 1A — hIA L- et H-répliques,
et kA kA = A, et EMA ;L khlA — hlA K-corépliques des objet correspondants. Alors

hlA . ZA . k‘A _ khlA . ]{Z(hlA) (1)
A A
K LS >4
I
k(h ZA): :MA hlA
I b4 I
k};/[A————I ————— >1\5————1251————>hlA
kh/A
Plus loin, soit
bl k(R =t kA (2)

le carré cocartésien construit sur les morphismes k4 et k(h!4). Alors
khlA = b124 ’ bA? (3)

RHA A =g A, (4)

pour un b‘24.
THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:

1. k(W) : kA — khlA est 1o(H)-réplique de kA.

2. ud: A — P est p(H)-réplique de A.
Démonstration. 1. Puisque kM4 € ukC, et hlA € |H|, il résulte que khlA € |[K N o(H)| =
l1p(H)]. Soit B € |ih1o(H)| et f : kA — B. Démontrons que f s'exteint par k(h!4). Soit
1B . B — IB L-réplique de B. Puisque 14 - k4 est L-réplique de I'objet kA, on a

P f=g- 1t k! (5)

pour un g. On a B € |¢(H)|, donc IB € |£L N ¢(H)| = |H|. Ainsi le morphisme g s’exteint

par hl4:

g:v-hm (6)

pour un v. Donc, [® € uk = <L, et khiA € |K|. Donc
voby-by =18 w (7)
pour un w. Des formules (7), (2), (4), (6), (5) nous avons

Pow k(WM =v-by-by - k(M) =v-by-u? KA =v- DA A A =g 1A A =18,
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1.e

1P w- k(W) =17 f, (8)
qui nous mene a 1’égalité
w - k(h4) = f. (9)
A A
d—h g — iy
I I s
(h’A)i , iuA N
1
k};/]A————I ————— > L\;A ———ZZZ————:»hlA )
| /// /7
W: L}’// ///g
¥ B T T
B L —>p&---~

Vérifions que k(h!4) est un epi. De I'égalité (1) kM4 - k(W) € Epi, et kM4 € M,,. Puisque
la classe Epi, est M,,-héréditaire ([4], LEMME 2.6), il résulte que k(h!4) € Epi.
2. De I'égalité (3) il résulte que b4 € e£. Donc P € |p(H)|. De I'égalité (2) déduisons

que u? € Epi. Soit maintenant B € |p(H)|, et f: A — B.

A A
a—h sy
// ! 1,}\
k(h"™) ;o '\
A 'y b \
khlg————T—P >hid ()
~< \ I
\\\v\ \\ :W ig II
S~ \\W B /
Alors
Pef=1) -1t (10)
Puisque B € |p(H)], il résulte que IB € |p(H)|. Donc
i(f)=g-n (11)
pour un g. Plus loin, I® € e£ = ukC, et khiA € |K|. Ainsi
g-bg ot =18 (12)
pour un v. On vérifie facilement 1’égalité
1B ov k(WY =18 f kA, (13)
ie.
v- k(WY = kA (14)
En tenant compte que (2) est un carré cocartésien, concluons que
v=w-bi, (15)
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f=w- u? (16)

pour un w. L’égalité (16) démontre 'affirmation.O]

44% TLe cas T € K(K). Soit A € |GV, k4 : kA — Aet tF4 . thA — kA K et
T-corépliques, et 14 : A — IA, et I*F4 : tkA — [thA L-répliques des objets correspondants.
Alors

lA . /{JA . tkA _ l(tkA) . ltkA' (1)

Plus loin, soit
A ut =15 (2)

le carré cocartésien construit sur les morphismes 4 et [(t*4). Alors

14 =t by (3)
AR = 4 ! (4)
pour un b3
Iz
tkA--——bZ—-—eP ----- Ny
| b
p—k

THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:

LoI(tF) 2 1tk A — 1A est 51(T)-coréplique de LA.

2. ud 1 P — A est B1(T)-coréplique de A.
4.5. COROLLAIRE. 1. Soit (K, L) € P, et R € Ri(eL), mais T=KNR et H=LNR.
Alors:

w N =
= T

Il
D'D‘w

-k
o
-l

5. Foncteurs commutatifs

5.1. On examinera deux foncteurs t1, to tous les deux coreflecteurs, tous les deux reflecteurs,
ou I'un coreflecteur et l'autre reflecteur. Dans la catégorie CoV ti1to A ~ tot1 A pour tout
A € |C3V)], alors on peut facilement vérifier que les foncteurs ¢; - to et t2 - t1 sont isomorphes.
5.2. THEOREME. Soit (K,L) € P,, et R € R?(eﬁ). Alors les foncteurs coreflecteur
k:CoV — K et celui reflecteur r : CoV — R commutent: k-r =1 -k.

Démonstration. Revenons au THEOREME 4.2. On a rA = P et kP = tkA, et rkA = tkA.
Ainsi pour tout A € |CoV| rkA = krA =tkA. O

5.3. THEOREME. Soit £ € R, R € Ry(eL) et r(L) C L. Alors les foncteurs | et r

commutent: [-r=r-1.
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Démonstration. Soit A € |GV, 14 : A — [A et 4 1 A — rA L- et R-réplique de A.
Examinons le carré cocartésien
bord =u- 14 (1)

construit sur les morphismes 74 et 4. Alors b € e£. Donc T € |R|. Ainsi u € £R, mais
T € |R|, il résulte que u est R-réplique de lA. Ainsi T € [LNR| et b € eL. Donc b est
L-réplique de rA et IrA =rlA. O

A I > 14
},Al \:/u
FA € mmmmmm e b _T=rid=lrA

5.4. THEOREME. Soit £ souscatégorie fermée par rapport auz extensions: (Epi N Mp)-
facteurobjets et R € ch(eﬁ). FEzaminons les conditions suivantes:

1. R=Lx*g (RVTIy), ou RV Iy est le supréme dans la latice R des éléments R et
[g-souscatégorie des espaces complets.

2. LNTy CR.

3. r(L) C L.

Alors 1 & 2 = 3.
Démonstration. 1 = 2. En vertu du THEOREME 28. £LNR = LN (R V). Ainsi
LNTy C,Cﬂ(R\/Fo) =LNRCR.

2=1. R C L*s (RVIy). Evidemment.

L*g (RVIg) CR. Soit A€ |Lxg (RVTIg)|. Alors [A € |[RV I'g|. Examinons
rtd A = rlA et g(l)A : lA — golA R- et To-réplique de A, mais 774 : rlA — 7A et
79lA g0l A — wA To-réplique des objets correspondants. Alors

OOLA L A _ 174 1A (1)
Soit
7Py = 7 . (2)

le carré cartésien construit sur les morphismes 794 et 7714, Alors

g(l)A =v- giAv (3)
A= g, (@)

pour un giA : lA — q1lA. On vérifie facilement que gi1lA est (R V [g)-réplique des A,
mais v est ['g-réplique de gllA. Puisque A € |R V Iyl il résulte que gllA € Iso. Plus loin,
golA € [LNTy| C |R|. Donc w € Tso. Ainsi g11A € |R/, cest-a-dire [A € |R|. En vertu de
Ihipotheése que R € R3 (L), on déduit que A € [R].

I r
A > /A > rlA
\\\\gle W/z’7
% T -7 14
g() v /’g]lA TE’
- 14
L/ gl)
gylA I > 1A
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2 = 3. Soit A € |£], mais 74 : A — 7A et 964 A — goA R- et T'p-réplique de A.
Alors ggA € |[LNTy| C |R|. Donc
gy =f-rt ()

pour un f. De I’égalité écrite il résulte que r# € EpiN M,,. Donc rA € |£| aussi.O
5.5. Une souscatégorie L est c-reflective, si et seulement si elle est S C L et [(M)) C
M,,. Ainsi toute catégorie c-reflective est fermée par rapport aux extensions: (Epi N M,)-
facteurobjets. La souscatégorie N des espaces nucléaires n’est pas c-reflective, mais elle est
fermée par rapport aux extensions.

Si L est une souscatégorie Ey-reflective (S C R), alors II € R}(eL). Ainsi S est
I'unique souscatégorie c-reflective pour laquelle II = S N Ty.
COROLLAIRE. 1. Soit (K, L) € P¢, et R € Ri(eL). Sont vraies les affirmations suivantes:

a) Les foncteurs k : CoV — K et r : CoV — R commutent: k-r =1 -k.

b)Si LNTo C R, alors les foncteurs 1 : CoV — L et r commutent: | -r =r1-1.

2. Soit M la souscatégorie des espaces a topologie Mackey et S des espaces a topologie
faible, mais R € Ri(eS). Alors

a)Les foncteurs m : CV — /f\\/T etr:CoV — R commutent: m-r =r-m.

b)Les foncteurs s : CoV — S et r commutent: s-r =71 -s.

6. Exemples

6.1. Examinons la souscatégorie I des espaces complets a topologie faible, et (K, L) € P..
PROPOSITION. 1. IT € R(L).

2. 1l € R;(Eﬁ).

3. II e R(K).

4. Les applications ¢, ¥, 1 et ¥1 transforment 1’élément 11 en lui-méme.

Démonstration. 1. La souscatégorie Il est fermée par rapport aux produits et aux
sousespaces fermés (voir [14]).

2. Puisque § C L, il résulte que e£ C e§ = &, N M,,. En vertu de la description de
la classe M,y (voir [4]), IT € Ri(eL).

3.0nallc McCK.

4. Evidemment.
6.2. La souscatégorie sR des espaces semi-reflexifs est une souscatégorie S-semi-reflexive,
ou S est une souscatégorie des espaces a topologie faible (voir [21], cap. IV, Proposition
5.5).
PROPOSITION. Sont vraies les affirmations suivantes:

L. sR € R}(eS).

2. SR =8 g ql'g, ou gqI'g est une souscatégorie des espaces quasicomplets.

3. Y(sR) = M N sR est une souscatégorie des espaces quasicomplets a topologie
Mackey.

4. P(sR) = SNR est une souscatégorie des espaces quasicomplets a topologie faible.

5. Les foncteurs m : C3V — /\A/l/ et s, : C9V — sR commutent: m - s, = s, - m.

6. Les foncteurs s : CoV — S et s, commutent: s- s, = S, - S.
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6.3. Dans les ouvrages [24] et [19], on a examiné les espaces localement complets, dont la
souscatégorie sera notée par [I'g. Avec les notations ci-dessus, on a
PROPOSITION. 1. Iy € R}i(aS).

2. ITg =S x4 IT'g = S x5 (SN ITY).

3. 1 (ITg) = M NIl est la souscatégorie des espaces localement complets a topologie
Mackey.

4. (IT) = SNl est la souscatégorie des espaces localement complets a topologie
faible.

5. Les foncteurs m et g; : CoV — [I'g commutent: m - g; = g; - m.

6. Les foncteurs s et g; commutent: s-g; = g; - s.
6.4. La souscatégorie Sh des espaces Schwartz (voir [14] ) est c-reflective (voir [2]). Notons
par Ch la souscatégorie conjuguée de la souscatégorie Sh et les foncteurs correspondents
cp 1 C2V — Ch et sp, : CoV — Sh. Concernant la souscatégorie Ch(voir [13]). Dans le méme
ouvrage [2] sont définis les espaces inductivement semi-reflexifs dont la souscatégorie sera
notée par iR avec le foncteurs reflecteur i, : CoV — R. A partir des résultats exposés dans
cet-ouvrage-la, on peut écrire

TR = Sh x4 I'y.

PROPOSITION. 1. Les foncteurs ¢, et i, commutent: ¢, - i = 1, - Cp,.

2. Les foncteurs s;, et i, commutent: sy, - i = i, - Sp,.
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