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Abstract. In the present paper are studied the methodological principles of the concept of
coordinates and it is structured in: short history; linear, algebraic and functional
principles; applications.
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1. Scurt istoric

Originile matematicii si, In particular, ale geometriei sunt strans legate de
conceptele de numadr, marime §i forma, care au facut parte din viata cotidiand a
societatilor preistorice. La baza cunostintelor geometrice au fost anumite principii
empirice, determinate de concepte: ca distanta, lungimea, unghiul, aria, volumul. Thales
din Milet (624 - 546 1.H.) a adus geometria in Grecia anticd si a fost primul care a propus
deductia matematicd pentru a obtine noi cunostinte geometrice. Thales a contribuit la
dezvoltarea matematicii, astronomiei, filozofiei si a geografiei, fiind considerat parintele
stiintelor. Geometria analiticd reprezintd o modalitate de abordare a geometriei cu
ajutorul algebrei. Pentru aceasta spatiul cercetat se doteaza cu sisteme de coordonate
carteziene [2, 3, 4, 6, 7].

Meritul principal in crearea conceptului metodei coordonatelor {ii apartine
matematicianului francez René Descartes (1596 — 1650). Pana in zilele noastre a ajuns
urmatoarea istorie care i-a sugerat descoperirea acestei metode. Ocupand in teatru un
anumit loc, conform biletului cumparat, noi nici nu banuim cine si cand a propus aceasta
metodd de numerotatie a fotoliilor dupa randuri si locuri. Idee i-a venit vestitului filosof
si matematician Descartes — in cinstea cui si sunt numite coordonatele dreptunghiulare.
Vizitand teatrele din Paris, el ramanea uimit de invdlmaseala ce avea loc 1n sala la
ocuparea fotoliilor de catre spectatori. Sistemul sdu de numeratie, in care fiecare fotoliu
primea numarul de rand si de ordine de la margine, a nlaturat aceastda invalmaseala si a
produs furori in societatea de elitd din Paris. Descartes a descris stiintific pentru prima

data sistemul dreptunghiular de coordonate in lucrarea ,,Cugetari asupra metodei” (1637).
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De aceea sistemul dreptunghiular/rectangular de coordonate se mai numeste Sistemul
Cartezian de coordonate. In lucrarea sa ,,Geometria” (1637), unde s-a descoperit legitura
dintre algebra si geometrie, Descartes a introdus primele notiuni de marime variabila si
functie. Anume in sistemul cartezian de coordonate si-au gasit interpretarea reald
numerele negative. Un aport esential la dezvoltarea metodei coordonatelor a fost adus si
de catre Piere Fermat (1601-1665), ale carui lucrari au fost publicate insa dupa moartea
sa. Descartes si Fermat aplicau metoda coordonatelor numai in plan. In spatiu, aceasta
metoda a fost aplicatd pentru prima datd de Leonard Euler (1707 — 1783) in secolul al
XVIlI-lea. Aceste lucrdri au avut influente considerabile asupra dezvoltarii geometriei
analitice, a analizei matematice si cartografiei. Ele au permis sd ,,masuram armonia cu
ajutorul algebrei”.

Ideea de a reprezenta numerele sub forma de puncte, iar punctelor sa le pund valori
numerice a aparut inca in antichitate in legaturd cu dezvoltarea astronomiei, geografiei si
a picturii. Primele aplicatii ale coordonatelor sunt legate de astronomie si geografie, de
necesitatea de a determina pozitia corpurilor ceresti de pe bolta cereascd si a anumitor
puncte de pe suprafata Pamantului, de a intocmi calendarele si hartile geografice. Urmele
aplicatiei coordonatelor dreptunghiulare au fost gasite pe peretii uneia din camerele
funerare din Egiptul Antic. In cartografie conceptul de sistem de coordonate a fost
implementat de catre Thales. Anaximandru (Anaximandros) din Milet (610 — 546 1.H.),
matematician si filozof grec din scoala ionica, este considerat primul alcétuitor al hartii
geografice. El a descris, destul de exact pentru acele timpuri, latitudinea si longitudinea
locului, utilizand proiectiile ortogonale. Aceste idei au fost dezvoltate de Eratostene din
Cyren (276 — 195 1.Hr.), matematician, poet, geograf si astronom antic grec, fondatorul
geografiei matematice. Mai mult cu 100 de ani 1.H. Hipparh (sau Hipparchus, 190 — 120
i.H.) a propus paralelele si meridianele pe harta globului Pamantesc, care sunt cunoscute

in zilele noastre drept coordonate geografice: latitudinea si longitudinea notate cu

numere. Faptul cd v2 nu este numir rational a adus la diferentierea algebrei de
geometrie, care §i a Impiedicat dezvoltarea conceptului geometric de sistem de

coordonate pana la lucrarile lui Descartes.

2. Rolul teoretic al sistemului de coordonate

Din punct de vedere formal, sistemul cartezian de coordonate in spatiu permite ca
fiecarui punct M sa 1 se asocieze un triplet de numere (x, y, z), numite coordonatele
punctului M, notate: M = (x, y, z) sau M(x, y, z). Aceastd asociere satisface urmatoarele
principii:
Principiul 1 (Unicitatea si Existenta). Coordonatele punctului se determind in mod
unic.
Principul 2 (Reversibilitatea). Coordonatele determind in mod unic punctul, adica

pentru orice triplet de numere (x, y, z) existd un unic punct cu aceste coordonate.
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Principiul 3 (Masurabilitatea si ordinea punctelor). Existd o unitate de masurd a
lungimii fatd de care numairul d(4,B) = ((a — p)* + (b — q)* + (c — r)*)"? este egal cu
distanta dintre punctele 4 =(a, b, ¢) si B = (p,q. r). Punctul M este situat intre punctele 4
si B, dacd si numai daca punctele M, A, B sunt diferite si d(4, M) + d(M, B) = d(A4, B).
Principiul 4 (Coliniaritatea). Fie 4 =(a, b, ¢) s1 B = (p, q, r) doud puncte diferite.
Dreapta (4B) ce trece prin punctele 4 si B este formata din totalitatea punctelor M(A4,
B, ty=(tp—a) +a t(g—b)+b, t(r —c)+c),t € R, unde R este totalitatea numerelor
reale. Totalitatea punctelor [A4, B) = {M(4, B, f): t € R, t > 0} este semidreapta cu
originea A ce trece prin punctul B, iar (4, B] = {M(4, B, t): t € R, t <0} este a doua
semidreaptd cu originea A situata pe dreapta (4AB). [4, B] =[A4, B) N (4, B] = {M(A4, B,
1):t eR,0<t<1} estesegmentul cu extremitatile 4 si B.
Principiul 5 (Coplanaritatea). Fie 4 = (a, b, ¢), B=(p, q,r) si C = (u, v, w) trei
puncte necoliniare (care nu sunt situate pe o dreaptd). Atunci planul (4BC) este format
din totalitatea punctelor M = (x, y, z) coordonatele carora satisfac ecuatia:
x—a y—b z-c
detlp—a q—b r—c|=0. (2.1)
u—a v—b w-—c

Patru puncte 4, B, C, D se numesc coplanare, daca existd un plan a ce le contine.
in caz contrar, punctele sunt necoplanare.

Proprietatile numerelor reale permit sa stabilim cd spatiul coordonat conform
principiilor enumerate mai sus satisface Axiomele lui Hibert ale spatiului Euclidian
tridimensional §i viceversa: Axiomele lui Hibert ale spatiului Euclidian tridimensional

permit s coordonam spatiul Euclidian tridimensional [1, 4, 5].

3. Principiile liniar, algebric si functional

La cercetarea figurilor prin metoda coordonatelor se evidentiazd urmatoarele doud
probleme (vezi [2, 3,4, 6, 7]):

1) determinarea ecuatiei figurii dupa proprietatile ei;

2) dupa ecuatia data a figurii de cercetat proprietdtile geometrice ale ei (problema
inversa).

Problemele referitoare la determinarea punctelor planului realizeazd ambele
scopuri de cercetare a metodei coordonatelor. In cursul preuniversitar de geometrie
metoda coordonatelor permite sd demonstram si sd rezolvam probleme mai rational decat
prin metodele geometriei sintetice.

La rezolvarea problemelor prin metoda coordonatelor poate sa apara numai un
obstacol geometric. Una si aceeasi problema se poate interpreta analitic Tn mod diferit, In
functie de sistemul de coordonate ales. Alegerea unui sistem de coordonate convenabil ne

va permite numai experienta suficienta.
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Pentru a rezolva probleme de tipul intdi si doi prin metoda coordonatelor, este
necesar de respectat urmatorul algoritm:

Pentru problemele de tipul intdi (probleme despre determinarea ecuatiei figurii
date):

1. Evidentierea proprietatii caracteristice a figurii date, adica evidentierea unei asa
proprietati geometrice a ei, care satisfac numai acele puncte ale planului care ii apartin
figurii.

2. Alegerea pe plan a sistemului rectangular cartezian.

3. Scrierea proprietatii caracteristice a figurii in limbajul coordonatelor.

Pentru problemele de tipul doi (probleme geometrice care se rezolvd prin metoda
analitica):

1. Traducerea ecuatiei in limbajul analitic.

Pentru spatiul Euclidian n-dimensional E” un sistem de coordonate cartezian
rectangular genereaza o corespondenta dintre punctele spatiului si sistemele ordonate de
n numere (X1; x2; ...; Xn).

Aceastd corespondenta este In concordanta cu anumite principii: principiul liniar,
principiul algebric si cel functional.

Principiul liniar permite ca:

1. Planul (n + 1)-dimensional sau hiperplanul sd se reprezinte printr-o ecuatie

liniara:
awxi taxo+ ...t axn+an+1=0. (3.1)
2. Planul £-dimensional sa se reprezinte printr-un sistem de (n—k) ecuatii liniare:
¥ etz T aamy¥n F Anen = O
Lo e 62

3. Dreapta ca plan unu-dimensional sd se reprezinte parametric prin n-ecuatii

liniare:

Xy =ayt+ by,
Xy = a,t + b,

n = @nt + b (3.3)
Principiul algebric ne permite sa reprezentdm suprafetele algebrice prin polinoame de »
variabile:
zk:az-xin':i’ij x:n':z’i:' ...x:[”‘q =0.
i=1 (3.4)
Gradul ecuatiei (3.4) este numarul
mp{mlilﬂ + M+ Mg pil < k}’ (3.5)

care reprezintd si ordinul suprafetei algebrice. Hiperplanele sunt suprafetele de ordinul

intai cu ecuatiile (1).
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Principiul functional ne permite sd prezentdm orice suprafatd printr-o ecuatie

implicita
F(xi; x5 ...; x4) = 0. (3.6)
Curbele se prezinta prin n ecuatii de un parametru:
xy = fi(t)
xz = fz(t)
Xy = frth (3.7)

Aceste momente ne permit sa studiem obiectele geometrice prin metoda
vectoriald, metode algebrice si metode functionale.

Reprezentarile geometrice sunt un instrument favorabil in analiza diverselor
probleme practice si deci metoda coordonatelor impreund cu metoda reprezentarilor
geometrice devin un instrument puternic in cercetarea si rezolvarea problemelor teoretice
si practice. Prin urmare, teoria spatiilor vectoriale joaca un rol important la rezolvarea
problemelor geometriei analitice.

4. Aplicatii

Ne punem scopul sa indicdim cum se aplicd metoda coordonatelor la rezolvarea
problemelor si demonstratia teoremelor. Rezolvarea pur geometricd a acestor probleme
necesita deseori constructii foarte complicate, iar metoda coordonatelor ne permite de a
face acest lucru mai simplu.
Problema 1. Demonstrati teorema lui Stewart: daca este 4

dat un triunghi ABC si un punct D, situat intre punctele B

si C, atunci este justa egalitatea: i
AB* DC+ AC* BD — AD*- BC=BC-DC-BD. (4.1) p
Demonstratie. Consideram un sistem rectangular F n c

cartezian de coordonate (vezi figura 1). Sa notdm
coordonatele punctelor 4, C si D: A(a; b), C(c; 0),
D(d; 0). Atunci BC = ¢ s1 BD = ¢ — d. Calculam toate marimile din egalitatea (4.1). Se
obtine:

Figura 1.

AB2 =@+ b2, BC=c, AC*=(a— ¢+ b, BD=d, ° B
AD?=(a—d)y*+b*, DC=c—d.
Substituind aceste expresii in formula (1), - Le &
obtinem: \L/ﬂ
AB?- DC+ AC* BD — AD?*- BC = (a* + A N
(e —d)+ (a— P +b)d - (@—dpP+ b= 2 >
= a’c — a*d + b’c — b*d + a’d — 2acd + c*d+ : a
Figura 2.

+ b%d — a*c + 2adc — d*c — b*c =
=c*d—d’c=cd(c—d)=BC-DC - BD.
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Problema 2. Fie ABCD un patrulater arbitrar, iar K §i L corespunzator mijlocurile
diagonalelor AC si BD. Demonstrati teorema lui Euler:
(AB* + BC? + CD? + DA?) —
— (AC? + BD?*) = 4KL>.

Demonstratie. Sa consideram patrulaterul ABCD 1intr-un sistem rectangular cartezian de
coordonate (vezi figura 2).

Admitem ca varfurile patrulaterului au coordonatele: A(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; 13),
D(xs; ys). Deoarece punctele K si L sunt mijlocurile segmentelor AC si BD, respectiv,

atunci;

2 7 2 ) 2 72

Utilizand formula distantei dintre doud puncte, obtinem:
(4B> + BC* + CD* + DA?) — (AC* + BD?) =
= (2 —x1)* + 2=y + (3 —x2)’ + (13— 2)* + (e —x3)* + (4 —3)° +
+ (s —x1)? + (= y1)* = (3 —x1)* = (13 = y1)* — (x4 —x2)* — (ya — y2)* =

=xf+ x3 x5+ xl— 200 T X2x3 + X3%4 + X4X1 — X1X3 — X2X4) +

YLty Y= 2002 + yays + yaya + yays — iy — yaya).
Aceeasi expresie se obtine si pentru 4KL>.
Problema 3. Aflati multimea tuturor punctelor, pentru fiecare dintre care diferenta
patratelor distantelor pana la doud puncte 4 si B este 0 marime constanta .

Rezolvare. Alegem sistemul dreptunghiular de coordonate, cum este indicat in figura 3.

Daca 4B =a, atunci 1n sistemul dat A(0; 0) ;
Fie M(x; y) un punct arbitrar al g 4
. . g
planului. Atunci i
AM? = x> + 3% i MB? = (x — a)* +)*. Al ¢ B ;
Pentru ca punctul M(x; y) sa apartind locului !

geometric de puncte cdutat este necesar si
suficient ca Figura 3.

CHy-((x-a)P+y)=q,

2+ —x?+2ax —a*—-y* = a,

2

2ax=a+a* x= ata

2a
Aceasta ecuatie determina o dreapta paraleld la axa (Oy) (perpendiculara pe 4AB) la

2
. + 9 - . g : g :
distanta % . Aceasta dreapta intersectd semidreapta 4B, dacd a + a* > 0, trece prin
a

A, dacd a + a*> = 0 si intersecteaza semi-dreapta complementard, dacd a + a*> < 0
(dreptele 11, L2 si 13).
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Observatie. Dacd o = 0, atunci locul geometric de puncte consta din acele i numai acele
puncte M pentru care AM > — BM ? = 0 sau AM = BM. Am obtinut cunoscuta teorema:
multimea tuturor punctelor egal departate de la doua puncte A si B este mediatoarea
segmentului AB (dreapta ls).

Problema 4. Pe dreapta 4B, ce trece prin centrul O

. o o - ¥
a unui cerc, sunt depuse In ambele parti de la

Mz, v)
centru segmentele 04 = OB = 2R, unde R este raza '}%
cercului (vezi figura 4). De demonstrat cd suma z O " T
patratelor distantelor de la orice punct al cercului \_/

pana la punctele 4, B este de cinci ori mai mare

decat aria patratului inscris 1n acest cerc. Figura 4.

Demonstratie. Introducem un sistem rectangular cartezian de coordonate, asa cum este
indicat in figura 4. Atunci: 4(2R; 0), B(-2R; 0). Fie M(x; y) un punct arbitrar al cercului,
atunci

AM? = (x —2R)*> +y* si BM > = (x + 2R)* + ).
Prin urmare,

AM?+ BM? = (x —2R)*> +y? + (x + 2R)* + y*> = 2(x* + y*) + 8R>.

Deoarece punctul M apartine cercului, atunci x*> + y> = R%. Aria patratului inscris in cerc
este egald cu 2R?. Asa dar,

AM?*+ BM?=2(x*+y*) + 8R* =2R*+ 8R* =

= 10R*=5-2R%

Problema 5. Functia f{f) este reprezentata grafic
pe intervalul ¢ € [0; 9] (vezi figura 5). Alcatuiti
expresiile analitice ale ei.
Rezolvare. Graficul functiei f(r) reprezentatd in
figura 5 poate fi notat cu segmentele de drepte
[OA], [AB], [BC], [CD] si [DE] (vezi figura 6).
Pentru a alcatui expresiile analitice ale functiei
() este necesar de alcatuit ecuatiile segmentelor

acestor drepte, utilizand formula:

Y=V _ X=X

Vo= X, =X

Fiecare segment se va cerceta aparte.

1) Segmentul OA este dat pe intervalul ¢ € [0; 2)
si el coincide cu axa absciselor (Ox). Deoarece
axa absciselor are ecuatia y = 0, atunci pentru

segmentul OA4 putem scrie:
ft)=0,daca 0 <¢<2.

Figura 6.

76



2) Segmentul 4B este dat pe intervalul ¢ € [2; 4) si, conform graficului, el trece prin
punctele A(2; 0) si B(4; 6). Scriem ecuatia dreptei AB:

S-S _t=t, f-0_1-2

fi—f, t,—t, 6-0 4-2

%zt;2 sau f=3(t—2),de unde f=3¢-6.

Astfel, ecuatia segmentului 4B ia forma:
ft)y=3t—6,daca2 <t <4.
3) Segmentul BC este dat pe intervalul ¢ € [4; 6) si, conform graficului, el este paralel cu
axa absciselor. Ecuatia dreptei paralele cu axa absciselor este un caz particular al ecuatiei
dreptei cu coeficient unghiular si are forma: y = b. Din figura 6 rezultd ca el trece prin
punctele B(4; 6) si C(6; 6). De aceea ecuatia segmentului BC are forma:
ft)=6,daca4 <t<6.
4) Segmentul CD este dat pe intervalul ¢ € [6; 7) si trece prin punctele C(6; 6) si D(7; 2).

Scriem ecuatia dreptei CD:

f_fc _ (-t . f_6_t_6.

fo—fo t,—t. 2-6 T1-6
f—-6 t-6 B _
I f=6=—4(r-06);
f—6=—4t+24; f=30—4t¢
Prin urmare, ecuatia segmentului CD are forma:
AH=30—-4¢,daca6<r<7.
5) Segmentul DE este dat pe intervalul ¢ € [7; 9] si trece prin punctele D(7; 2) si E£(9; 0).
Scriem ecuatia dreptei DE:

Sty _ =ty f2_ T
fi—f, t,—t,  0-2 9-7
f=2 -7 B _
Ty T f=2=-1-(@-7);
f-2=—t+7, f=9—1.
Deci, ecuatia segmentului DE primeste forma:
f()y=9—t,daca7<t<09.

Cercetand aparte toate segmentele functiei f{¢), datd grafic pe intervalul ¢ € [0; 9],

scriem expresiile analitice ale ei:
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0, pentru 0<7<2,
3t—6, pentru 2<¢<4,
f(¢t)=16, pentru 4<t<6
30—-4¢, pentru 6=<¢<7,
9—1t, pentru 7<¢<09.
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