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Rezumat. In aceastd lucrare se construieste simbolul operatorilor integrali singulari cu conjugare
complexd. Se demonstreaza cd simbolul este o matrice de ordin variabil: in punctele unghiulare ale
conturului de integrare ordinul este egal cu patru, iar in celelalte puncte ordinul este egal cu doi.
Conditiile noetheriene si indicele operatorului se exprima prin determinantul simbolului sau.
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NOETHERIAN CRITERIA FOR SOME SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS
WITH COMPLEX CONJUGATION

Abstract. In this paper we construct the symbol of singular integral operators with complex conjugation.
It is proved that the symbol is a variable matrix: its order is equal to four at the corner points of the
contour of integration and is equal to two in other points. The Noetherian conditions and the index of
operator are expressed by the determinant of its symbol.

Keywords: singular integral operator, noetherian operator, symbol.

I. Introducere

Fie I' un contur orientat, inchis si de tip Liapunov pe portiuni, care imparte planul
complex in domeniile F*si F~ (oo € F‘), t,,...t,— punctele unghiulare ale conturului T’
cu unghiurile 6, , formate in aceste puncte de tangentele laterale la T". In spatiul L, (T, p)

considerdm ecuatia integrald singulara

(Aco)(z)=al(z)co(r)+az(r);I A de 4 a1 )p®O+ ()| X% ()

’Z' —
n ﬁk . .o . A .
unde p(t)=11lt-t| (-1<B.<p-1)sia,) (j=1234) sunt functii continue in orice
k=1
punct ,# €T cu exceptia punctelor #, (k=1,...,n), in care existd limitele finite a(¢, £0). In

cele ce urmeaza este comod ca operatorul, generat de ecuatia (1), sa fie scris sub o alta

forma. In acest scop facem urmitoarele notatii:
a(t)+ay(t)=a(t), a(t)=ay(t)=b(1),
a,(t)+a,(t)=c(t), a,(t)—a,(t)=d(t),
(Vo)()= @(t)(1), P=(1+S)/2 §i O=1-P,
unde S este operatorul integral singular cu nucleul Cauchy,

(Sgp)(t)=%‘|‘(:(—_rt)dr (1el).

Cu aceste notatii operatorul (1) se scrie sub forma
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A=aP+bQ+(cP+dOyW . 2)

Operatorul 4 devine liniar in spatiul L p(l“, p) dacd acest spatiu este considerat
peste campul numerelor reale. Notam acest spatiu prin Zp (T,p).

In cazul conturului Liapunov operatorul 4 a fost studiat in monografia [1]. In
determinarea conditiilor noetheriene pentru operatorul (2) un rol important I-a jucat faptul
ca in cazul conturului de tip Liapunov operatorul VSV +S este compact in spatiul

L, (T, p). Asa cum se aratd in aceastd lucrare, dacd conturul T are puncte unghiulare,

atunci operatorul VSV +S nu mai este compact si rationamentele din lucrarile mentionate
mai sus nu pot fi aplicate. In plus, se demonstreaza ci insesi conditiile noetheriene pentru
operatorul A depind si de marimile unghiurilor de pe conturul T".

In aceasti lucrare se construieste simbolul operatorilor integrali singulari cu
conjugare complexd de forma (2). Se demonstreaza ca simbolul este o matrice de ordin

variabil: in punctele #, (k =1,...,n) ordinul este egal cu patru, iar in celelalte puncte acest

ordin este egal cu doi. Simbolul mai depinde de coeficientii operatorului, de spatiul

L, (T, p) si de marimile unghiurilor de pe conturul de integrare. Conditiile noetheriene si

indicele operatorului 4 se exprimd prin determinantul simbolului sdu. Se stabilesc
anumite relatii dintre operatorii de forma (2) si problemele la frontiera de tip Riemann

[1-3] pentru functii analitice.

Rezultate similare sunt obtinute si pentru operatorii ZHA x> unde 4, sunt
j=lk=1 /

operatori de forma (2).

I1. Proprietati ale operatorulul VSV +S

Teorema 1. Fie T un contur inchis de tip Liapunov. Atunci operatorul VSV +S este
compact in spatiul L, (T, p).

Demonstratie. Notam prin T, cercul unitate (T, ={t :|t|=1}) si prin S, operatorul S .

Atunci

(55l =L otk Ly ooy Ly ole)y

i1, wir, T—1 wip, T
Asadar, daca I' este cercul unitate, atunci operatorul VS, )+, este compact in

L,(T',p). Vom considera cazul in care I" este orice contur Liapunov inchis. Fie v. T, > T
o aplicatie care verificd conditiile: existd derivata v'(¢) diferitd de zero si v'(¢) satisface

conditiile lui Holder. Notam cu B:(L,(I",p)—>(L,(T,.p,), unde

po(2)=TMz) =z " (Wz)=1,),

operatorul definit prin relatia (Bp)z)=¢(v(z)) (zelo). Atunci
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e f [V(g)'(j)(z)— ;Z}f}(é)df . (3)

Asa cum /(&) este diferitd de zero si satisface conditiile lui Holder, operatorul

BSB™' -5, are (a se vedea [4]) singularitate slaba pe T, xT, si, prin urmare, este compact

in spatiul Lp(l“, p). Deoarece operatorii ¥ si B comutd, din (3) si din cele deja
demonstrate obtinem ca operatorul

B(VSV +S)B™' —VS,V S, 4)

este compact in L (T, p), de aici rezultd cd si ¥SV'+S de asemenea este compact in

L, (T, p). Teorema este demonstrata.

O alta demonstratie a acestei teoreme poate fi gasita in [1, p.36].

Sa ardtam cd afirmatiile teoremei 1 sunt false daca conturul I' are puncte
unghiulare. Sa presupunem, de exemplu, ca I' >T,UT,, unde T, si I, sunt segmente de
dreapta care unesc punctul z=0 cu z=1 i, respectiv z=0 cu z=i. In punctul z=0el’
conturul formeaza un unghi de masurd /2. Vom ardta ca in acest caz operatorul
VSV +S nu este compact in L,(I"). Admitem, prin absurd, ca VSV +S e T (L,(T)). Fie X
functia caracteristicd a lui T, si M =X(VSV +S). Vom ardta ¢ M ¢T(L,(T)) si, in
consecintd, vom obtine o contrazicere.

in spatiul L,(T") si consideram sirul {p, (¢)} de functii definit prin relatiile

1
\/;, pentru te{o,—} K
o, (t)= " . neN.
0, pentru teF\[O;—}
n

Avem | =1. Vom arata cd din sirul w, = Mg, nu se poate extrage niciun

P

Ly(T)

subsir convergent. In baza definitiei operatorului M avem

(M¢n)(t)=X(t)(VSV+S)¢n=X(t)_\/; (e

Tl T—1t 1T—1

1/n
f If t)(r i

Prin urmare,

o =l arl-
ol o= =)
1 117 p=2, 1 P24 1Y =2
:cpn"’/zjarctg—t dt<c,n? f(arctg;) dt< c,n? j(arctg;j dt=cn?,
0 n 0 0

unde ¢, si ¢, sunt constante ce depind numai de p . De aici rezultd ca

lim ||Mgon

n—a (r)

=0, pentrul < p<2.
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Astfel, daci sirul w, = Mg, (e L,(T")) ar contine un subsir convergent, atunci acest

subsir ar converge in mod necesar la zero. Insa

Vo iz(r) - ”M

~n ~ 1
>c [arcg® dt>5f arctg’ dt>0
0 0

de unde rezultd ci {y,} nu contine niciun subsir convergent in spatiul L,(I'). Asadar,

operatorul M nu este compact in spatiul Z,(T).

III. Criterii noetheriene

Vom stabili c¢d conditiile in care operatorul de forma (2) (si operatorii mai
complicati) sunt de tip Noether se exprima cu ajutorul determinantului simbolului. De
aceea vom defini mai intdi simbolul operatorilor af, P, Q si V. Notdm prin a(z,&), P(t,&)

, Qt,&) 51 V(1,&) (reT,—o0< & <) simbolurile respective ale acestor operatori. Punem

a(()t) (()t)‘ pentrutel“\{tl,..,tn}
a
alz, +0) 0 0 0
t.¢)= 4
YT @
0 0 a(t _0) , pentrut =t, (k=1,..,n),
k
0 0 0 alt, —0
1
OH pentru t eT\{t,,...t, }
2 0 0 0
Pho)=1 Zg » 0 (%)
e ) 0 » g , pentrut=t, (k 1, ,n)
k k
0 —z,fk 0 z,f”
unde zk:exp(§+iﬂ) (—0<E<+0).
p
1 0
0 , pentru teF\{tl,...,tn},
Q&)= E()~P(1&) incare ()= | 1 (©)
= =1..,n)
¢ 0 1 O,penlrut t, (k=1,..n)
0 0 01
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In sfarsit,

01 rutelT\{t,...t,}
A E pentrut €'\t §,
01 00
re)=l o . (7)
00 0 l,pentrut:tk (k=1,..n).
0010

Daci operatorul 4 are forma (2), atunci simbolul lui, A(z,£), 1l definim prin relatia

A(t,€) = alt, e Pt &)+ b(t, &)Ut &) + (et )P, &) + d (. &AL EME,€). (8)
Daci a,b,c,d eCP,('), atunci simbolul operatorului 4 e L(L’Z (T, p)) se defineste prin
relatia (8), in care a(z,&) b(z,&) c(t,&) si d(t,&) sunt respectiv matrice de ordinul 2m, sau
4m, definite de egalitatile (4).
Teorema 2. Operatorul

A=aP+bQ+(cP+dQW
(a,b,c,d e CP(F)) este noetherian in spatiul ZP(F, p), daca si numai daca
det At,&)#0(t e, —o0 <& <o),

in prealabil vom demonstra doua leme.

Lema 1. Operatorul A este noetherian in spatiul Zp (T, p), dacd si numai dacd in spatiul

Zf, (T,p)= Zp (T, p)x L » (T, p)este noetherian operatorul

~ aP+bQ cP+dQ )
“evPv +dvov  avev +bVoV|
in plus, IndA:%IndZ.
Demonstratie. Are loc [5] identitatea
X +YW o | 1| w| x Yy ||l 1 (10)
0 xX-yw| 2 -wl\wyw wxw|w -w|

unde X,Y,W sunt orice operatori liniari §1 madrginiti care actioneazd intr-un spatiu
Banach B si W>=1.
In identitatea (10) punem X =aP+bQ, Y =cP+dQ, atunci

- 4 0|
A=H H™', (11)
0 4
unde
A =aP+bQ—(cP+dQW =Lt
‘ ' 2V =

Fie (Mp)t)=ip(t) atunci se verificd imediat cd MAM ' = A4 si afirmatiile lemei

rezultd din egalitatea (11).
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Observatia 1. Fie T de tip Liapunov, atunci in baza teoremei 1 avem VSV =S +1T, si, prin
urmare, VPV =Q+T,, VOV =P+T,, unde T, eT(Zp(F,p)) (j=1,23). De aici rezultd cd

operatorul A diferd de operatorul

i

c

a
_ P+
d b

printr-un termen compact.

Operatorul 4, este un operator integral singular cu coeficienti matriceali continui
pe portiuni. Pentru acesti operatori sunt cunoscute [5] conditiile in care ei sunt de tip
Noether. Aceste conditii constau in faptul ci der 4,(¢,¢)# 0 pentru orice (1,¢)e'xR. Se
observi ci in acest caz det 4,(t,¢) coincide cu der At,¢), definit de egalitatea (8).

Din lema 1 rezulta
Corolarul 2. Fie T de tip Liapunov. Pentru ca operatorul A sa fie noetherian este
necesar §i suficient ca

det A(t,&)#0(t e T~ o0 <& <o)

Lema 2. Operatorul A este local noetherian in punctul t,eT\{t,,...t,}, dacd si numai
daca
det A,(t,&)# 0(—0< & <o0),
Demonstratie. Notim cu u(t,)cT'\{t,,....t,} o vecinitate a punctului #,. Fie T' un contur
inchis Liapunov care contine vecinatatea u(z,). In spatiul Zp (T') considerdm operatorul
B:Zil~3+gé+<55+c7é)V,
unde P=(I+S.)/2, 0=1-P, iar a,b,%,d sunt functii continue pe T, restrictiile
carora pe u(l‘o) coincid cu functiile a,b,¢,d . Evident, operatorii A si B sunt cvasi-
echivalenti in punctul #,. Prin urmare, ambii sunt in acelasi timp locali noetherieni in
punctul #,. Conform corolarului 2, conditia derB(r,,¢)=0( eR) este necesard si
suficientd in care B este local noetherian in punctul ¢,. Asa cum det B(t,&)=det Alt,,¢),

lema este demonstrata.
Demonstratia teoremei. In baza lemei 2, este indeajuns sa ardtdm cd conditia

det A(t,,&)# 0(— o0 < & <o) este necesari si suficienti in care operatorul 4 este noetherian
in punctul ¢,(k =1,...,n).

Presupunem pentru inceput cd n=1. De rand cu conturul T' consideram conturul

r(= T, ), care are de asemenea un singur punct unghiular z de aceeasi masurad 6 =6(z,)
cu proprietatea ca daca z eI, atunci si punctul z eI;. Prin urmare, z, =0. Atunci exista
o aplicatie w: T, - T, astfel incat /()= 0 (t €T}) si satisface conditiile Holder. Notdam cu

B 1,(0.p) > L, () (o) 41— 1 6) =) operatorul



(BoXz)=" olulz))

Avem BaB™' =a,I(a,(z)=a(u(z))) BVB" =V si BSB™ =8, +T,, unde S, =5, si T e
T (Li, (T, p, )) Tinand cont de acestea, obtinem:

a,F +b0, o B +d 0,

BAB™ =|_ _ 3 _
cVPV +d VOV aVPV +bVQ,

T, 12
unde

0 .
B’R :([+Sl)/2’Q1 =I-K s1Te T(Lfv(rl’pl»'

Notam cu W operatorul de translatie, definit prin relatia
(Wp)z)=pleolz)),
unde w(z)=Z(zeT,) Observim cid derivata '(z) este discontinud in punctul z=0, si
@'(+0)=exp(i6,) ,'(— 0)= exp(—i6,). Se verifica usor ca
VSV =wsw (13)
Inlocuind (13) in (12) si utilizind lema 1, obtinem cd operatorul 4 este local
noetherian 1n punctul ¢, dacd $i numai daca aceasta proprietate o are in punctul z=0

operatorul

1

a,P +b0, cB+dpF
CWPW +dWOQW aWEW + EWQIWH '

Operatorul M, este un operator integral singular cu translatia W studiat in lucrarea
[7]. Din aceasta lucrare obtinem ca operatorul M, este local noetherian in punctul z=0,
dacd si numai dacd derM,(0,8)=0(eR). Asa cum der A(t,.&)=det M,(0.&), rezultd ca
pentru n =1 teorema este demonstrata.

Trecem la cazul general. Fie u, =u(t, \cT') o vecinitate a punctului #, ce nu
contine niciun punct ¢, #¢,. Ca si mai sus consideram conturul T, (= T, ) cu un singur

k

punct unghiular z=0 si cu conditia cad Tmpreuna cu orice punct z contine si punctul Zz.
Notim cu g o aplicatie a vecinititii u, pe o vecinitate v, =v,(0fcT,) si, in plus,
1, (t,)=0. Asa cum T si T, in punctul z, si, respectiv, in z=0 formeazi unghiuri de
aceeasi masurd 6,, atunci u, poate fi aleasd astfel incat ()= 0(tcu(t,)) si aceasti
derivatd si satisfaca conditiile lui Holder. Dacid f e CP('), atunci convenim ca prin
f,(zXz€v,(0)) si notim functia f (,u,:l(z)), unde ' este inversa lui g,. Prelungim
functiile ,(z),b,(z) ¢,(z) d,(z) prin continuitate pe conturul T, si le notdm prin aceleasi
litere.

In spatiul L (l"k,| z |/’k) consideram operatorul
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a. b +b,0, o +d.0,
cWPW +dWOQW aWPW +bWOW

k

‘ )

unde (Wop)z)=¢(z) si S, =S,. Operatorul 4, definit de relatia (11), este cvasi-

echivalent 1n punctul ¢, cu operatorul M, in punctul z = O:

T, P, AP,T ~P, MP,,

Hk Uk

unde

(P.o)t)= {¢(t),t el (7.1 )0)- { o)t eu,

0,tel\F, 0, tellu.
Prin urmare, 4 si M, simultan sunt operatori local noetherini (4 in punctul ¢, iar
operatorul M, in z=0). In baza teoremei 2, operatorul M, are aceastd proprietate daci si
numai dacd det M, (0,&)# O(gZ S ﬁ). Rimane si ne convingem ci det M, (0,&)=det A(t,£) si
teorema este demonstrata.
In calitate de consecinti se poate formula urmatorul rezultat

Teorema 3. Fie functiile a,b,c si d apartin multimii CP,(T). Operatorul

A=aP+bQ+(cP+dQWV
este noetherian in spafiul L (T,p), dacd si numai dacd

det A(t,f);é O(t el'fe ﬁ)

Fie operatorul 4 are forma
A= Z;AﬂAﬂ...Ajs,
=
unde 4, =a, P+b,0+ (Cjkp +d ;0 )V(ajk bjcyd; € CF, ()
Definim simbolul operatorului 4 in felul urméator

A= 34,4, 4,(0.2)

unde A4, (s.£) este simbolul operatorului 4,. Cu ajutorul teoremei 2, repetind

rationamentele de la demonstratia teoremei 1, se obtine usor urmatorul rezultat.

Teorema 4. Operatorul A este noetherian in spafiul L (T,p), dacd si numai dacd

det A(t.&)=det 114, (.£)#0,(te TS eR).

IV. Observatii de incheiere
In aceastd sectiune se arati cid conditile in care operatorul

A=aP+bQ+(cP+dQ)V este noetherian depind de prezenta punctelor unghiulare pe

conturul T' si de masura acestor unghiuri.
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In sectiunea 1 s-a demonstrat ci operatorul VSV +S nu este, in general, compact in

spatiul Zp(l“, p). Cu ajutorul teoremei 2 se poate demonstra cd VSV +S e T(Lp(l“, p)),

daci si numai daca conturul T este de tip Liapunov. Intr-adevir, suficienta este stabilita

de teorema 1. Fie I' un contur Liapunov pe portiuni si ¢, un punct unghiular cu unghiul
0, =6(t,X0<6, <x). Amintim ci dacd operatorul VSV +S se presupune compact in
spatiul L, (F,| t—t, " ), atunci operatorul 4, =VSV +S—Al trebuie sa fie noetherian pentru
orice 1eC\{0}.

Simbolul operatorului 4, in punctul ¢, are forma

-4 0 alf)

unde

5 epl(2z-8,)(5+i(1+ f,)/ p)l-ewlb(5 +i(1+ 5,)/ p)]
ep2a(+i(1+4,)/ p)]-1

In baza teoremei 1, operatorul 4, este noetherian dacd si numai dacd

ol£)=

det 4,(t,&)#0(t eT~0<E<o0). In particular, pentru toate valorile lui A care verifica
conditiile

det 4,(t,,&)=0(~00 < & <o)
operatorul 4, nu este noetherian in L, (=1, 1% ) Adica pentru toate valorile 1 =+a(&)
(—oo< &< ) operatorul 4, nu este noetherian. Asa cum 6, # 7, rezultd cd o(£)#0. Am

obtinut o contradictie cu ipoteza.
Simbolul operatorului
A=aP+bQ+(cP+dQ)V
depinde de masurile unghiurilor formate de tangentele laterale in punctele conturului T

Aceasta se vede din definitia simbolului operatorilor P si Q. Dacd consideram
c(t)=d(t)=0, atunci operatorul 4 are forma A4=aP+bQ, si, dupd cum se cunoaste
[3,4,8], conditiile in care el este noetherian nu depind de unghiurile Q(tk ) cu toate ca
simbolul definit in aceastd lucrare depinde, in mod explicit, de 6(z,) In legiturd cu
aceasta, apare firesc intrebarea daca este esentiald dependenta simbolului operatorului 4
de marimile 6(z, Jk =1,...n). Altfel spus, conditiile in care operatorul A(jc(t]+|d(t] aéO)
este noetherian depind intr-adevir de 6, =6(¢,)? Vom arita ci rispunsul la aceasti

intrebare este afirmativ.
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Fie 4= (1+\/§)P+<1—\/§)Q+V.
Daca conturul T" este de tip Liapunov, atunci operatorul 4 este noetherian 1n toate spatiile

T

ZP(F, p). Fie conturul T posedd un punct unghiular ¢, cu unghiul 6(z,)== si p=2.

Atunci simbolul acestui operator in punctul (7,,0) are forma

1 1 1+i O

A(IO’O):l—i o 1 1

0 1+i 1 1
si det A(t,,0)=0. Astfel, operatorul
A=[1+2)P+(1-2)0+V
nu este noetherian in spatiul Z,(I"). Acest exemplu ne arati cd prezenta punctelor

unghiulare influenteazd in mod esential conditiile noetheriene ale operatorului (2).

In incheierea acestei sectiuni considerim problema generalizati la frontiera lui
Riemann, care consti in urmitoarele [9]. Si se determine doud functii analitice ®*(z) ti
@ (z) in F* si, respectiv, in F~ cu urmitoarele proprietiti: pot fi reprezentate in F* si,
respectiv, in  F~cu ajutorul integralei lui Cauchy; valorile la limitdi ®*(¢) si @ () pe
conturul ' apartin spatiului L (T, p); limitele ®*(¢) si @ (¢) la frontiera satisfac
conditiile

(1) = a(t )0 () + ()0 (¢)+(t), (14)
unde a,b,c sunt functii cunoscute. In cazul conturului Liapunov teoremele lui Noether
pentru problema (14) sunt demonstrate in lucrarile [1,2] s.a. Din aceste lucrari se deduce,
in particular, ¢ dacid a,b,c € C(I'), atunci problema la frontierd (14) este noetheriana daca
si numai dacid |a(¢)#0(vzel) In cazul conturului Liapunov pe portiuni are loc
urmatorul rezultat.

Teorema 5. Problema la frontiera Riemann (14) este noetheriana in spatiul ZP(F, p)
daca si numai daca sunt verificate conditiile:
(i) |a(t) >0, Vtel;
276, o,
(i) |alt, ) —|b(thz(%) #0 pentru orice k=1,.,n §i orice tel, unde
k
zo=ep(E+i(1+ B,)/ p), —0<E<m,
Demonstratia se face in mod obisnuit. Cu ajutorul formulelor lui Plemelj si Sohotski de

la problema (14) se trece la o ecuatie integrala singulard cu conjugare complexa, se scrie

simbolul acestei ecuatii, apoi se aplica teorema 2.
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Observam ca in cazul conturului Liapunov pe portiuni conditiile noetheriene

pentru problema (14) depind, de asemenea, de marimile unghiurilor 6, si, in plus, depind

si de coeficientul A(¢), ceea ce nu se observa in cazul conturului Liapunov.

Rezultatele acestei lucrari pot fi extrapolat si la cazul in care conturul este format

dintr-un numar finit de curbe Liapunov pe portiuni fara puncte de auto-intersectie.

V. Concluzii

Metodele algebrelor Banach cu simbol au permis stabilirea criteriilor noetheriene

pentru ecuatiile singulare cu conjugare complexa in cazul conturului de tip Liapunov pe

portiuni. Metodele utilizate si rezultatele obtinute in aceastd lucrare pot fi folosite in

studiul ulterior al operatorilor singulari in vederea largirii clasei de contururi de integrare

(de exemplu cu puncte de auto-intersectie), a spatiilor de cercetare, precum si a

coeficientilor operatorilor.
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