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Rezumat. In acest articol este propusa si demonstrata o metoda noua de constructie a quasig-
rupurilor mediale si neparamediale, folosind conceptul de produs direct special al unui grup comu-
tativ.
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A METHOD OF CONSTRUCTING
MEDIAL AND NONPARAMEDIAL QUASIGROUPS

Abstract. In this paper we develop a new method of constructing medial and nonparamedial
quasigroups, using a special direct product of commutative groups.
Keywords: medial quasigroup, nonparamedial quasigroup, AG-groupoid, AD-quasigroup.

Introducere

Problema constructiilor quasigrupurilor mediale cu anumite proprietati ramane a fi
deschisa la momentul dat in teoria quasigrupurilor.

Autorii au introdus conceptul de produs direct special al unui grup Abelian G si au
demonstrat ca pe multimea G x GG poate fi definita o operatie binara, astfel incat noua
structura algebrica este quasigrup neasociativ, medial si neparamedial.

In lucrarea respectiva a fost examinata urmatoarea problema concreta.

Problema. Fie (G,+) grup comutativ. In ce conditii pe multimea G x G poate fi definiti
operatia binara (o) astfel, incat (G x G, o) este quasigrup neasociativ, medial si neparamedial?

Astfel solutionand problema formulata mai sus, s-a demonstrat ca orice grup comu-

tativ poate fi transformat in quasigrup medial si neasociativ folosind metoda elaborata.

1. Notiuni fundamentale

O multime nevida G se numeste grupoid cu operatia binara notata prin {-}, daca
pentru orice pereche ordonata de elemente (a,b) € G se definegte in mod unic produsul
ab € G.

Grupoidul (G, -) se numegte AD-grupoid daca este satisfacuta legea a - (bc) = ¢ - (ba)
pentru orice a, b, c € G.

Grupoidul (G,-) se numeste grupoid Abel-Grassmann sau AG-grupoid daca ele-
mentele lui satisfac legea inversa la stanga, adica (a-b)-c = (¢-b) - a pentru orice a, b, c € G.

Grupoidul (G, -) se numeste medial daca este satisfacuta legea xy - 2zt = xz -yt pentru
orice x,y, z,t € G [1,2]. Unele proprietati ale quasigrupurilor mediale si paramediale au fost
studiate in [3-10].

2. Constructia quasigrupurilor mediale folosind produsul direct special

Teorema 1. Fie (G,+) grup comutativ. Multimea G x G cu operatia ” o ” definita astfel

(r1,11) © (w2,y2) = (—x1 — Y1 + Y2, —T2 — Y2 + T1).
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Atunci (G x G,0) este quasigrup neasociativ, neparamedial, medial, AG-quasigrup, AD-
quasigrup.

Demonstratie. Vom demonstra ca (G x G, o) este:

. Quasigrup;

. Quasigrup neasociativ;

. Quasigrup medial;

1
2
3
4. AG-quasigrup;
5. AD-quasigrup;
6. Quasigrup neparamedial.
1. Pentru a demonstra ca grupoidul (G x G, o) este quasigrup, este necesar sa aratam ca
ecuatiile ax = b si ya = b au solutii unice in grupoidul dat.

Fie ecuatia ya = b. Fie y = (y1,42), a = (a1,a2) si b = (by,b2). Deoarece ya = b
putem scrie

(y1,42) o (a1, a1) = (b1, b2). (1)

Conform conditiei Teoremei 1 avem

(y1,92) o (a1,a2) = (—y1 — y2 + a2, —a1 — a2 + y1). (2)

Din (1) si (2) obtinem

—y1 — Y2 +az = by (3)
si

—ay; —az +y1 = ba. (4)
Din (4) avem

Y1 = a1 + az + ba. (5)

Substituim in (3) expresia obtinuta pentru y; si obtinem
Y2 = —ba — a1 — br. (6)

Deci y1 = a1 +ag + by si yo = —bo — a; — by.
Vom aréta cd orice altd solutie coincide cu (y1,y2). Presupunem ca (y],45) este o

alta solutie a ecuatiei ya = b. Atunci
(1,42) © (a1, a1) = (b, ba). (7)
Conform conditiei Teoremei 1 avem
(1,2) 0 (a1,a2) = (=y1 — yo + a2, —a1 — a2 +y1). (8)

Din (7) si (8) obtinem
—y1 — Yo+ az = b (9)

si
—a1 — as + yll = bo. (10)
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Din (10) avem
y1 = a1+ az + by. (11)

Substituim in (9) expresia obtinutd pentru ¥ si obtinem
Yy = —ag — by — b1 (12)

Deci y; = a1 +az + bz 1 yh = —b1 — by — ay.

Din (5) i (11) am obtinut y; = y}. Din (6) si (12) avem y2 = .

Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ya = b are o singura solutie.

In mod analog procedim cu ecuatia ax = b. Fie x = (x1,22), a = (a1, a2) si b =

(b1, b2). Deoarece ax = b putem scrie
(a1,a2) o (x1,22) = (b1, b2). (13)
Conform conditiei Teoremei 1 avem
(a1,a2) o (z1,22) = (—a1 — ag + x2, —x1 — 2 + a1). (14)

Din (13) si (14) obtinem

—a1 —ay + 19 = by (15)
si

—x1 — 22+ aj = bs. (16)
Din (15) avem

To = aj + ag + by. (17)

Substituim in (16) expresia obtinuta pentru 3 si obtinem
x1 = —ag — by — by. (18)

Deci x1 = —ag — by — by si 22 = a1 + as + by.
Vom arita ci orice altd solutie coincide cu (x1,z2). Presupunem ca (), 25) este o

alta solutie a ecuatiei ax = b. Prin urmare,
(a1,a2) o (2, 25) = (b1, bo). (19)
Conform conditiei Teoremei 1 avem
(a1,a9) o (z,25) = (—a1 — as + o, —2) — 2 + a1). (20)

Din (19) si (20) obtinem

—a; —ag +xh = by (21)
si

—y —xh +a; = bs. (22)
Din (21) avem

JZ/2 =a; + as + by. (23)
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Substituim in (22) expresia obtinuta pentru z/, si obtinem
x’l = —bQ — bl — ag. (24)

Deci ) = —ag — by — by si 2, = a1 + az + by.

Din (17) si (23) obtinem z2 = . Din (18) si (24) obtinem z; = 2. Din cele de mai
sus am primit ca ecuatia ax = b are o singura solutie.

Deci grupoidul (G x G, o) este quasigrup.
2. Vom arata ca in (G x G,o) nu se indeplinegte legea asociativa, adica (ab)c = a(bc).
Notam a = (z1,91),b = (2,2), ¢ = (3,y3). Deci, ((z1,51) o (22, 42)) © (#3,43) = (1, 41)°

O((x27 y2) o (.1'3, y3))
Aplicand legea din Teorema 1 pentru ((z1,y1) o (x2,92)) o (z3,y3) avem

((z1,y1) o (w2,y2)) o (23,y3) = (—x1 — Y1 + Y2, —T2 — Y2 + 1) 0 (23,Y3) =

=@ +y—e+rotyp—r1+Yys,—23—Y3—T1 — Y1 +Y2) =
=(y1 +22+y3,—23 — Y3 — 1 — Y1 + Y2). (25)

In mod analog procedim cu (z1,y1) o (22, 42) o (3, 43)) si obtinem
(z1,91) © (w2, y2) © (23,3)) = (x1,51) © (=22 — Y2 + y3, —¥3 — Y3 + 72) =

=(—r1—y1—w3—ys+ 2,22+ Y2— Y3 — a3+ Y3 — T4 + 1) =
= (—z1—y1 — 23— Y3, ¥2 + 23 + 1). (26)

Din (25) si (26) observam ca nu se indeplineste legea asociativa.
3. Demonstram ca (G x G, o) este medial, adica are loc legea zy - 2t = = xz - yt. Notam

v = (r1,y1),y = (v2,42),2 = (23,93),t = (v4,y4), atunci ((z1,y1) - (v2,92)) - ((23,¥3)-
-(x4,y4)) = ((:131,y1) : (x?ny?))) : (($27y2) : ($47y7>)' Aplicém legea din Teorema 1 pentru
((z1,91) - (z2,92)) - ((x3,y3) - (24,y4)) si obtinem

((z1,51) © (22, 42)) © ((w3,43) © (T4,y4)) =
= ((—=21 =1+ 4o, —22 — Y2+ 21)) 0 ((—23 — Y3 + Ya, —T4 — ya + 33)) =
(Tt — Yo+ T2ty — 21 — (T +Ys — 23), T3+ Y3 —Ya+ Ta+ys — T3 — (T1 +y1 — Y2)) =
(w3 +y1 — (s +ya — T2), T4 +ya — (21 + Y1 — 2))- (27)

In mod similar procedsm cu ((z1, 1) - (23,43)) - (2, y2) - (4, y4)), avem

((z1,91) © (%3, 93)) © (%2, y2) © (T4, y1)) =
= ((—21 =1 +ys, —a3 —ys + 21)) 0 (=22 — Y2 + Ya, —T4 — Ya + 32)) =
=@ +y—ytrsty— 21— (Tt Y —22), T2+ Y2 —Ya+ Ta+Ya — T2 — (T1+ Y1 —Ys3)) =
(w3 +y1 — (T4 +ya — 2), 24 +y3 — (21 + Y1 — 42))- (28)
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Din (27) si (28) observam ca quasigrupul (G x G, o) este medial.
4. Demonstram ca (G x G, o) este AG-grupoid, adica are loc legea (zy)z = (zy)z. Notam
r=(z1,51),y = (v2,92), 2 = (23, 43), atunci ((z1,41)- (22, ¥2)) - (23, y3) = (23, 43)- (22, y2))-

(21, 1)
Aplicam legea din Teorema 1 pentru ((z1,y1) - (x2,92)) - (x3,y3) $i obtinem

((z1,91) - (w2,9y2)) - (x3,y3) = (—21 — Y1 + Y2, —x2 — Y2 + x1) © (v3,y3) =

=@+ —p+rotyp—r1+y3,—r3—Y3— 21— Y1 +Y2) =
=(y1 +22+ys3,—23 — Y3 — 1 — Y1 + Y2). (29)

In mod similar procedsm cu ((23,y3) - (22, 42)) - (x1,y1), avem
((z3,y3) 0 (22, ¥2)) © (x1,91) = (=23 — Y3 + Y2, —T2 — Y2 + 3) © (71, Y1) =

=(z3+ys—y2+T2+y2— a3+ Y1, —T1 — Y1 — T3 — Y3+ y2) =
=(ys+z2+y1,—21 — Y1 — 3 — Y3 + y2). (30)

Din (29) si (30) observam ca quasigrupul (G x G, o) este AG-grupoid.
5. Demonstram ca (G x G,o) este AD-grupoid, adica are loc legea x(yz) = z(yz). Notam
x = (x1,91),y = (x2,42), 2 = (3,y3), atunci (z1,y1) - ((22,92) - (23,43)) = (3,43) - (22, 42)-

(z1,91))-
Aplicam legea din Teorema 1 pentru (z1,41) - ((x2,92) - (x3,y3)) si obtinem

(x1,y1) o ((w2,y2) o (x3,y3)) = (z1,y1) o (—x2 — Y2 + Y3, —x3 — Y3 + T2) =

= (-1 —y1 — 23 — Y3 + 22, Y2 + x3 + 71). (31)

In mod similar procedim cu (x3,y3) - ((x2,92) - (x1,41)), avem

(x3,y3) © ((x2,y2) © (z1,41)) = (z3,y3) 0 (—x2 — Y2 + Y1, —x1 — Y1 + X2) =

=(—z3—ys—x1 — Y1+ 22,22+ Y2 — Y1 + 21 + Y1 — X2 + 3) =
= (@1 —y1 — T3 — Y3 + T2, Y2 + 1 + T3). (32)

Din (31) si (32) observam ca quasigrupul (G x G, o) este AD-grupoid.
6. Demonstram ca (G x G,o0) nu este paramedial, adica nu are loc legea zy - 2t = ty - zx.
Notam z = (xla y1)7 Yy = ($’2, y2)7 = (CB?n y3)>t = (1'4> y4)7 atunci ((zla yl) ’ (1’2, y?)) ’ (($37 y3)

(24,94)) = ((x4,94) - (22,92)) - (23, ¥3) - (21, 51))-
Aplicam legea din Teorema 1 pentru ((z1,y1) - (z2,%2)) - ((x3,y3) - (x4,y4)) $i obtinem

((x1,91) o (22, y2)) o ((3,¥3) 0 (T4,9)) =

=((—r2 —yo+ 21, =21 —y1 +¥2)) o (=24 — ya + T3, —73 — Y3 +y1)) =
=(@xg+y—x3+a3+ys—ys— (Totyo—a1), To+ o —1+T1+ 11 —Yo— (T3 +ys —ya)) =
=(@s+ys— (2 +y2— 1), 22+ 11 — (T3 + Y3 — Ya)). (33)
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In mod similar procedim cu (24, y4) - (22, 92)) - ((x3,93) - (x1,91)), avem

((z4,94) © (%2, 92)) © ((x3,y3) © (x1,51)) =
= (=24 —ya+yo, 22—y + za)) o (=23 — Y3 + y1, —21 — Y1 + 73)) =
=@ty —yptrtyp—r— (@ -y +23), sty — ity — a3 — (Tt ys— ) =
= (T2 +ya— (@1 +y1 —23), 21 + Y3 — (T4 + Ys — Y2))- (34)

Din (33) si (34) observam ca quasigrupul (G x G, o) nu este paramedial.
Teorema este demonstrata.

Exemplul 1. Fie (G, +) grup abelian de ordinul 3.

(+)
0

N | =] DO
= OIN| DN

SN ||

2

Examinam (G x G, o), unde operatia ” o ” este definita astfel:

(x1,71) o (w2, y2) = (=21 — Y1 + Y2, —22 — Y2 + 21).

Obtinem un exemplu de quasigrup medial de ordinul 9, neparamedial, AG-quasigrup

si AD-quasigrup.

() lol1]2]3lal5]6]7]8
0o |ofs|7]2]4]6]1]3]8
1 |6]2]4]s8]1]3]7]0]5
2 [3]8|1]5]7][o]4]6]2
3 [7]ols5l6]2]4]8]1]3
4 [4al6l2]3][s]1]5]7]0
5 [1]3]8lols][7]2]4]6
6 |5]7]olal6]2]3]8]1
7 |2]4]6l1]3]8]0]5]7
8 [s]1l3]7]o]5]|6]2]4

In asa mod (G X G, o) este quasigrup medial, neparamedial, AG-quasigrup si AD-quasigrup.
Exemplul 2. Fie (G, +) grup abelian de ordinul 4.

(+)|0]1]2]3
0 |of[1]2]3
1 [1]2]3]0
2 [2]3]0]1
3 [3[0]1]2
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Examinam (G x G, o), unde operatia ” o

7

este definita astfel:

(x1,71) o (w2, y2) = (=21 — Y1 + Y2, —22 — Y2 + 21).

Obtinem exemplu de quasigrup medial de ordinul 16, neparamedial, AG-quasigrup si

AD-quasigrup.

()0 1|23 |4 |56 |7 |89 ]|10]11[12]|13|14]|15
0 O(7 10113} 3|6 |9 (12] 2|5 |8 |15|1 |4 /]11]|14
1 1123 (6 9|15, 2 |5 |8 141411130 | 7 |10
2 8|1 |2 |5 11|14 1|4 ]10(13[]0 |7 |9]|12]3]|6
3 4 11141 | 7]10{13]{0]6 ]9 123 |5 |8 |15 2
4 |13 0| 710123 |6 |9 |15 2 8 (1411 |4 |11
5 9112, 3 |6 | 8|15 2|5 11|14 |1 |4 |10|13|0 |7
6 5| 8|12 |4 |11}14] 1|7 (1013, 0 6|9 ]|12] 3
7 11411140 7 (10133 |6 |9 |12|2 |5 | 8|16
8 10130 | 7|9 |12 3|6 |8 |15 2 1111411 | 4
9 6 (9|12 3|5 |8 |16|2 |4 1114} 1|7 10]13]| 0
10025 |8 |15(1|4 (11140 |7 [|1013| 3|6 ]9 |12
11 (14|11 |4 |11|13|{0 |7 ]10(12|3 |6 |9 |16 2|5 |38
12 | 7110|131 0|6 |9 12| 3 |5 |8 |15 2 |4 |11|14] 2
313169123 |5 |8 15|14 (11,140 ]| 7 ]10]13
14 1152 |5 |8 (1414 |11|13[0 |7 ]10(12] 3|6 |9
5 (11|14 1|4(10({13]0 |79 (123 |6 |8]|15]2]|5

In agsa mod (G x G, o) este quasigrup medial, neparamedial, AG-quasigrup si AD-

quasigrup.
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