
Rezumat. În lucrarea de faţă se arată că în mulţimea sistemelor cubice  de ecuaţii diferenţiale cu focar 
slab multiplicitatea algebrică maximală a unei drepte invariante afine şi reale este egală cu patru. Astfel 
de clase de sisteme sunt trei. Pentru fiecare dintre aceste clase este rezolvată problema centrului. 
Cuvinte cheie: sistem diferențial cubic, dreaptă invariantă, multiplicitate algebrică, problema centrului. 

 
CUBIC DIFFERENTIAL SYSTEMS WITH A WEAK FOCUS AND A REAL 

INVARIANT STRAIGHT LINE OF MAXIMAL  
ALGEBRAIC MULTIPLICITY 

Abstract. In this article, we show that in the set of all cubic systems of differential equations with a weak 
focus the maximal algebraic multiplicity of an invariant affine and real straight line is four. There are 
three classes of these systems. For each of these classes the problem of center is solved. 
Keywords: cubic differential system, invariant straight line , algebraic multiplicity, center problem. 
 
1. Introducere 

Considerăm sistemul polinomial de ecuaţii diferenţiale 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑥, 𝑦),   𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑥, 𝑦),     gcd(𝑃, 𝑄) = 1,                         (1) 

𝑃, 𝑄 ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] şi câmpul vectorial 𝕏 = 𝑃(𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑄(𝑥, 𝑦)

𝜕

𝜕𝑦
 asociat sistemului (1).  Cu 

gcd(𝑃, 𝑄) s-a notat cel mai mare divizor comun al polinoamelor 𝑃 şi 𝑄. 
Fie 𝑛 = max{deg(𝑃) , deg(𝑄)}. Dacă 𝑛 = 2 (𝑛 = 3), atunci sistemul (1) se 

numeşte pătratic (cubic). 

Vom spune că curba 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑓 ∈ 𝑪[𝑥, 𝑦] (funcţia f = exp (
g

h
) ; g, h ∈ 𝑪[𝑥, 𝑦]) 

este o curbă algebrică invariantă (un factor exponenţial) pentru sistemul (1), dacă există 
un aşa polinom 𝐾𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑪[𝑥, 𝑦], 𝑑𝑒𝑔𝐾𝑓 ≤ 𝑛 − 1, încât în 𝑥 şi 𝑦 are loc identitatea 

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
∙ 𝑃(𝑥, 𝑦) +

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
∙ 𝑄(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥, 𝑦) ∙ 𝐾𝑓(𝑥, 𝑦).         

Polinomul 𝐾𝑓(𝑥, 𝑦) se numeşte cofactorul curbei algebrice invariante (factorului 
exponenţial) 𝑓. Dacă 𝑚 este cel mai mare număr natural astfel că 𝑓𝑚 divide 𝕏(𝑓), atunci 
se zice că 𝑓 are multiplicitatea paralelă egală cu 𝑚. În cazul deg(𝑓) = 1, i.e. 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡  
𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 + 𝛾 = 0, (𝛼, 𝛽) ≠ (0,0), curba 𝑓 se numeşte dreaptă invariantă. 

Se spune că curba algebrică invariantă 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 de gradul 𝑑 are pentru sistemul 
(1) multiplicitatea algebrică egală cu 𝑚, dacă 𝑚 este cel mai mare număr natural astfel 
că 𝑓𝑚 împarte 𝐸𝑑(𝕏), unde 
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𝐸𝑑(𝕏) = 𝑑𝑒𝑡

[
 
 
 

𝜈1                        𝜈2                    ⋯                   𝜈𝑗 

𝕏(𝜈1)                   𝕏(𝜈2)               ⋯                𝕏(𝜈𝑗) 
     ⋯                      ⋯                     ⋯                  ⋯     

𝕏(𝑗−1)(𝜈1)          𝕏
(𝑗−1)(𝜈2)               ⋯            𝕏(𝑗−1)(𝜈𝑗) ]

 
 
 

  , 

iar 𝜈1, 𝜈2, … , 𝜈𝑗  este o bază a mulţimii polinoamelor de gradul 𝑑: 𝑪𝑑[𝑥, 𝑦] (vezi [6]). 
Dacă 𝑑 = 1, adică în cazul dreptelor invariante, putem lua 𝜈1 = 1, 𝜈2 = 𝑥, 𝜈3 = 𝑦, 

şi atunci 𝐸1(𝕏) se scrie astfel: 
 𝐸1(𝕏) = 𝑃 ∙ 𝕏(𝑄) − 𝑄 ∙ 𝕏(𝑃). 

Polinomul 𝐸𝑑(𝕏) are în 𝑥 şi 𝑦 gradul  
𝑑(𝑑 + 1)(𝑑 + 2)[8 + 3(𝑑 + 3)(𝑛 − 1)]/24    

(vezi [19]). În cazul sistemelor cubice (𝑛 = 3) şi a dreptelor invariante (𝑑 = 1) avem 
deg(𝐸1(𝕏)) = 8. 

O curbă algebrică invariantă 𝑓 = 0 de gradul 𝑑 a câmpului vectorial 𝕏 are 
multiplicitatea geometrică egală cu 𝑚, dacă 𝑚 este cel mai mare număr natural astfel că 
există un şir de câmpuri vectoriale {𝕏𝑟}𝑟≥1 ce tinde către 𝕏 şi fiecare câmp 𝕏𝑟 e de 
acelaşi grad ca şi 𝕏 şi are 𝑚 curbe algebrice invariante distincte 𝑓𝑟1,  𝑓𝑟2, … , 𝑓𝑟𝑚, de grad 
nu mai mare ca 𝑑 şi care converg către f când 𝑟 tinde la infinit. 

Fie D un domeniu din ℝ2 şi F ∈ C1(D,ℝ)    (μ ∈ C1(D, ℝ)). Funcţia F(x, y) 
(μ(x, y)) se numeşte integrală primă (factor integrant) al sistemului (1), dacă în D are loc 
identitatea  
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Fie f1, … , fr    (fr+1 = exp (
gr+1

hr+1
) , … , fs = exp (

gs

hs
) ) nişte curbe algebrice 

invariante ale (factori exponenţiali ai) lui (1). Dacă sistemul (1) are integrală primă 
(factor integrant) de forma  

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∏ 𝑓
𝑗

𝛼𝑗𝑠
𝑗=1        (𝜇(𝑥, 𝑦) = ∏ 𝑓

𝑗

𝛼𝑗𝑠
𝑗=1 ) ,                             (2) 

unde 𝛼𝑗 ∈ 𝑪, 𝑗 = 1,… , 𝑠, |𝛼1| + ⋯+ |𝛼𝑠| ≠ 0, atunci se spune că el este Darboux 
integrabil (privitor la teoria Darboux referitoare la sistemele polinomiale de ecuaţii 
diferenţiale a se vedea [25]). Darboux [12] a demonstrat că sistemul (1) ce posedă 
împreună cel puţin   2/1 nns  curbe algebrice invariante şi factori exponenţiali este 
Darboux integrabil. 

Uşor se poate arăta că funcţia 𝐹(𝑥, 𝑦)  (𝜇(𝑥, 𝑦)) din (2) este pentru sistemul (1) o 
integrală primă (un factor integrant), dacă şi numai dacă are loc în 𝑥 şi 𝑦 identitatea 

𝛼1𝐾𝑓1 + 𝛼2𝐾𝑓2 + ⋯+ 𝛼𝑠𝐾𝑓𝑠 ≡ 0                                       (3) 
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( 𝛼1𝐾𝑓1 + 𝛼2𝐾𝑓2 + ⋯+ 𝛼𝑠𝐾𝑓𝑠 +
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
≡ 0),                           (4) 

unde 𝐾𝑓𝑗
, 𝑗 = 1,2, … , 𝑠, sunt cofactorii respectivi ai curbelor algebrice invariante 𝑓𝑗 , 𝑗 =

1,… , 𝑟, şi ai factorilor exponenţiali 𝑓𝑗 , 𝑗 = 𝑟 + 1, … , 𝑠.  
În prezent studiului sistemelor polinomiale cu drepte invariante le sunt dedicate un 

număr impunător de lucrări ştiinţifice. Astfel, problema estimaţiei numărului de drepte 
invariante pe care le poate avea un sistem diferenţial polinomial este considerată în [2] 
unde, în particular, se arată că un sistem cubic (𝑛 = 3) nedegenerat nu poate avea mai 
mult de opt drepte invariante afine. Problema coexistenţei dreptelor invariante şi a 
ciclurilor limită este examinată în {[24]: 𝑛 = 2}, {[15]: 𝑛 = 3}, [14]. 
     Clasificarea sistemelor cubice cu un număr maximal de drepte invariante, 
enumerându-se şi dreapta de la infinit şi ţinându-se cont de multiplicităţile lor, se găseşte 
în [16]. Sistemele cubice: cu exact opt şi cu exact şapte drepte invariante distincte afine 
au fost studiate în [16, 18]; cu drepte invariante de multiplicitate geometrică (paralelă) 
totală opt (şapte) – în  [3-5] ([33]) şi cu şase drepte invariante de două (trei) direcţii – în 
[20] ([21]). 

Familia de sisteme diferenţiale cubice cu infinitul degenerat şi cu drepte invariante 
de multiplicitate paralelă totală egală cu şase (cinci) a fost investigată în [22,31,32]. În 
[35]  s-a arătat că în clasa sistemelor cubice multiplicitatea algebrică (geometrică) 
maximală a unei drepte invariante afine (a dreptei de la infinit) este egală cu şapte. În 
[36] sunt clasificate sistemele cubice cu două drepte invariante reale şi concurente a căror 
consecutivităţi de multiplicităţi sunt maximale. 

În lucrarea de faţă sunt examinate sistemele de forma   

{
𝑥̇ = 𝑦 + 𝑎𝑥2 + 𝑐𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2 + 𝑘𝑥3 + 𝑚𝑥2𝑦 + 𝑝𝑥𝑦2 + 𝑟𝑦3,

𝑦̇ = −(𝑥 + 𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 + 𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3).
             (5) 

În dependenţă de valorile parametrilor sistemului (5) pentru el originea sistemului de 
cordonate (0,0) este punct singular ori de tipul centru, ori de tipul focar. Acest punct 
singular are rădăcinile ecuaţiei caracteristice pur imaginare şi este numit focar slab. 
Apare problema determinării acelor condiţii asupra coeficiienţilor lui (5) ce ne asigură 
existenţa centrului în (0,0). Problema dată se numeşte problema deosebirii centrului de 
focar sau, pe scurt, problema centrului.  

Conform [17] sistemul (5) are în originea de coordonate (0,0) centru, dacă şi 
numai dacă el are într-o vecinătate a lui (0,0) o integrală primă 𝐹(𝑥, 𝑦) analitică, i.e. 𝐹 ∈

𝐶𝜔. La fel, sistemul (5) are în (0,0) centru, atunci şi numai atunci când el are factor 
integrant de forma 𝜇(𝑥, 𝑦) = 1 + ∑𝜇𝑗(𝑥, 𝑦),   𝜇 ∈ 𝐶𝜔 . 

Se poate arăta că există o aşa serie formală 𝐹(𝑥, 𝑦) = ∑𝐹𝑗(𝑥, 𝑦) încât derivata ei 
în puterea sistemului (5) reprezintă o combinaţie liniară a polinoamelor {(𝑥2 + 𝑦2)𝑗}𝑗=2

∞ , 

i.e. 𝑑𝐹

𝑑𝑡
= ∑ 𝐿𝑗−1(𝑥

2 + 𝑦2)𝑗∞
𝑗=2 . Mărimile 𝐿𝑗,   𝑗 = 1, ∞̅̅ ̅̅ ̅, sunt polinoame de coeficienţii 
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sistemului (5) şi se numesc mărimile Lyapunov. De exemplu, prima mărime Lyapunov 
pentru (5) arată astfel  

𝐿1 = (−𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 + 2𝑏𝑓 − 𝑐𝑓 − 2𝑎𝑔 + 𝑑𝑔 + 3𝑘 − 3𝑙 + 𝑝 − 𝑞)/4. 
Sistemul (5) are în originea de coordonate (0,0) centru, dacă şi numai dacă toate 
mărimile Lyapunov se anulează, adică 𝐿𝑗 = 0, 𝑗 = 1, ∞̅̅ ̅̅ ̅. În acest caz funcţia 𝐹(𝑥, 𝑦) este o 
integrală primă a lui (5).  

Problema centrului este complet rezolvată pentru sistemul pătratic (𝑘 = 𝑙 = 𝑚 =

𝑛 = 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 𝑠 = 0) [13] şi pentru sistemul cubic simetric în raport cu originea 
sistemului de coordonate (𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 = 𝑓 = 𝑔 = 0) [26]. Pentru alte sisteme 
diferenţiale polinomiale problema dată a fost soluţionată doar în unele cazuri particulare 
(vezi, de exemplu, [7, 23]). 

Coexistenţa dreptelor invariante şi a punctelor singulare de tip centru a fost 
stuadiată  
în [7-11]. 

În această lucrare se va arăta că pentru sistemele cubice (5) ce au o dreaptă 
invariantă afină şi reală de multiplicitatea algebrică patru punctul singular (0,0) e de tip 
centru, dacă şi numai dacă se anulează prima mărime Lyapunov, i.e. 𝐿1 = 0. 

 
2. Clasificarea sistemelor cubice cu focar slab şi o dreaptă invariantă afină, reală şi 
multiplă 

Fie (1) un sistem diferenţial cubic (𝑛 = 3) pentru care punctul (𝑥0, 𝑦0) este 
singular (𝑃(𝑥0, 𝑦0) = 𝑄(𝑥0, 𝑦0) = 0) de tipul focar slab, adică rădăcinile 𝜆1 şi 𝜆1 ale 
ecuaţiei caracteristice 𝜆2 − 𝜎𝜆 + ∆= 0, unde  𝜎 = 𝑃𝑥

′(𝑥0, 𝑦0) + 𝑄𝑦
′ (𝑥0, 𝑦0) şi ∆=   

𝑃𝑥
′(𝑥0, 𝑦0)𝑄𝑦

′ (𝑥0, 𝑦0) − 𝑃𝑦
′ (𝑥0, 𝑦0)𝑄𝑥

′ (𝑥0, 𝑦0), sunt pur imaginare, i.e. 𝜆1,2 = 𝛽𝑖, 𝛽 ∈ ℝ∗, 
𝑖2 = −1. Cu ajutorul translaţiei 𝑥 → 𝑥 − 𝑥0, 𝑦 → 𝑦 − 𝑦0, aducem punctul singular în 
originea sistemului de coordonate apoi, prin aplicarea unei transformări centro-afine de 
coordonate (𝑥 → 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦, 𝑦 → 𝑐1𝑥 + 𝑑1𝑦, 𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1 ≠ 0) şi rescalarea timpului 
(𝑡 → 𝜔𝑡, 𝜔 ≠ 0), scriem sistemul (1) sub forma (5). Menţionăm, că la rotaţii (𝑥 →

𝑥𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑦𝑠𝑖𝑛𝜑, 𝑦 → −𝑥𝑠𝑖𝑛𝜑 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝜑) şi la omotetii (𝑥 → 𝛾𝑥, 𝑦 → 𝛾𝑦, 𝛾 ≠ 0) 
sistemul (5) nu-şi schimbă forma. 

Presupunem că (5) are o dreaptă invariantă reală 𝑓 = 0. Cu ajutorul unei 
transformări de rotaţie a planului de faze 𝑥𝑂𝑦 şi a unei omotetii putem face ca dreapta 𝑓 
să fie descrisă de ecuaţia 𝑥 − 1 = 0. Atunci, în (5) avem 𝑘 = −𝑎,𝑚 = −1 − 𝑐, 𝑝 =

−𝑓, 𝑟 = 0, şi deci, sistemul (5) se scrie astfel: 

{
𝑥̇ = (1 − 𝑥)(𝑦 + 𝑎𝑥2 + (𝑐 + 1)𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2),                                

𝑦̇ = −(𝑥 + 𝑔𝑥2 + 𝑑𝑥𝑦 + 𝑏𝑦2 + 𝑠𝑥3 + 𝑞𝑥2𝑦 + 𝑛𝑥𝑦2 + 𝑙𝑦3).
                    (6)   

Notăm 
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𝜎(𝑥, 𝑦) = 𝐸1(𝕏)/(𝑥 − 1),  𝐻2(𝑦) = 𝜎(𝑥, 𝑦)|𝑥=1, 𝐻3(𝑦) =
𝜕𝜎

𝜕𝑥
|
𝑥=1

 şi 𝐻4(𝑦) =
1

2

𝜕2𝜎

𝜕𝑥2
|
𝑥=1

,  

unde 𝕏 este câmpul vectorial asociat sistemului (6). 
Lema 1. Dreapta invariantă 𝑥 − 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mică 
ca 2, dacă şi numai dacă are loc cel puţin una dintre următoarele patru serii de condiţii 

𝑎 = 0, 𝑐 = −2, 𝑓 = 0;                                                (7) 
𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑛 = 2 − 𝑏 + 𝑐, 𝑠 = −𝑔 − 1, 𝑐 + 2 ≠ 0;                      (8) 

𝑎 = 0, 𝑙 = 𝑓, 𝑞 = (−4 + 2𝑏 − 4𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑐2 − 𝑑𝑓 + 2𝑛 + 𝑐𝑛)/𝑓,  𝑠 = −𝑔 − 1;     (9) 
𝑙=𝑓,   𝑛 = (2 𝑎 − 𝑎 𝑏 + 𝑎 𝑐 + 𝑓 + 𝑓 𝑔 + 𝑓 𝑠)/𝑎,

𝑞=(2 + 𝑎2+ 𝑐 − 𝑎 𝑑 + 2 𝑔 + 𝑐 𝑔 + 2 𝑠 + 𝑐 𝑠)/𝑎.
                               (10) 

Demonstraţie. Pentru ca dreapta invariantă 𝑥 − 1 = 0 a sistemului (6) să aibă 
multiplicitatea nu mai mică ca doi este necesar şi suficient ca 𝐻2(y) ≡ 0. Avem 𝐻2(𝑦) =

 𝐻21(𝑦)𝐻22(𝑦), unde 𝐻21(𝑦)  =  1 + 𝑔 + 𝑠 + 𝑑𝑦 + 𝑞𝑦 + (𝑏 + 𝑛)𝑦2 + 𝑙𝑦3, şi 𝐻22(𝑦)  = 
2 + 𝑎2 + 𝑐 − 𝑎𝑑 + 2𝑔 + 𝑐𝑔 − 𝑎𝑞 + 2𝑠 + 𝑐𝑠 + 4𝑎𝑦 − 2𝑎𝑏𝑦 + 2𝑎𝑐𝑦 + 2𝑓𝑦 + 2𝑓𝑔𝑦 −

2𝑎𝑛𝑦 + 2𝑓𝑠𝑦 + 4𝑦2 − 2𝑏𝑦2  +  4𝑐𝑦2 − 𝑏𝑐𝑦2 + 𝑐2𝑦2 + 2𝑎𝑓𝑦2 + 𝑑𝑓𝑦2 − 3𝑎𝑙𝑦2 −

2𝑛𝑦2 − 𝑐𝑛𝑦2 + 𝑓𝑞𝑦2 + 4𝑓𝑦3 + 2𝑐𝑓𝑦3 − 4𝑙𝑦3 − 2𝑐𝑙𝑦3 + 𝑓2𝑦4 − 𝑓𝑙𝑦4. Dacă 𝐻21(𝑦) ≡

0, i.e. 𝑙 = 0, 𝑛 = −𝑏, 𝑞 = −𝑑, 𝑠 = −1 −  𝑔, atunci (6) este degenerat, adică 
deg(gcd(𝑃, 𝑄))  >  0. 

Uşor se verifică, că în cazul sistemului (6), identitatea 𝐻22(𝑦) ≡ 0, echivalentă cu 
sistemul de egalităţi 
                           (𝑐 + 2) (1 +  𝑔 +  𝑠)  +  𝑎(𝑎 −  𝑑 −  𝑞) = 0, 
                            𝑎(𝑐 +  2)  −  𝑎(𝑛 +  𝑏)  +  𝑓(1 +  𝑔 +  𝑠) = 0, 

        (𝑐 +  2)(𝑐 +  2 –  𝑏 –  𝑛) +  𝑓 (2 𝑎 +  𝑑 +  𝑞)–  3 𝑎 𝑙 = 0, 
                           (𝑐 + 2 ) (𝑓 −  𝑙) = 0,              
                            f (f - l)=0, 
are loc dacă se verifică cel puţin una dintre seriile de condiţii (7)−(10). 
Lema 2. Dreapta invariantă 𝑥 − 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mică 
ca 3, dacă şi numai dacă are loc cel puţin una dintre următoarele opt serii de condiţii 

𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑐 = −2, 𝑛 = −𝑏, 𝑠 = −1 − 𝑔;                              (11) 
𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑏 = 1, 𝑑 = −𝑞(𝑐 + 3), 𝑔 = −2, 𝑛 = 𝑐 + 1, 𝑠 = 1, 𝑞(𝑐 + 2) ≠  0;    (12) 

   𝑎 = 0,   𝑏 = 1,   𝑔 = (2𝑑 + 𝑐𝑑 − 2𝑓)/𝑓,   𝑙 = 𝑓 ,               
𝑛 = 𝑐 + 1,   𝑞 = −𝑑,   𝑠 = (𝑓 − 2𝑑 − 𝑐𝑑)/𝑓,   𝑐≠−2;      

                        (13) 

𝑏 = 1, 𝑐 = −2, 𝑓 = 0, 𝑔 = 𝑎𝑑 − 2, 𝑙 =  0, 𝑛 = −1, 𝑞 = 𝑎 − 𝑑, 𝑠 = 1;          (14) 
𝑏 = 1,   𝑑 = (3 + 𝑐)(2 + 𝑔)/𝑎,   𝑓 = 0,   𝑙 = 0,

𝑛 = 1 + 𝑐,   𝑞 = (𝑎2− 𝑔− 2)/𝑎,   𝑠 = 1,   𝑐≠−2;
                                   (15) 

𝑏=1,   𝑑=𝑎(3+𝑐)/(2+𝑐),   𝑓=0,   𝑙=0,   𝑛=1+𝑐,   𝑞=𝑎(1+𝑐)/(2 + 𝑐),

𝑠=(𝑎2−(2+𝑐)(1+𝑔))/(2 + 𝑐),  𝑎2−(2 + 𝑐)(2 + 𝑔)≠0;
              (16) 

𝑑 = (𝑏 −1)(𝑐 + 3)/𝑓,   𝑔 = (𝑎𝑏 − 𝑎 − 2𝑓)/𝑓,
𝑙 = 𝑓,   𝑛 = 𝑐 + 1,   𝑞 = (1− 𝑏 + 𝑎𝑓)/𝑓,   𝑠 = 1;

                               (17) 
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𝑎 =(𝑏 − 1)(3− 𝑏 + 𝑐)/𝑓,   𝑞 = ((b − 1)(5 − 𝑏 + 2𝑐) − 𝑑𝑓)/𝑓,

𝑔 = ((3 − 𝑏 + 𝑐)(4 − 5𝑏 + 𝑏2 + 𝑐 − 𝑏𝑐 + 𝑑𝑓) − 2𝑓2)/𝑓2,   𝑙 = 𝑓,

𝑛 = 1 + 𝑐,   𝑠 = (𝑓2 + (3 − 𝑏 + 𝑐)(−3 + 3𝑏 − 𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑑𝑓))/𝑓2.
                  (18) 

Demonstraţie. În fiecare dintre cazurile (7)−(10) vom rezolva în raport cu 𝑦 identitatea 
𝐻3(𝑦) ≡ 0. 

Cazul (7). În condiţiile (7) 𝐻3(𝑦) are forma 𝐻3(𝑦) = −𝐻21(𝑦)𝐻31(𝑦), unde 
𝐻31(𝑦) =  1 + 𝑔 + 𝑠 − 𝑏𝑦2 − 𝑛𝑦2 − 2𝑙𝑦3. Deoarece 𝐻21(𝑦) ≢ 0, vom cere ca să aibă 
loc identitatea 𝐻31(𝑦) ≡ 0 care ne conduce la seria de condiţii (11). 

Cazul (8). Polinomul 𝐻3(𝑦) arată astfel: 𝐻3(𝑦) =  (𝑐 + 2)𝑦𝐻32(𝑦),  unde 
𝐻32(𝑦) =  
−(𝑔 + 2)(𝑑 + 𝑞) + (−2𝑑 + 𝑏𝑑 − 4𝑞 + 𝑏𝑞 − 𝑐𝑞)𝑦2 + 2(𝑏 − 1)(2 + 𝑐)𝑦3. În acest caz 
identitatea 𝐻3(𝑦) ≡ 0 este echivalentă cu identitatea 𝐻32(𝑦) ≡ 0 care are loc în fiecare 
dintre următoarele două seturi de condiţii: 

a) 𝑏 =  1, 𝑑 =  −𝑞(𝑐 +  3), 𝑔 =  −2;  
b) 𝑏 =  1, 𝑑 =  0, 𝑞 =  0. 
Seria de condiţii (8) împreună cu cele din a) ne dau condiţiile (12), iar împreună cu 

b) ne conduce la seria de condiţii  
𝑎 =  𝑑 =  𝑓 =  𝑙 =  𝑞 =  0, 𝑏 =  1,   𝑛 =  1 +  𝑐, 𝑠 =  −1 −  𝑔.            (19) 

Cazul (9). Avem 𝐻3(𝑦) =  
1

𝑓
 y(2 + c + fy) 𝐻33(𝑦), unde  

𝐻33(𝑦) = −(𝑐 + 2)(𝑔 + 2)(𝑏 − 1 + 𝑛 − 𝑐 − 1) − 2𝑓(𝑔 + 2)(𝑏 − 1 + 𝑛 − 𝑐 − 1)𝑦 
                      +[(𝑏 − 𝑐 − 3)((𝑏 − 1)(3 + 𝑐) − 𝑑𝑓) − 𝑓2(𝑔 + 2) 

+(𝑛 − 𝑐 − 1)(−10 + 4𝑏 − 6𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑐2 − 𝑑𝑓 + 𝑛 − 1 − 𝑐)]𝑦2 
−2(2 + 𝑐)𝑓(𝑛 − 𝑐 − 1)𝑦3    −     𝑓2(𝑛 − 𝑐 − 1)𝑦4. 

Identitatea 𝐻33(𝑦) ≡ 0 are loc dacă se verifică cel puţin una dintre următoarele trei seturi 
de condiţii: 

𝑎)  𝑏 = 1,   𝑔 =
2 𝑑 +  𝑐 𝑑 −  2 𝑓

𝑓
,   𝑛 = 𝑐 + 1;

𝑏)  𝑑 =
(𝑏 − 1)(𝑐 + 3)

𝑓
,   𝑔 = −2, 𝑛 = 𝑐 + 1;

𝑐)  𝑏 = 𝑐 + 3, 𝑔 = −2, 𝑛 = 𝑐 + 1.                   

 

Adăugând la ele (9), obţinem respectiv (13) şi seriile de condiţii: 

𝑎 = 0, 𝑑 =
(𝑏−1)(𝑐+3)

𝑓
, 𝑔 = −2, 𝑙 = 𝑓, 𝑛 = 𝑐 + 1, 𝑞 =

1−𝑏

𝑓
, 𝑠 = 1;             (20) 

𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑐 + 3, 𝑔 = −2, 𝑙 = 𝑓, 𝑛 = 𝑐 + 1, 𝑞 =
(𝑐+2)2−𝑑𝑓

𝑓
, 𝑠 = 1.               (21) 

Cazul (10). În acest caz 𝐻3(𝑦) = (𝑎 + 2𝑦 + 𝑐𝑦 + 𝑓𝑦2)𝐻34(𝑦)/𝑎2, unde   

  𝐻34(𝑦) = −𝑎 ((2 + 𝑔)((3 + 𝑐)(2 + 𝑔) − 𝑎𝑑) + (𝑠 − 1)((4 + 𝑐)(2 + 𝑔) + 𝑎2 − 𝑎𝑑 +

𝑠 − 1)) + 𝑎[2𝑎(𝑎𝑑 + (𝑏 − 𝑐 − 4)(1 + 𝑔 + 𝑠)) − 2𝑓(2 + 𝑔)(1 + 𝑔 + 𝑠)]𝑦 +

[𝑎(𝑏 − 1)(3𝑎2 + (2 + 𝑐)(1 + 𝑔 + 𝑠)) + 𝑓((𝑔 + 2)(𝑔 + 2 − 3𝑎2 − 𝑎𝑑) +

124



 

(𝑠 − 1)(𝑠 − 1 + 2(𝑔 + 2) − 2𝑎2 − 𝑎𝑑)) + 𝑎(2 + 𝑐)(𝑎𝑑 − (𝑐 + 3)(1 + 𝑔 + 𝑠))]𝑦2 +

2𝑎(2 + 𝑐)(𝑎(𝑏 − 1) − 𝑓(𝑠 + 𝑔 + 1))𝑦3 + 𝑎𝑓(𝑎(𝑏 − 1) − 𝑓(𝑠 + 𝑔 + 1))𝑦4. 
Identitatea  𝐻34(𝑦) ≡ 0 are loc dacă: 
𝑎) 𝑏 = 1, 𝑐 = −2, 𝑓 = 0, 𝑔 = 𝑎𝑑 − 2, 𝑠 = 1; 
𝑏) 𝑏 = 1, 𝑑 = (c + 3) (g + 2)/a, 𝑓 = 0, 𝑠 = 1; 
𝑐) 𝑏 = 1, 𝑑 = 𝑎(c + 3)/(c + 2), 𝑓 = 0, s =  (𝑎2  −  (c + 2) (g + 1))/(c + 2); 
𝑑) 𝑑 = (𝑏 − 1)(c + 3)/f, 𝑔 = (𝑎(𝑏 − 1) − 2𝑓)/𝑓, s =  1; 

𝑒) 𝑎 = (𝑏 − 1)(3 − 𝑏 + 𝑐)/𝑓, 𝑠 = ((3 − 𝑏 + 𝑐)((−1 + 𝑏)(3 + 𝑐) − 𝑑𝑓) + 𝑓2) 𝑓2⁄ , 

      𝑔 = (−2𝑓2 + (3 − 𝑏 + 𝑐)((𝑏 − 1)(−4 + 𝑏 − 𝑐) + 𝑑𝑓)/𝑓2. 
Egalităţile 𝑎) − 𝑒), împreună cu cele din (10), ne conduc la condiţiile (14)-(18), 
respectiv.  

Menţionăm, că seria de condiţii (19) (respectiv (20); (21)) se conţine în seria de 
condiţii (16) (respectiv, (17); (18)). 
Lema 3. Dreapta invariantă 𝑥 − 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mică 
decât 4, dacă şi numai dacă are loc cel puţin una dintre următoarele trei serii de condiţii 

𝑎 = 𝑓 = 𝑙 = 0, 𝑏 = 2, 𝑐 = 𝑔 = 𝑛 = −2, 𝑠 = 1;                        (22) 
𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑏 = 1, 𝑐 = 𝑔 = −2, 𝑙 = 𝑓, 𝑛 = −1, 𝑞 = 0, 𝑠 = 1;               (23) 

𝑎=
(𝑏−1)2

𝑓
,   𝑐=2𝑏−4,   𝑑=

2(𝑏−1)2

𝑓
,   𝑔 =

(𝑏−2 )(𝑏−1)2− 2 𝑓2

𝑓2 ,

𝑙 = 𝑓,   𝑛=2𝑏−3,   𝑞 =
(𝑏−1)2

𝑓
,   𝑠 =

(𝑏−1)2 + 𝑓2

𝑓2 .
                 (24) 

Demonstraţie. Vom cere ca în fiecare dintre seriile de condiţii (11)-(18) să aibă loc în 
raport cu 𝑦 identitatea 𝐻4(𝑦) ≡ 0.  

Condiţiile (11). În aceste condiţii 𝐻4(𝑦) arată astfel: 𝐻4(𝑦) = (𝑑 + 𝑞)𝑦𝐻41(𝑦), 
unde 𝐻41(𝑦) = 2 + 𝑔 + (2 − 𝑏)𝑦2. Dacă 𝑑 + 𝑞 = 0, atunci sistemul {(6), (11)} este 
degenerat, iar dacă 𝐻41(𝑦) ≡ 0, obţinem seria de condiţii (22). 

Condiţiile (12). În cazul dat 𝐻4(𝑦) = −(𝑐 + 2)2𝑦(𝑞 + 𝑦 + 2𝑞𝑦2). Evident, 
𝐻4(𝑦) ≢ 0. Prin urmare, dreapta invariantă 𝑥 = 1 nu poate avea multiplicitatea algebrică 
mai mare ca trei. 

Condiţiile (13). Polinomul 𝐻4(𝑦) are forma: 𝐻4(𝑦) = (𝑐 + 2 + 𝑓𝑦)((𝑐 + 2)2𝑑2 +

2(𝑐 + 2)𝑑2𝑓𝑦 + 𝑓((𝑐 + 2)(3𝑑 + 𝑐𝑑 − 𝑓) + 𝑑2𝑓)𝑦2 + 2(𝑐 + 2)𝑑𝑓2𝑦3 + 𝑑𝑓3𝑦4)/𝑓2.       
Uşor se observă, că 𝐻4(𝑦) ≢ 0. 

Condiţiile (14). Avem 𝐻4(𝑦) = 𝑎2(−2 + 𝑑2 + 3𝑑𝑦) ≡ 0 ⇒ 𝑎 = 0 ⇒ 
deg(gcd(𝑃, 𝑄)) > 0. 

Condiţiile (15). În aceste condiţii 𝐻4(𝑦) = −(𝑎 + 2𝑦 + 𝑐𝑦)(2𝑎2 − (𝑔 + 2)(4 +

c +  g) + 𝑎(𝑐 + 2 − 3(𝑔 + 2))𝑦 − 2(𝑐 + 2)(𝑔 + 2)𝑦2/𝑎 ≢ 0.    
Condiţiile (16). Avem  
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𝐻4(𝑦) = (𝑐 + 2)((𝑔 + 2)2 + ((𝑔 + 2)(𝑐 + 3) − 𝑐 − 2)𝑦2) + 
𝑎

2 + 𝑐
(−4𝑎 − 3𝑎𝑐 − 𝑎𝑔 − 𝑎𝑐𝑔 + 16𝑦 − 2𝑎2𝑦 + 12𝑐𝑦 − 2𝑎2𝑐𝑦 + 2𝑐2𝑦 + 12𝑔𝑦

+ 10𝑐𝑔𝑦 + 2𝑐2𝑔𝑦 + 4𝑎𝑦2 − 𝑎𝑐2𝑦2) + 2𝑎(𝑐 + 2)𝑦3 ≢ 0. 

Condiţiile (17). Polinomul 𝐻4(𝑦) arată astfel: 𝐻4(𝑦) =
1

𝑓2
(𝑎 + 2𝑦 + 𝑐𝑦 +

𝑓𝑦2)𝐻42(𝑦), unde 𝐻42(𝑦)   =  (𝑏 − 1)(−𝑎 + 𝑎𝑏 + 2𝑓 + 𝑐𝑓) − 2𝑎𝑓2  +  𝑓((𝑏 −

1)(3𝑎 + 2𝑓)  −  𝑓(𝑐 + 2))𝑦 − (𝑏 − 1)(−5 + 𝑏 − 2𝑐)𝑓𝑦2 + (𝑏 − 1)𝑓2𝑦3. Deoarece 
𝑓 ≠ 0, identitatea 𝐻42(𝑦) ≡ 0 are loc atunci şi numai atunci când au loc egalităţile 𝑎 =

0, 𝑏 = 1, 𝑐 = −2, care, împreună cu (17), ne dau (23). 
Condiţiile (18). Polinomul 𝐻4(𝑦) are forma: 𝐻4(𝑦) = (3 − b + c + f y)𝐻43(y)/

𝑓4, unde 

𝐻43(𝑦) = 𝑓𝛼(𝑏 + 𝛽 − 1) (𝑓𝛼𝛽 + (𝑏 − 1)((𝑏 − 1)(𝑏 − 2) + 𝑓𝛼 − 3𝛽 + 𝑏𝛽)) −

(𝑏 − 1)2𝛽(𝑓2 + (𝑏 − 2)(𝑏 + 𝛽 − 1))+2f[f𝛼(𝑏 + 𝛽 − 1)(𝑓𝛼 + (𝑏 − 1)(2𝑏 +  𝛽 − 3)) −

(𝑏 − 1)𝛽(𝑓2 + (𝑏 − 1)(𝑏 + 𝛽 − 1))]𝑦 + 𝑓2[𝑓𝛼((𝑏 − 1)(6𝑏 − 7) + 𝑓𝛼 − 5𝛽 + 6𝑏𝛽 +

𝛽2) −  𝛽(𝑓2 + (𝑏 − 1)(𝑏 + 𝛽))]𝑦2 + 2𝑓4𝛼[2(𝑏 − 1) + 𝛽]𝑦3 + 𝑓5𝛼𝑦4, 
unde 𝛼 = 𝑑 − (𝑏 − 1)(𝑐 + 2)𝑓,   𝛽 = 𝑐 − 2𝑏 + 4.  În cazul dat identitatea 𝐻4(𝑦) ≡ 0 
este echivalentă cu identitatea 𝐻43(𝑦) ≡ 0, care are loc dacă 𝛼 = 𝛽 = 0, adică 𝑐 = 2𝑏 −

4, 𝑑 = 2(𝑏 − 1)2/𝑓. Aceste egalităţi, împreună cu (18), ne dau seria de condiţii (24). ⁪ 
Lema 4. În  clasa sistemelor cubice cu focar slab multiplicitatea maximală a unei drepte 
invariante reale nu este mai mare ca 4. Cu exactitatea unei transformări centro-afine şi 
rescalarea timpului orice sistem cubic cu focar slab şi cu o dreaptă invariantă de 
multiplicitatea 4 poate fi scris sub una dintre urmpătoarele 3 forme: 

𝑥̇ = (𝑥 − 1)2𝑦,   𝑦̇ = −𝑥 + 2𝑥2 − 𝑑𝑥𝑦 − 2𝑦2 − 𝑥3 − 𝑞𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2,     𝑑 ≠ 0;     (25) 
𝑥̇ = (𝑥 − 1)𝑦(𝑥 − 𝑓𝑦 − 1),   𝑦̇ = −𝑥 + 2𝑥2 − 𝑦2 − 𝑥3 + 𝑥𝑦2 − 𝑓𝑦3,   𝑓 ≠ 0;        (26) 

𝑥̇=−(𝑥−1)((𝑏−1)2𝑥2+(2𝑏−3)𝑓𝑥𝑦+𝑓𝑦(1+𝑓𝑦))/𝑓,

𝑦̇=−((𝑏−1)2𝑥2(𝑏+2+𝑥)+(𝑏−1)2𝑓𝑥(2+𝑥)𝑦+𝑓3𝑦3

            +𝑓2((𝑥−1)2𝑥+(𝑏−3𝑥+2𝑏𝑥)𝑦2))/𝑓2,    𝑓(𝑏−1)≠0.

                  (27) 

Demonstraţie.În condiţiile (22) (respectiv, (23); (24)) sistemul (6) capătă forma (25) 
(respectiv, (26); (27)). Pentru fiecare dintre aceste sisteme polinomul 𝐸1(𝕏) arată astfel: 
𝐸1(𝕏) = (𝑥 − 1)4(𝐴0(𝑦) + 𝐴1(𝑦)(𝑥 − 1)). În cazul (25) avem 𝐴0(𝑦) = −𝑦(𝑑 + 𝑞 +

(𝑑 + 2𝑞)𝑦2 − 2𝑦3); în cazul (26): 𝐴0(𝑦) = −𝑓2𝑦4, iar în cazul (27):  
𝐴0(𝑦) = (1 − 𝑏 − 𝑓𝑦)((𝑏 − 1)2(8𝑏 − 5𝑏2 + 𝑏3 − 3𝑓2 + 𝑏𝑓2 − 4) 

                                 +(𝑏 − 1)𝑓(12𝑏 − 11𝑏2 + 3𝑏3 − 5𝑓2 + 3𝑏𝑓2 − 4)𝑦 
                                 +3(𝑏 − 1)𝑓2((𝑏 − 1)2 + 𝑓2)𝑦2 + 𝑓3((𝑏 − 1)2 + 𝑓2)𝑦3)/𝑓4. 
În toate cazurile 𝐴0(𝑦) ≢ 0. 
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3. Integrabilitatea sistemelor (25), (26) şi (27) 

Sistemul (25). Acest sistem are dreapta invariantă 𝑓1 ≡ 𝑥 − 1 = 0 şi factorii 
exponenţiali 𝑓2 = exp[1/(𝑥 − 1)], 𝑓3 = exp[(d + q + 2y − 2xy)/(𝑥 − 1)2], 𝑓4 =

exp [(−𝑑 − 4𝑞 + 3𝑑𝑥 + 6𝑞𝑥 + 6𝑦 − 6𝑥𝑦)/(𝑥 − 1)3], care au respectiv cofactorii 
𝐾𝑓1

(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑥 − 1), 𝐾𝑓2
(𝑥, 𝑦) = −𝑦,𝐾𝑓3

(𝑥, 𝑦) = 2(−𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝑞𝑦 + 𝑥2 + 𝑞𝑥𝑦 − 𝑦2), 
𝐾𝑓4

(𝑥, 𝑦) = 6(𝑥 + 𝑞𝑦). Pentru (25) prima mărime Lyapunov arată astfel: 𝐿1 = −2𝑞. 
Dacă 𝑞 ≠ 0, atunci (0,0) este focar şi sistemul (25) nu este integrabil în (0,0), adică nu 
există o aşa vecinătate a lui (0,0) în care (25) ar avea integrală primă analitică (factor 
integrant analitic) ce nu depinde de 𝑡, i.e. de forma 𝐹(𝑥, 𝑦)(𝜇(𝑥, 𝑦)). În cazul 𝑞 = 0 din 
(4) aflăm 𝛼1 = −6, 𝛼2 = 𝛼3 = 0, 𝛼4 = 𝑑/6, adică  

𝜇(𝑥, 𝑦) =
1

(𝑥 − 1)6
exp [

d (−d +  3 d x +  6 y −  6 x y)

6  (x − 1)6
] 

este factor integrant pentru {(25), 𝑞 = 0}, şi, prin urmare, în cazul dat punctul singular 
(0,0) este centru pentru (25). 

Sistemul (26). Avem dreapta invariantă 𝑓1 ≡ 𝑥 − 1 = 0, factorii exponenţiali  

𝑓2 = 𝑒𝑥𝑝 [
𝑦

𝑥 − 1
] , 𝑓3 = exp [

𝑦2

(𝑥 − 1)2
  ] , 𝑓4 = exp [

2 − 3𝑥 + 𝑥3 + 𝑓𝑥3

(𝑥 − 1)3
] 

şi cofactorii  
𝐾𝑓1

(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑥 − 𝑓𝑦 − 1), 𝐾𝑓2
(𝑥, 𝑦) = −𝑥(𝑥 − 1),  

𝐾𝑓3
(𝑥, 𝑦) = −2𝑥𝑦, 𝐾𝑓4

(𝑥, 𝑦) = −3𝑦(1 + 𝑓𝑦).  
Pentru aceşti cofactori identitatea (3) are loc dacă 𝛼1 = 6, 𝛼2 = 0, 𝛼3 = 3, 𝛼4 = −2. Aşa 
dar, sistemul are integrala primă 

𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 1)6exp [
4 − 6𝑥 + 2𝑥3 + 3𝑦2 − 3𝑥𝑦2 + 2𝑓𝑦3

(1 − 𝑥)3
] 

şi deci, în (0,0) avem centru. 
Sistemul (27). Sistemul dat are dreapta invariantă 𝑓1 ≡ 𝑥 − 1 = 0, factorii 

exponenţiali 

𝑓2 = exp [
−1 + 𝑏 + 𝑓𝑦

𝑓(−1 + 𝑥)
] , 𝑓3 = exp [

1 − 2𝑏 + 𝑏2 + 2𝑏𝑓𝑦 − 2𝑓𝑥𝑦 + 𝑓2𝑦2

(−1 + 𝑥)2
  ],  

 𝑓4 = exp [
1

3(𝑥 − 1)3
∙ (3x − 3b2x − 6f 2x − 12bx2 + 12b2x2 + 12f 2x2 − x3 + 6bx3

− 3b2x3 − 2b3x3 − 6f 2x3 − 3fy + 3bfy − 3fx2 + 9bfx2y − 6b2fx2y

+ 6f 2xy2 − 6bf 2xy2 − 2f 3y3)] , 

cofactorii 
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𝐾𝑓1
(𝑥, 𝑦) = −

𝑓𝑦+(𝑏−1)2𝑥2+(2𝑏−3)𝑓𝑥𝑦+𝑓2𝑦2

𝑓
, 

𝐾𝑓2
(𝑥, 𝑦) =

𝑓2𝑥+𝑓𝑦−(𝑏−1)2𝑥2−𝑓2𝑥2−𝑏𝑓𝑦

𝑓2 , 

𝐾𝑓3
(𝑥, 𝑦) =

2(−𝑏𝑓2𝑥+(𝑏−1)2(𝑓𝑦+𝑥2)+𝑓2𝑥2−𝑓((𝑏−1)2+𝑓2)𝑥𝑦)

𝑓
, 

𝐾𝑓4
(𝑥, 𝑦) =

1

𝑓
((𝑏 − 1)𝑓2𝑥 + 𝑓(𝑏2 + 2𝑓2 − 1)𝑦 

+((𝑏 − 1)2 + 𝑓2)((𝑏 − 1)𝑥(2𝑏𝑥 − 𝑥 + 4𝑓𝑦) + 2𝑓2𝑦2)) 
şi integrala primă 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑓1

𝛼1𝑓2
𝛼2𝑓3

𝛼3𝑓4
𝛼4, unde 𝛼1 = 2((𝑏 − 1)2 + 𝑓2), 𝛼2 =

𝑓(𝑏 + 1), 𝛼3 = 𝛼4 = 1. 
Din cele expuse mai sus rezultă următoarea teoremă. 

Teorema 1. Pentru ca punctul singular (0,0) al sistemului diferenţial cubic (5) ce are o 
dreaptă invariantă reală de multiplicitatea algebrică patru să fie de tip centru este 
necesar şi suficient ca să se anuleze prima mărime Lyapunov (𝐿1 = 0). 
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