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Rezumat. In lucrarea de fata se arati ci in multimea sistemelor cubice de ecuatii diferentiale cu focar
slab multiplicitatea algebrica maximala a unei drepte invariante afine si reale este egald cu patru. Astfel
de clase de sisteme sunt trei. Pentru fiecare dintre aceste clase este rezolvata problema centrului.
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CUBIC DIFFERENTIAL SYSTEMS WITH A WEAK FOCUS AND A REAL
INVARIANT STRAIGHT LINE OF MAXIMAL
ALGEBRAIC MULTIPLICITY

Abstract. In this article, we show that in the set of all cubic systems of differential equations with a weak
focus the maximal algebraic multiplicity of an invariant affine and real straight line is four. There are
three classes of these systems. For each of these classes the problem of center is solved.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line , algebraic multiplicity, center problem.

1. Introducere

Consideram sistemul polinomial de ecuatii diferentiale
dx

== P(x,y), % =Q(x,y), ng(P, Q) =1, (D

P,Q € Rlx, y] si campul vectorial X = P(x, y) aa_x +Q(x,y) % asociat sistemului (1). Cu
gcd(P, Q) s-a notat cel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q.

Fie n = max{deg(P),deg(Q)}. Dacdi n =2 (n =3), atunci sistemul (1) se
numeste patratic (cubic).

Vom spune cé curba f(x,y) =0, f € C[x,y] (functia f = exp (ﬁ) ;g,h € Clx,y))

este o curba algebrica invarianta (un factor exponential) pentru sistemul (1), daca exista
un asa polinom K¢ (x,y) € C[x,y], degK; <n — 1, incat in x si y are loc identitatea

af (x

Y) . of(xy) | — )
“or POoy) + == Q0 y) = f (0 y) - K (%, 9).

Polinomul K(x,y) se numeste cofactorul curbei algebrice invariante (factorului
exponential) f. Dacd m este cel mai mare numar natural astfel ca f™ divide X(f), atunci
se zice cd f are multiplicitatea paraleld egald cu m. In cazul deg(f) = 1, i.e. f(x,y) =
ax + By +vy =0,(a,B) # (0,0), curba f se numeste dreapta invarianta.

Se spune ca curba algebrica invariantd f(x,y) = 0 de gradul d are pentru sistemul
(1) multiplicitatea algebrica egald cu m, daca m este cel mai mare numar natural astfel
cd f™ imparte E,4(X), unde
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1ar vy, Vy, ..., Vj este 0 bazd a multimii polinoamelor de gradul d: C4[x, y] (vezi [6]).
Daca d = 1, adica in cazul dreptelor invariante, putem lua v; = 1,v, = x,v3 = y,
si atunci E; (X) se scrie astfel:
E;(X) = P-X(Q) — Q- X(P).
Polinomul E;(X) are in x si y gradul
dd+1)(d+2)[8+3(d+3)(n—1)]/24
(vezi [19]). In cazul sistemelor cubice (n = 3) si a dreptelor invariante (d = 1) avem
deg(E1(X)) = 8.

O curba algebrica invariantda f = 0 de gradul d a campului vectorial X are
multiplicitatea geometrica egala cu m, daca m este cel mai mare numar natural astfel ca
existd un sir de campuri vectoriale {X, },»; ce tinde catre X si fiecare camp X, ¢ de
acelasi grad ca si X si are m curbe algebrice invariante distincte fq, fr2, ..., frm, de grad
nu mai mare ca d §i care converg catre f cand r tinde la infinit.

Fie D un domeniu din R? si F € C'(D,R) (pe C'(D,R)). Functia F(x,y)

(u(x,y)) se numeste integrala prima (factor integrant) al sistemului (1), dacad in D are loc

identitatea
oF oF
P(xay)a__'_Q(x:y)_E

X oy

ou ou oP 00

Px, )£ A 1C = .
( (e, 7)==+ Ol ) % ( - ]ﬂ(x,y)j
Fie f,..,f, (fr+1 = exp (ﬁri), .., fs = exp (?)) niste curbe algebrice
r+1 S

invariante ale (factori exponentiali ai) lui (1). Daca sistemul (1) are integrala prima
(factor integrant) de forma

FOoy) =B f” (key) == 7). 2)
unde a; €C,j=1,..,s, |a;| + -+ |as| # 0, atunci se spune ci el este Darboux
integrabil (privitor la teoria Darboux referitoare la sistemele polinomiale de ecuatii
diferentiale a se vedea [25]). Darboux [12] a demonstrat ca sistemul (1) ce poseda
impreund cel putin s> n(n+1)/ 2 curbe algebrice invariante si factori exponentiali este
Darboux integrabil.

Usor se poate arita ca functia F(x,y) (u(x,y)) din (2) este pentru sistemul (1) o
integrala prima (un factor integrant), daca si numai daca are loc in x si y identitatea
a1 Ky, + a;Ke, + -+ aKe =0 3)
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(auky, + gk, + -+ oKy +52+ Z—i =0), (4)
unde Kfj, Jj=12,..,s, sunt cofactorii respectivi ai curbelor algebrice invariante fj,j =
1, ..., 1, si ai factorilor exponentiali fj,j =r+1,..,s.

In prezent studiului sistemelor polinomiale cu drepte invariante le sunt dedicate un
numar impundtor de lucrdri stiintifice. Astfel, problema estimatiei numarului de drepte
invariante pe care le poate avea un sistem diferential polinomial este considerata in [2]
unde, in particular, se aratd ca un sistem cubic (n = 3) nedegenerat nu poate avea mai
mult de opt drepte invariante afine. Problema coexistentei dreptelor invariante si a
ciclurilor limita este examinata in {[24]: n = 2}, {[15]: n = 3}, [14].

Clasificarea sistemelor cubice cu un numar maximal de drepte invariante,
enumerandu-se si dreapta de la infinit si tinandu-se cont de multiplicitatile lor, se gaseste
in [16]. Sistemele cubice: cu exact opt si cu exact sapte drepte invariante distincte afine
au fost studiate in [16, 18]; cu drepte invariante de multiplicitate geometrica (paraleld)
totala opt (sapte) — in [3-5] ([33]) si cu sase drepte invariante de doua (trei) directii — in
[20] ([21D).

Familia de sisteme diferentiale cubice cu infinitul degenerat si cu drepte invariante
de multiplicitate paralela totald egald cu sase (cinci) a fost investigata in [22,31,32]. In
[35] s-a ardtat cd in clasa sistemelor cubice multiplicitatea algebrica (geometricad)
maximali a unei drepte invariante afine (a dreptei de la infinit) este egald cu sapte. In
[36] sunt clasificate sistemele cubice cu doud drepte invariante reale si concurente a caror
consecutivitati de multiplicitati sunt maximale.

In lucrarea de fatd sunt examinate sistemele de forma

{ x =y +ax®+cxy + fy* + kx® + mx®y + pxy? + ry3, 5)

y = —(x + gx? + dxy + by? + sx3 + qx*y + nxy? + ly3).
In dependenta de valorile parametrilor sistemului (5) pentru el originea sistemului de
cordonate (0,0) este punct singular ori de tipul centru, ori de tipul focar. Acest punct
singular are radacinile ecuatiei caracteristice pur imaginare si este numit focar slab.
Apare problema determinarii acelor conditii asupra coeficiientilor lui (5) ce ne asigura
existenta centrului in (0,0). Problema data se numeste problema deosebirii centrului de
focar sau, pe scurt, problema centrului.

Conform [17] sistemul (5) are in originea de coordonate (0,0) centru, daca si
numai daca el are intr-o vecinatate a lui (0,0) o integrala prima F (x, y) analitica, i.e. F €
C®. La fel, sistemul (5) are in (0,0) centru, atunci si numai atunci cand el are factor
integrant de forma u(x,y) = 1+ X u;(x,y), p€C®.

Se poate ardta cd existd o asa serie formala F(x,y) = ¥ Fj(x,y) incat derivata ei

o0

in puterea sistemului (5) reprezintd o combinatie liniard a polinoamelor {(x? + y?)/} =2

. dF e . : L
ie. — =X, Li_;(x* + y*)/. Marimile L; j = 1,0, sunt polinoame de coeficientii
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sistemului (5) si se numesc marimile Lyapunov. De exemplu, prima marime Lyapunov
pentru (5) arata astfel

Ly =(—ac+bd + 2bf —cf —2ag +dg +3k—3l+p —q)/4
Sistemul (5) are in originea de coordonate (0,0) centru, dacd si numai dacd toate
mdrimile Lyapunov se anuleaza, adica L; = 0, = 1, 0. In acest caz functia F(x,y) este o
integrala prima a lui (5).

Problema centrului este complet rezolvata pentru sistemul patratic (k =1l =m =
n=p=q=r=s5=0) [13] si pentru sistemul cubic simetric in raport cu originea
sistemului de coordonate (a=b=c=d=f =g =0) [26]. Pentru alte sisteme
diferentiale polinomiale problema data a fost solutionatd doar in unele cazuri particulare
(vezi, de exemplu, [7, 23]).

Coexistenta dreptelor invariante si a punctelor singulare de tip centru a fost
stuadiata
in[7-11].

In aceastd lucrare se va arita ci pentru sistemele cubice (5) ce au o dreapta
invarianta afina si reala de multiplicitatea algebrica patru punctul singular (0,0) e de tip

centru, daca si numai daca se anuleazd prima marime Lyapunov, i.e. L; = 0.

2. Clasificarea sistemelor cubice cu focar slab si o dreapta invarianta afina, reala si
multipla

Fie (1) un sistem diferential cubic (n = 3) pentru care punctul (x,,V,) este
singular (P (xy, V) = Q(x9,V,) = 0) de tipul focar slab, adica radacinile 1, si A, ale
ecuatiei caracteristice A2 — oA+ A=0, unde o = P.(xy,V,) + Qj', (x0,V0) si A=
P (%0, ¥0) @y (%0, ¥o) — P, (%0, ¥0) Qx (%0, ¥o), sunt pur imaginare, i.e. 1,, = Bi, € R",
i? = —1. Cu ajutorul translatiei x = x — Xy, Y = ¥ — ¥o, aducem punctul singular in
originea sistemului de coordonate apoi, prin aplicarea unei transformari centro-afine de
coordonate (x = a;x + by, y = ¢c1x +d,y,a,d; — byc; # 0) si rescalarea timpului
(t - wt,w # 0), scriem sistemul (1) sub forma (5). Mentionam, ca la rotatii (x —
xcos@ + ysing, y = —xsing + ycosp) si la omotetii (x = yx,y =>yy, ¥y #0)
sistemul (5) nu-si schimba forma.

Presupunem cd (5) are o dreaptd invariantd reala f = 0. Cu ajutorul unei
transformari de rotatie a planului de faze xOy si a unei omotetii putem face ca dreapta f
sa fie descrisa de ecuatia x —1 = 0. Atunci, in (5) avem k= —-am=—-1—c¢,p =
—f,r =0, si deci, sistemul (5) se scrie astfel:

x=0-x)ly+ax®*+ (c+ Dxy + fy?),
{y = —(x + gx? + dxy + by? + sx3 + qx*y + nxy? + ly?). ©)

Notam
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0(x,y) = E:CO/G = D, H(0) = 0G0y leer, Hs0) =32 5iHa0) =353 .
unde X este campul vectorial asociat sistemului (6).
Lema 1. Dreapta invarianta x — 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mica
ca 2, daca §i numai daca are loc cel putin una dintre urmatoarele patru serii de conditii
a=0c=-2, f=0; (7)
a=f=1l=0,n=2-b+c¢, s=—g—1, c+2+0; (8)
a=0,l=f,q=(—4+2b—4c+bc—c*—df +2n+cn)/f, s=—g—1; (9)
I=f, n=QRa—-ab+ac+f+fg+fs)/a,
q=(2+a?+c—ad+2g+cg+2s+cs)/a.

(10)
Demonstratie. Pentru ca dreapta invarianta x —1 =0 a sistemului (6) sa aiba
multiplicitatea nu mai mica ca doi este necesar si suficient ca H,(y) = 0. Avem H,(y) =
Hy1 (Y)Hyp(y), unde Hy (y) = 14+ g+s+dy+qy + (b+n)y? +1y>, 5i Hp(y) =
24+a*+c—ad+2g+cg—aq+2s+cs+4ay — 2aby + 2acy + 2fy + 2fgy —
2any + 2fsy + 4y? — 2by? + 4cy? — bcy? + ¢?y? + 2afy? + dfy? — 3aly? —
2ny? — cny? + fqy?* + 4fy3 + 2¢fy3 — 4ly3 — 2cly3 + f?y* — fly*. Dacd H,,(y) =
0, ie. l=0,n=-b,q=-d, s=—-1— g, atunci (6) este degenerat, adica
deg(gcd(P,Q)) > 0.
Usor se verifica, ca in cazul sistemului (6), identitatea H,,(y) = 0, echivalenti cu
sistemul de egalitati
(c+2)1+g+5s)+ala—d—-q)=0,
a(c +2) —an+b)+ f(1 +g +s)=0,
(c + 2)(0 + 2—b—n)+ fQRa+d+ q)-3al=0,
c+2)(f = D=0,
S (- D=0,
are loc daca se verifica cel putin una dintre seriile de conditii (7)—(10).
Lema 2. Dreapta invarianta x — 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mica
ca 3, daca §i numai daca are loc cel putin una dintre urmatoarele opt serii de conditii
a=f=1=0,c=-2, n=-b, s=-1-g; (11)
a=f=1=0b=1d=—q(c+3),g=-2,n=c+1,s=1,q(c+2)# 0; (12)
a=0, b=1, g=Q2d+cd-2f)/f, L=Ff,

n=c+1, q=-d, s=(f-2d-cd)/f, c+-2; (13)
b=1c=-2,f=0,g=ad—-2,l = 0,n=-1,q=a—-d,s =1; (14)
b=1, d=B+c)2+g)/a, f=0, =0, 15
n=1+c¢, q=(@%?*-g-2)/a, s=1, c*—2; (15)
b=1, d=a(3+c)/(2+c), f=0, 1=0, n=1+c, q=a(1+c)/(2 +¢), 16
s=(a?2-(2+c)(1+9))/(2 + ©), a?=(2 + ¢)(2 + 9)#0; (16)
d=(b-1)(C+3)/f, g=(ab—a—2f)/f, (17)

l=f, n=c+1, q=A-b+af)/f, s=1;
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a=(b-1)3B-b+0)/f, q=(b-1)(5-b+2c)-df)/f,
g=(B-b+c)(4-5b+b%+c—bc+df)-2f2)/f% L=f, (18)
n=1+c, s=(f%2+B—-b+c)(-3+3b—-c+bc—df))/f>.

Demonstratie. In fiecare dintre cazurile (7)—(10) vom rezolva in raport cu y identitatea
Hz(y) = 0.

Cazul (7). In conditiile (7) Hs(y) are forma H;(y) = —H,;(y)Hs,(¥), unde
Hy;(y) = 1+ g+ s —by? —ny? — 2ly3. Deoarece H,;(y) £ 0, vom cere ca si aibi
loc identitatea H3, (y) = 0 care ne conduce la seria de conditii (11).

Cazul (8). Polinomul H;(y) arata astfel: H;(y) = (c + 2)yH;,(y), unde
H3,(y) =
—(g+2)({d+q)+(=2d +bd —4q + bq — cq)y? + 2(b — 1)(2 + ¢)y>. In acest caz
identitatea H;(y) = 0 este echivalentd cu identitatea H;,(y) = 0 care are loc in fiecare
dintre urmatoarele doua seturi de conditii:

ayb =1,d = —q(c + 3), g = —-2;

b)b =1,d =0, g = 0.

Seria de conditii (8) Impreuna cu cele din a) ne dau conditiile (12), iar impreuna cu
b) ne conduce la seria de conditii

a=d=f=1=q=0b=1n=1+¢s=-1—g. (19)

Cazul (9). Avem Hy(y) = ~y(2+ ¢ + /) H33(»), unde

Hy;(y) =—(c+2)(g+2)(b—1+n—c—-1)-2f(g+2)(b—1+n—-c—1)y
+[(b—c=3)(B-DB+c)—df)—f*(g+2)
+(n—c—1)(-104+4b—6¢c+bc—c*—df +n—1—c¢)]y?
—2Q2+o)fn—c—1Dy* — f?(n—c—-1)y*
Identitatea H33(y) = 0 are loc daca se verifica cel putin una dintre urmatoarele trei seturi
de conditii:

a) b=1, g=2d+cfd_2f, n=c+1;

_(b-1D(c+3)
b) d = 7 ,

c)b=c+3, g=-2,n=c+1.
Adaugand la ele (9), obtinem respectiv (13) si seriile de conditii:

g=-2,n=c+1;

a=0,d=(b_1>ﬂ,g=—2,l=f,n=c+1,q=1;—b,s=1; (20)
2_
a=0,b=c+3,g=—2,l=f,n=c+1,q=w,s=1. 1)

Cazul (10). In acest caz H;(y) = (a + 2y + ¢y + fy?)Hz,(y)/a?, unde
Hs,(y) = —a ((2 +(B+)R2+g) —ad)+ (s—1D(4+)2+g)+a%—ad +

s—1))+a[2a(ad+(b—c—4)(1+g+s))—2f(2+g)(1+g+s)]y+
[alb—1D(Ba?+2+)1+g+s)+f((g+2)(g+2-3a%—ad) +
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s—D—-1+2(g+2)—2a*—ad))+a+c)(ad — (c+3)(A+g+5))]y? +
2a(2 + c)(a(b -1 —f(s+g+ 1))y3 + af(a(b -1 —f(s+g+ 1))y4.

Identitatea H3,(y) = 0 are loc daca:
a)b=1c=-2,f=0,g=ad—-2,s=1;
byb=1d=(c+3)(g+2)/a,f=0,s=1;
Ab=1d=a(c+3)/(c+2),f=0,s= (a®> — (c+2)(g+1))/(c+2);
dd=0b-D(c+3)/fg =(b-1)-2f)/f,s=1;
ea=0b-DGB-b+0)/f,s=(B-b+((-1+b)B+0)—df) +f2)/f?

g=(2f2+B-b+)((b—1)(—4+b—c)+df)/f>2
Egalitatile a) —e), Tmpreund cu cele din (10), ne conduc la conditiile (14)-(18),
respectiv.
Mentionam, cd seria de conditii (19) (respectiv (20); (21)) se contine in seria de
conditii (16) (respectiv, (17); (18)).
Lema 3. Dreapta invarianta x — 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mica

decdt 4, daca si numai daca are loc cel putin una dintre urmatoarele trei serii de conditii

a=f=1l=0,b=2,c=g=n=-2,5=1; (22)
a:d:o,bz1’C=g=—2’l=f’n=—1,q=O,S=1; (23)
—1)2 —_1)2 —_ —_1\2_ 2
a= D% op_y 20D’ _(b-2)b-ni-zf?
d (11:_1)2 (b—l)z {fZ (24)
l=f, n=2b-3, q= 7 , §= 72 .

Demonstratie. Vom cere ca in fiecare dintre seriile de conditii (11)-(18) sa aiba loc in
raport cu y identitatea H,(y) = 0.

Conditiile (11). In aceste conditii H,(y) arata astfel: H,(y) = (d + q)yH,;(y),
unde Hy(y) =2+ g+ (2—b)y? Daca d +q = 0, atunci sistemul {(6), (11)} este
degenerat, iar daca H,, (y) = 0, obtinem seria de conditii (22).

Conditiile (12). In cazul dat H,(y) = —(c + 2)?>y(q + y + 2qy?). Evident,
H,(y) # 0. Prin urmare, dreapta invariantd x = 1 nu poate avea multiplicitatea algebrica
mai mare ca trei.

Conditiile (13). Polinomul H,(y) are forma: Hy(y) = (c + 2 + fy)((c + 2)?d? +
2(c+2)d%fy + f((c +2)(Bd + cd — f) + d*f)y? + 2(c + 2)df?y® + df 3y*) /f2.
Usor se observa, ca H,(y) # 0.

Conditiile (14). Avem H,(y)=a*(-2+d*+3dy)=0 = a=0 =
deg(gcd(P,Q)) > 0.

Conditiile (15). In aceste conditii H,(y) = —(a + 2y + cy)(2a? — (g + 2)(4 +
ct+ g +alc+2-3(g+2)y—2(c+2)(g+2)y?/a 0.

Conditiile (16). Avem
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HO) =(c+2)((g+2)?*+((g+2)(c+3)—c—2)y?) +

a
(—4a — 3ac —ag — acg + 16y — 2a%y + 12cy — 2a’cy + 2¢*y + 12gy

24+c

+ 10cgy + 2c?gy + 4ay? — ac*y?) + 2a(c + 2)y3 # 0.
Conditiile (17). Polinomul H,(y) arata astfel: H,(y) = fiz (a+2y+cy+

fyH)H, (), unde  Hy,(y) = (b—D(—a+ab+2f +cf) —2af? + f((b-
DBa+2f) — flc+2)y—(b—-1D(5+b—-20)fy*+ (b —1Df%y  Deoarece
f # 0, identitatea H,,(y) = 0 are loc atunci $i numai atunci cand au loc egalitdtile a =
0,b =1,c = —2, care, impreuna cu (17), ne dau (23).
Conditiile (18). Polinomul H,(y) are forma: H,(y) = (3 —b+ c+ fy)H,3(y)/
f*, unde
Hi () = fab+ - 1) (fap + (b - 1)((b — 1)(b—2) + fa — 38 + b)) -
(b= 1)*B(f* + (b= 2)(b+ B~ Dy2falb + B~ D(fa+ (b - 1(2b+ B ~3)) -
(b=DBU*+ B —-Db+B -y + f2[fa((b—1)(6b—7) + fa — 58 + 6bB +
B*) = BU? + (b= Db+ P)Iy* + 2f*a2(b — 1) + Bly° + fay*,
unde a =d— (b—1)(c+2)f, f=c—2b+4. In cazul dat identitatea H,(y) =0
este echivalenta cu identitatea H,3(y) = 0, care are loc dacd @ = 8 = 0, adica ¢ = 2b —
4,d = 2(b — 1)?/f. Aceste egalititi, impreuna cu (18), ne dau seria de conditii (24). []
Lema 4. [n clasa sistemelor cubice cu focar slab multiplicitatea maximald a unei drepte
invariante reale nu este mai mare ca 4. Cu exactitatea unei transformari centro-afine si
rescalarea timpului orice sistem cubic cu focar slab si cu o dreapta invarianta de
multiplicitatea 4 poate fi scris sub una dintre urmpatoarele 3 forme:
x=(x—1%, y=—x+2x*—dxy —2y?> —x3 —qx*y + 2xy?, d#0; (25
x=@x-Dylx—fy—-1), y=—x+2x>-y* x> +xy> —fy3, f#0;, (26

w==(x-1)((b-1)2x2+(2b-3) fxy+fy(1+fy))/f,
y=—((b=1)2x2(b+2+x)+(b—1)2fx(2+x)y+f3y3 (27)
+2((x=1)%2x+(b—3x+2bx)y?))/f%, f(b—1)=0.
Demonstratie.In conditiile (22) (respectiv, (23); (24)) sistemul (6) capiti forma (25)
(respectiv, (26); (27)). Pentru fiecare dintre aceste sisteme polinomul E; (X) arata astfel:
E;(X) = (x — D*(A0() + A, (x — 1)). In cazul (25) avem A,(y) = —y(d +q +
(d + 2q)y? — 2y?); in cazul (26): Ay(y) = —f%y*, iar in cazul (27):
A(y) =1 —b—fy)((b—1)*(8b — 5b* + b° — 3f? + bf? — 4)
+(b—1)f(12b — 11b* + 3b> = 5f% + 3bf? — 4)y
+3(b = DfA((b—1)* + fAy* + f2((b = D* + fAy3)/f*

In toate cazurile A,(y) % 0.
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3. Integrabilitatea sistemelor (25), (26) si (27)

Sistemul (25). Acest sistem are dreapta invariantd f; =x —1 =0 si factorii
exponentiali  f, = exp[1/(x —1)], f; =exp[(d+ q+ 2y —2xy)/(x —1)?], f,=
exp[(—d — 4q + 3dx + 6gx + 6y — 6xy)/(x — 1)3], care au respectiv cofactorii
Ke (x,y) = y(x — 1), K, (x,¥) = =y, Kr, (x,¥) = 2(—x + dy + qy + x* + qxy — y?),
K¢, (x,y) = 6(x + qy). Pentru (25) prima mdrime Lyapunov aratd astfel: L; = —2q.
Daca q # 0, atunci (0,0) este focar si sistemul (25) nu este integrabil in (0,0), adica nu
existd o asa vecinatate a lui (0,0) in care (25) ar avea integrald prima analitica (factor
integrant analitic) ce nu depinde de ¢, i.e. de forma F (x,y)(u(x,¥)). In cazul ¢ = 0 din
(4) aflam a; = —6,a, = a3 = 0,2, = d /6, adica

1 d(—d + 3dx + 6y — 6XYy)
exp
(x —1)° [ 6 (x—1)°

este factor integrant pentru {(25), ¢ = 0}, si, prin urmare, in cazul dat punctul singular

pulx,y) =

(0,0) este centru pentru (25).
Sistemul (26). Avem dreapta invarianta f; = x — 1 = 0, factorii exponentiali
2 3 3
_ y _ y _ 2—3x+x°+ fx
fo =exp [m],}%—exp [(Jc——l)Z]’f4_eXp[ =13 ]

si cofactorii

Kr,(x,y) =y(x — fy — 1),K;, (x,y) = —x(x — 1),
K, (x,y) = =2xy,K;, (x,y) = =3y(1 + fy).
Pentru acesti cofactori identitatea (3) are loc dacd a; = 6,a, = 0,a3 = 3, a4, = —2. Asa

dar, sistemul are integrala prima

3 2 2 3
F(x,y) = (x — 1)%exp [4 oxt I :13_31,()3 Ay ]
si deci, in (0,0) avem centru.
Sistemul (27). Sistemul dat are dreapta invariantda f; = x — 1 =0, factorii
exponentiali
—1+b+fy
f2 = exp [

f(—=1+x) I
1
fi =exp [m (3x — 3b%x — 6f%x — 12bx? + 12b%x? + 12f%x? — x3 + 6bx>

1—2b+ b? + 2bfy — 2fxy + f?y? ]

f3 =expl (_1+x)2

— 3b2x3 — 2b3x3 — 6f2x3 — 3fy + 3bfy — 3fx? + 9bfx%y — 6b2fx%y
+ 6f2xy? — 6bf?xy? — 2f3y3)] ,

cofactorii
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si

_ fy+(b-1)*x*+(2b-3)fxy+f*y?
7 )
Kfz (x,y) = f2x+fy—(b—1j)czzx2—fzxz—bfy,
2(=bf2x+(b-D*(fy+x*)+f2x* = f(b=1)*+f*)xy)
7 )
1

f((b—l)fZX+f(b2+2f2—1)y

+((b— 1% + f2)((b — Dx(2bx — x + 4fy) + 2f*y?))
integrala prima F(x,y) = £ 2 f; 2 f,*, unde a; =2((b—1)*+f2), a, =

Kfl (.X', y) —

Kf3 (x' y) =

Kf4(xJ y) =

f(b+1),a; =a, = 1.

Din cele expuse mai sus rezultd urmatoarea teorema.

Teorema 1. Pentru ca punctul singular (0,0) al sistemului diferential cubic (5) ce are o

dreapta invarianta reala de multiplicitatea algebrica patru sa fie de tip centru este

necesar §i suficient ca sa se anuleze prima marime Lyapunov (L, = 0).
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