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Abstract. In this paper, it is proved that the integral operator S™ — S is compact if the contour of integration

is of the Lyapunov type. An example is brought to show that this property of the operator S* — S becomes
false if the contour of integration has angular points.
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ASUPRA COMPACTICITATII UNOR OPERATORI INTEGRALI
CU NUCLEE DE TIP CAUCHY

Rezumat. In lucrare se demonstreaza ci operatorul integral singular S” — S este compact in cazul in care
conturul de integrare este de tip Lyapunov. Se construieste un exemplu care arata ca aceasta proprietate a

operatorului S” —S devine falsa daca conturul are puncte unghiulare.
Cuvinte-cheie: operator integral singular, operator compact, contur Lyapunov pe portiuni.

1. Introducere
Fie I' un contur compus pe planul complex & si S operatorul integral singular cu
nucleul Cauchy

(sgo)(t):%j@dr, tel. (1.1)

r

In lucrare se demonstreazi ci in cazul in care conturul I' este de tip Lyapunov atunci
operatorul S-S este compact in spatiul L (T,p), unde

n P
p)=T]t-t| » -1<B. <p-1, k=12,..,n. (1.2)
k=1

Se construieste si se analizeaza un exemplu care demonstreaza ca daca conturul I’
are puncte unghiulare, atunci operatorul S—S" inceteaza a mai fi compact. Din faptul ca
proprietatea operatorului S-S de a fi compact depinde de netezimea conturului de

. . . 1 :
integrare rezulta ca normele esentiale ale operatorilor S,P=§(I +S) si Pzé(l -S)

depind de marimile unghiurilor formate de contur in punctele sale unghiulare. Astfel, in
consecintd, metodele de cercetare elaborate de catre matematicianul I. Simonenko in cazul
ecuatiilor integrale singulare pe contururi cu puncte unghiulare necesita unele precizari si

modificari.
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2. Operatorul S”
Vom stabili cateva proprietati ale operatorului S incepand cu determinarea formei

explicite al acestui operator (a se vedea [1] si [2]). Fie pe L (T,p) si w € Lq(l“,,ol‘q ), unde

p~+q* =1atunci

f o(0) P(o)ldt|| = j o) P (t) P(O)p~ P (t)ldtl| <

r r

(It o (0 [at]) (| \a(t)\p‘%(t)mq)% =[el. o el or ey -

Din teorema lui Riesz despre forma generala a operatorului liniar si marginit in spatiul
L,(T") rezultd urmatoarea afirmatie.

Spatiul conjugat al spatiului L (T,p) este spatiul L (T,p%),p™" +q~ =1.

In mod obisnuit aceasta inseamnd ci toate functionalele liniare si continue din

L,(T,p) au urmatoarea forma
¥(p)=[o(t)p(t)]dt| (peLy(T.p)),

unde y e L,(T',p)si, in plus,

”\P”L*p(r,p) = ”l//”Lq(F.pl_q) )

n B
Mentionam ca daca ponderea p(t) =] [ft—t,| verifica conditiile

k=1
-1< B, <p-1, k=12,.,n, (2.1)
" (1-0),
atunci ponderea o (t)=]]t-t,| verificd conditiile
k=1
-1<(1-9)p <q-1. (2.2)

Asadar, daca conditiile (2.1) si (2.2) sunt verificate, atunci din teorema lui B. Hvedelidze
[3] rezulta cd operatorul S este marginit si in spatiul L (T, P70,
Fie teTI. Se vede usor cd are loc egalitatea
dt = h(t)|dt|,

unde h(t)=exp(if(t)), iar o(t) este unghiul format de tangenta la curba I" cu semiaxa
pozitiva reald. Functia h(t) este definitd in orice punct nesingular si este marginitd si
continua pe portiuni.

Teorema 2.1. Fie T' un contur compus §i pentru functia p(t) sunt verificate conditiile

(2.1). In spatiul Lq(F,pl‘q) operatorul S” este legat de operatorul S prin relatia
S" =—HSH, (2.3)
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unde operatorul H este definit de egalitatea
(Ho)(t)=h(t)ep(t).

Demonstratie. Fie ¢ si y functii rationale pe conturul I'. In integrala iterata
L =140 £ 209)
So,w)=— t)|dt dr,
(Spw) m!w( )| Ilr_t

in care o integrald este obisnuita iar alta singulara, avem dreptul [3] sd schimbam ordinea

de integrare. Obtinem

(sow)=— [ atona L ge - HsHy)
7l T r—t

Prin urmare S” =—HSH. Teorema este demonstrata.
Consideram  cateva exemple. Fie T un arc de cerc, atunci

r=t,+Re”,dr=Re"ido=i(7-t, )|dz|. Prin urmare, h(z)=i(z-t,). In acest caz are loc

egalitatea

o mL pirt)p(r) 1 pp(r)dr _
(5 (p)(t)_ﬁ(t—to)! RZ(;—t) dr_ﬂi‘! -t =(Se)(0):

in mod similar, dacd I'=[a,b], atunci |[dz|=dz,h(t)=1 si S =S. Vom arita c4, intr-un
anumit sens, cu aceste exemple au fost epuizate toate curbele in care operatorul S este
autoadjunct in spatiul L,(T"). Are loc urmatoarea teorema.

Teorema 2.2. Daca operatorul S este autoadjunct in spatiul L,(T') , atunci T este un
cerc, un arc de cerc, sau o parte a unei drepte.

Demonstratie. Fie S =S, atunci pentru orice functie ¢ din L,(T) are loc egalitatea

2= o gar = (5= )p)) =0,

iy -t
Din aceasta relatie rezulta ca
(r=t)h(t)h(z)=7r-t. (2.4)
Fie s abscisa de arc si t =t(s)—ecuatia (naturald) a curbei I'. Asa cum dt=h(t)ds,
atunci h(t(s))=t'(s) si egalitatea (2.4) poate fi transcrisa sub forma
t(s)(s, )= )5 (2.5)
t(s)-t(s,)
Din aceasta egalitate rezulta existenta derivatei de orice ordin a functiei t(s). Derivand
ambele parti ale egalitatii

(1() =15 DT(S)L'(5y) =t(5) = 1(s,)

odata in raport cu S, apoi in raport cu s,, obtinem

(T(S)(S)'(s) )= (t(s, ) —t(s)t"(s)t'(s,) =t'(s)

si
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(E(56 (SIS )+ (H(5, ) —t(S (8 )t"(S,) =t'(S,)-
Tinand cont de egalitatea t'(s)t'(s)=1 atunci din ultimele doua relatii obtinem
(t(5,)=t(8))(E($)t"(5,)=t"(s)t'(s,) =0.

Din egalitatea

t"(s)/ (t'(s)=t"(s,)/t'(s,) (2.6)
si din faptul ca functia t =t(s) nu poate fi constanta obtinem ca raportul t"(s)/(t'(s) este
constant =k ). De aici, pentru k=0 rezultd ca t(s)=ce* +c,. Deoarece [t'(s)|=1,atunci
Rek = 0 ceea ce Inseamna ca functia t=t(s) reprezinta ecuatia unui Cerc, sau a unui arc
de cerc. Pentru k =0 solutia ecuatiei (2.6) este functia t=cs+c,, in care |c|=1.

Teorema este demonstrata.

Mentionam ca din cele demonstrate mai sus operatorul S este autoadjunct in spatiul

L,(T") siin cazul in care ' este orice dreapta sau o parte a unei drepte.

3. Compacticitatea operatorului S —S

In caz general operatorii S si S™ nu coincid, insd pentru o clasi vasti de curbe acesti
operatori diferd printr-un termen compact. Aceastd afirmatie se contine In urmatoarea
teorema.
Teorema 3.1. Fie I"un contur compus de tip Lyapunov si S* conjugatul operatorului S
care actioneazd in spatiul L (T,p). Atunci operatorul S”—S este compact in spatiul

1—
L(T,p7).
Demonstratie. Pentru inceput consideram I' un contur simplu inchis de tip Lyapunov.

Notam cu I, cercul unitate, iar prin t= £(z) functia lui Riemann care transforma conform

discul unitate in domeniul G*, marginit de I'. Operatorul S poate fi (a se vedea [2])
exprimat sub forma

S=B7'S,B+T,, (3.1)
unde
1 (<)
(S°“”)(Z)=E£Ed‘f’ ZeT,, (3.2)
M=~ [( L) Lo penae (3.3)

Al BE)-Bz) -1
(Bp)(2)=o(f(2)), (B )(t)=p( (1)),

lar z=w(t) este functia inversa functiei t= £#(z). Nucleul operatorului integral (3.3) are
singularitati slabe pe conturul I} si, prin urmare [4], este compact in spatil L (T, P7).

Determinim operatorii B si (B™) . Fie ¢ si w functii rationale pe conturul T}, atunci
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(B )= [ ol AW = [ ()i 0= (0| 22154,

Din aceasta egalitate rezulta ca
B _‘— B si (B™) _‘d'g‘B
dz

Operatorul S|8'(t)|—|A'(t)|S, este compact, aceasta rezultd din teorema 4.3 din
lucrarea [2]. Deoarece S;—S, este compact, atunci
S"—S =|a/(1)|B'S,|B(1)|B+T, —BS,B-T, =
| (1)]|8'(eX1)) B7S,B~B'S,B+T,=T,,
unde T, este un operator compact. Vom considera acum cazul in care conturul T este un

arc simplu deschis. Fie I un contur simplu inchis care contine arcul I'. Notim cu y(t)

functia caracteristicd al arcului T":
1, tel
2 = {0 te M\l

Spatiul L (T',p) in mod obisnuit poate fi identificat cu subspatiul functiilor N de forma

X9 (pEL, (T, p). Subspatiul N este invariant in raport cu operatorul A = ySyI,unde
W@ = j5@)  zef,

iar restrictia acestui operator pe spatiul Lp(F, p) coincide cu operatorul S. in baza celor

demonstrate, avem A* = yS*yI = x(S + T)xI, unde T este un operator compact. De aici
rezulta ca operatorul S” —S este compact.
Consideram acum cazul general in care I' este alcatuit dintr-un numar finit de arce si

curbe inchise I;,I;,...,I,. Fie y,(t) functia caracteristicd a curbei I'; si R, operatorul

n
definit in spatiul L (T,p) prin relatia R;=y;l. Atunci S= Z R;SR,. Operatorii
i k=1
R;SR.(j #k) sunt operatori integrali cu nuclee continue (amintim ca curbele [ si Iy (j #
k) nu au puncte comune), prin urmare sunt compacti. Restrictia operatorilor R;SR, pe
spatiul L (T;,p)(=R,L,(T',p)) coincide cu operatorul S. In baza celor deja demonstrate
avem (R;SR; ) = R;SR; +T,, unde T, sunt operatori compacti. De aici rezulta ca S” —S este

compact. Teorema este demonstrata.
Teorema 3.1 devine falsa daca cel putin intr-un punct al conturului T' nu este
indeplinita conditia lui Lyapunov. Presupunem, de exemplu, ca I'=T, UT,, unde I si [,

sunt segmente de dreapti care unesc punctul z=0 cu z =1 si, respectiv z=0 cU z=i. In

punctul z=0€T conturul formeaza un unghi de masura 7/2. Vom ardta ca in acest caz

operatorul S —S nu este compact in spatiul L,(T).
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Fie tel. Asa cum |dt|=dt pentru tel] si dt=i|dt| pentru teT,, atunci h(t)=1
pentru te T si h(t)=ipentru teT,. In baza teoremei 2.1 avem S” =—HSH.
Admitem cid operatorul S-S este compact, atunci operatorul T = X(HSH + S), unde

X este functia caracteristicd a lui T,, de asemenea este compact. In spatiul L,(I')
considerdm sirul {p, (t)} normat de functii definit prin relatiile

«/ﬁ, pentru te{o,l} ;
n
o, (t)= 1 neN,
0, pentru te F\[O; ﬂ :

si vom arita ca din sirul y, =T¢, Nnu se poate extrage nici un subsir convergent. in baza
definitiei operatorului T avem

(To.) ()= X(1)(S + HsH ) g, = X T(T:_ 1_de:

7—1

. 1
sl y,==U,+V,.

12,v(t) X()\/_arctg|| 5

n*]

Fie u,(t)=X(t)In(1+

Din relatiile

”un”l’_)p(r) - np/zjln

p 1 .dy =2t 1 ez
0?2 [InP(1+ =) <n * [In°(L+ 5 )dy=cn
0 y n 0 y

1 n 1 pdy
L(r) Iarctg pdx=np/2_[[arctg§] FS

0

P2 1 P p-2
nP arctg—J dy=c,n®
![ y 2

rezultd cd lim|Te,| ., =0, pentru 1<p<2.

Lo(1)
Astfel, daca sirul y, =T(on(e I_Z(F)) ar confine un subsir convergent, atunci acest

subsir in mod necesar ar converge la zero. Deoarece |y, (t)|=v,(t), atunci

0 1 ( 1
', ||L2(r) > |v, ||L2m =_|'arctg2 ;dy > Iarctgz ;dy > 0.
0 0
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De aici rezultd cd {i,} nu contine nici un subsir convergent in spatiul L,(I'). Asadar,

operatorul T nu este compact in spatiul L,(T).
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