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APLICAREA RELATIILOR METRICE IN TRIUNGHI
LA DETERMINAREA EXTREMELOR FUNCTIILOR
Dorin AFANAS, dr., conf. univ.

Universitatea de Stat din Tiraspol
email: dorinafanas@rambler.ru

Key words: minimum, maximum, extremes of function, cosines theorem, metric relations, triangle.
Abstract. In this paper the application of metric relations in triangle for determination of extremes of
functions is studied.

The proposed method is efficient when the traditional methods leads to cumbersome calculations.

1. Notiuni preliminare

Consideram functia f: | — R (intervalul I £R) de o singura variabila x.

Definitia 1.1. Punctul Xo € | se numeste punct de minim local al functiei f daca
exista o vecinatate V a Ui Xo, astfel incit are loc relatia f(Xo) < f(X) pentru oricex e VN 1.
In acest caz valoarea functiei in punctul xo, adicd f(Xo) se numeste minim local al functiei
f[1, p. 137].

Definitia 1.2. Punctul xo € | se numeste punct de maxim local al functiei f daca
existd o vecindtate V a lui xo, astfel incit are loc relatia f(Xo) > f(X) pentru oricex e VN 1.
In acest caz valoarea functiei in punctul xo, adicd f(Xo) se numeste maxim local al functiei
f[1, p. 137-138].

Punctele de minim local si de maxim local ale functiei f(x) Se numesc puncte de
extrem local ale acestei functii.

Valorile functiei f(x) in punctele ei de extrem local se numesc extremele locale ale
acestei functii.

Definitia 1.3. Punctul xo € | se numeste punct de minim global al functiei f daca
are loc relatia f(xo) < f(x) pentru orice x € |, iar valoarea functiei in punctul xo, adicd f(Xo)
se numeste minim global al functiei f pe intervalul I [1, p. 138].

Definitia 1.4. Punctul xo € | se numeste punct de maxim global al functiei f daca
are loc relatia f(xo) > f(x) pentru orice x € |, iar valoarea functiei in punctul xo, adicd f(Xo)
se numeste maxim global al functiei f pe intervalul 1 [1, p. 138].

Punctele de minim global si de maxim global ale functiei f(X) se numesc puncte de
extrem global ale acestei functii.

Valorile functiei f(X) in punctele ei de extrem global se numesc extremele globale
ale acestei functii.

Observatia 1.5. Un punct de minim (maxim) local nu este in mod necesar un punct
de minim (maxim) global, iar un punct de minim (maxim) global este, in acelasi timp, si
un punct de minim (maxim) local.
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Observatia 1.6. Este posibil ca un minim local al unei functii sa fie mai mare decit
un maxim local al aceleiasi functii.

De obicei minimul unei functii se noteaza cu m, iar maximul ei — cu M.

Consideram functia f: | — R (intervalul I < R) derivabila pe intervalul I.

Definitia 1.7. Punctele in care derivata f' ia valoarea zero se numesc puncte critice
ale functiei f.

Punctul Xo va fi un punct critic, daca are loc una din urmatoarele trei conditii:

1) f/(xo) = 0; 2) f/(x0) = o0; 3) f/(X0) nu existi, iar insusi functia f(X) in punctul X = Xo
este definita.

Geometric aceste conditii ne indica ca:

e in punctul critic tangenta la graficul functiei este paraleld cu axa (Ox), daca se
realizeaza conditia 1 (vezi fig. 1);

¢ in punctul critic tangenta la graficul functiei este paralela cu axa (Oy), daca se
realizeaza conditia 2 (vezi fig. 2);

e tangenta la graficul functiei nu exista, daca se realizeaza conditia 3 (vezi fig. 3).
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Admitem ca functia f: | — R (intervalul I < R) este derivabila pe intervalul I, iar xo este un
punct interior lui | in care f/(Xo) = 0, adici Xo este un punct critic al acestei functii.

Primul criteriu suficient de extrem al functiei f(X). Daca la trecerea prin punctul
critic Xo prima derivatd t'(X) isi schimbd semnul, atunci acest punct critic este un punct de
extrem.

e Punctul xo este un punct de minim local al functiei (X), daca pentru orice x € |
au loc relatiile: f/(x) <0 pentru x < Xo si f/(x) > 0 pentru x > Xo. Se noteazd: % f(Xo) X .

e Punctul xo este un punct de maxim local al functiei f(X), daca pentru orice x € |
au loc relatiile: f/(x) > 0 pentru x < Xo si f/(x) < 0 pentru X > Xo. Se noteazd: ” f(Xo) .

e Dacd derivata T/(X) are acelasi semn la stinga si la dreapta lui xo, atunci Xo nu
este punct de extrem al acestei functii.

Aplicind primul criteriu suficient de extrem al functiei f(Xx) este comod de utilizat
asa-numitul tablou de variatie al functiei.



X1 [ X1 <X<Xo| X2 | Xo<X<X3| X3 | X3<X<Xg etc.
f/(x) - 0 + n.e. +
f(x) R m A n.d. Pl

Pe linia intii a acestui tablou se indicd domeniul de definitie al functiei si punctele
in care derivata ei se anuleaza sau nu exista. Pe linia a doua — semnele derivatei functiei
pe intervalele pe care derivata ei se anuleaza. Pe ultima linie se indica descresterea (),
cresterea (X ) functiei, precum si extremele ei. Inscriptia n.e. — inseamna, ca derivata nu
existd, iar inscriptia N.d. — inseamna ca functia nu este definita.

Mentionam, ca extremele globale ale unei functii f : [a, b] — R derivabile pe
intervalul (a, b) pot fi determinate aplicind algoritmul:

I. Se calculeazi f/(x).

I1. Se afla punctele critice ale functiei f(X), adica se rezolva ecuatia f/(x) = 0, X € (a,
b).

I11. Se calculeaza valorile functiei f(X) in punctele critice determinate si se compara
cu valorile acesteia la extremitatile intervalului: cea mai mica (mare) dintre aceste valori
va fi minimul (maximul) global al functiei f(x) pe [a, b].

In unele cazuri este dificil de a stabili semnul derivatei la stinga si la dreapta
punctelor critice. In asemenea cazuri se utilizeaza alt criteriu suficient de extrem, fara a
mai studia semnul functiei f/(X), cu conditia ¢ functia f (X) posedd derivate de ordin
superior pe intervalul I.

Al doilea criteriu suficient de extrem al functiei f(x). Punctul critic xo € (a, b)
este un punct de extrem al functiei f- (a, b) — R, daca prima derivata ce nu primeste
valoarea zero in acest punct are ordin par. Daca aceasta derivata de ordin par este
pozitiva (negativa), atunci punctul critic xo € (a, b) este un punct de minim (maxim) pentru
functia f(X).

De exemplu, dacd au loc conditiile: f/(xo) = 0 si f/(x0) # 0, atunci pentru f”(xo) > 0
avem f(xo) = m (minim), iar pentru f”(xo) <0 avem f(Xo) = M (maxim).

Consideram functia de doua variabile z = f(x; y) definita in careva vecinatate a
punctului (Xo; Yo) [3, p. 319].

Definitia 1.8. Vom spune ca functia z = f(X; y) are in punctul (Xo; yo) minim (maxim)
local daca exista o astfel de vecinatate a punctului (Xo; Yo) in care pentru orice punct (X;
y) se verifica inegalitatea f(X; y) > f(Xo; Yo) (f(X; y) < f(Xo; Yo)).

Din definitia 1.8 rezulta ca daca functia z = f(X; y) are extrem in punctul (Xo; Yo),
atunci cresterea totala Az = f(x; y) — f(Xo; Yo) a acestei functii in punctul (Xo; Yo) satisface in
careva vecindtate a punctului (Xo; Yo) una din urmatoarele conditii: Az > 0 (in cazul

minimului local); Az < 0 (in cazul maximului local).



Reciproc, daca in careva vecinatate a punctului (Xo; Yo) este satisfacuta una din
inegalitatile de mai sus, atunci functia are extrem in punctul (Xo; Yo).

Criteriul necesar de extrem al functiei f(X; y). Daca functia f(X; y) are extrem in
punctul (xo; Yo) si admite derivate partiale de ordinal intii, atunci aceste derivate sunt

egale cu zero, adica 1 (Xy;Yo) = f, (X Yo) =0.
Notam [4, p. 406]: r = £/ (x:¥0).5 = foy(XiYo), t= fy”2 (Xo:Yo) SiA=rt—¢2

Criteriul suficient de extrem al functiei f(X; y). Daca in punctul critic (Xo; Yo)
avem:

e A>0gir >0, atunci (xo; yo) este un punct de minim;

e A>0sir<Q0,atunci (xo; Yo) este un punct de maxim;

o A <0, atunci in punctul (Xo; Yo) nu exista extrem;

e A =0, atunci in punctul (Xo; Yo) functia f(X; y) poate sa aiba, dar poate si sa nu
aiba extrem. In acest caz sunt necesare cercetdri suplimentare.

Deseori intilnim probleme in care se cere de aflat valoarea cea mai mica (mare) a
functiei z = f(X; y) intr-un domeniu inchis oarecare D. Cu acest scop este necesar de aflat
toate valorile minime (maxime) ale acestei functii din interiorul domeniului D si valorile
functiei pe frontierea domeniului D, iar apoi alegem din ele valoarea cea mai mica (mare).
Mentiondm, ca nu este necesar de calculat derivatele partiale de ordinul doi si de utilizat
criteriul suficient de extrem, deoarece toate extremele functiei f(X; y) se afla printre valorile
sale in punctele critice. Este suficient de aflat valorile functiei f(X; y) in toate punctele
critice si dintre ele de ales valoarea cea mai mica (mare).

Problema aflarii celei mai mici (mari) valori a functiei z = f(x; y) pe frontiera
domeniului D se reduce la determinarea celei mai mici (mari) valori a unei functii de o
singura variabila.

Rationamente analoage au loc si pentru functiile de trei si mai multe variabile.

2. Determinarea extremelor functiilor prin intermediul relatiilor metrice in
triunghi
Vom cerceta la extrem functii de o singura variabila si de trei variabile prin metode
netraditionale. Problemele 2.1 — 2.4, 2.6 le vom numi probleme de tipul I, iar problemele
2.8 —2.11 le vom numi probleme de tipul I1.

Problema 2.1. Aflati valoarea cea mai mica a functiei f(x) = \/Xz + % + \/XZ + % -

Rezolvare. Metoda traditionald. Aceastd functie este definitd pe toatd axa

numerica. Daca utilizdm primul criteriu de extrem al functiei de o singurd variabila, atunci

derivata de ordinul intii a acestei functii este:



X X

\/2 81 \/2 256
X X"+ —
25 25

Egalim aceasta derivati cu zero, adicd rezolvim ecuatia f/(X) = 0 sau ecuatia

f/(x) =

X X

+ =0,
\/2 81 \/2 256
X“+ = X“+——
25 25

care admite numai solutia x = 0.

Alcatuim tabloul de variatie al functiei f(X) = \/ X% + % + \/ X2 + % :

—0<X<0 0 |0<x<+w
f/(x) - 0 +
f(x) Y 5 Dol

Deci valoarea cea mai mica 5, functia data o primeste in punctul X = 0.

Daca utilizam al doilea criteriu de extrem, atunci ob';inem'

/ / 256
/ 81 / 256
25 25

/i
)= 2, 256
N

25 25

81 256

-
28 x? + SL ) gy 4 20
25 25

Observam ci f /(0) > 0. Deci, x = 0 este un punct de minim pentru functia dati si
"

cea mai mica valoare a ei este f(0) = 5.
Metoda netraditionala (fig. 4). Construim segmentele AD

.
5
perpendiculara CD = x. Unim punctul C cu punctele A si B.

Fig. 4
Atunci AC = 1/x2+2—; si BC :‘/x2+22156. Suma AC + BC va €

primi valoarea minimala numai atunci cind punctele A, C si B vor fi coliniare, adica atunci

siDB = 36 situate pe aceeasi dreapta. Din punctul D ridicam I E
4 2 5

cind
AC + CB = AB.
Insa lungimea segmentului AB = 5. Prin urmare, valoarea cea mai mici a functiei
este 5.



In continuare vom rezolva probleme numai prin metoda
netraditionala.

Problema 2.2. Aflati valoarea cea mai mica a functiei
f(X) = VX2 +9 +4/x* —4x/3 +16 . 4
Rezolvare. Cercetam triunghiul dreptunghic ACD (fig. 3 300
5), unde AC = 3, CD = X, m(£ ACD) = 90° si triunghiul BCD, ¢« B
unde m(£BCD) = 30°, CB = 4, CD = x. Fe 5
Conform teoremei lui Pitagora, din triunghiul dreptunghic ACD obtinem AD

Vx?+9, iar din triunghiul BCD, conform teoremei cosinusului avem BD

\/ x> —4x+/3+16. A determina valoarea cea mai mica a functiei date
inseamnd a determina lungimea cea mai micd a liniei frinte ADB. A
Deci min f(x) = min (AD + BD) = AB, adica punctul D trebuie sa fie
situat pe segmentul AB. Dar atunci, conform teoremei cosinusului, -
din triunghiul ABC, obtinem:
AB = \AC? + BC?—2AC - BC -c05120° = +/3° + 4% + 3.4 =+/37.
Prin urmare, min f(x) = /37.
Problema 2.3. Aflati valoarea cea mai mica a functiei
f(X) = VX2 —2x+4 + X2 —x4/3 +1.

Rezolvare. Cercetam triunghiul ACD (fig. 6) in care AC = 2,
m(£LACD) = 60° CD = X si triunghiul BCD in care BC = 1, CD = x, m(£BCD) = 30°.
Atunci, din triunghiul ACD, conform teoremei
cosinusului obtinem AD = +/x?-2x+4. Analog, din

triunghiul BCD obtinem DB = /x? — x+/3+1. Valoarea
cea mai mica a functiei va fi:

m = min(AD + DB) = AB, adici D e AB.

Din triunghiul dreptunghic ACD primim AB =

5. Prin urmare, valoarea cea mai mica a functiei este
m=.5.
Problema 2.4. Aflati valoarea cea mai mica a functiei
f(X) = VX2 —2x+4 +/x% —5x+ 25,
Rezolvare. Cercetam figura 7. Observam ca in acest caz CD este bisectoarea
unghiului ACB. Vom avea:

AD = /x* —5x+25 si BD = Vx*-2x+4.

Aplicind rationamentele de mai sus, din triunghiul ABC, conform teoremei

cosinusului obtinem:



AB = JAC? + BC?—2AC - BC - cos120° =

= V52422 45.2 =4/30.
Nota 2.5. In figurile 4 — 7 punctul D poate fi situat atit in interiorul triunghiului

ABC cit si in exteriorul lui. La rezultat aceasta nu influenteaza, deoarece valoarea cea mai

mica a functiei se obtine numai atunci cind D € [AB].

Problema 2.6. Aflati valoarea cea mai mare a functiei f(X) = VX2 +49 —/x% —3x+9

Rezolvare. Construim triunghiul
dreptunghic ACB (fig. 8) in care AC = x, BC = 7,
m(£ACB) = 90°si triunghiul ACD, in care CD = 3,
m(ZACD) = 60° AC = x. Atunci, conform
teoremei lui Pitagora, din triunghiul dreptunghic

ACB avem: AB = +/x% +49, iar din triunghiul ACD
primim: AD = /x* —3x+9. Deci f(x) = AB — AD si

max f(x) = max(AB — AD) = EB — ED = DB,
unde E € [AC], adica daca D ¢ [AB].

A
Din triunghiul BCD, conform teoremei cosinusului primim:
DB:JCD2+BCZ—2CD-Bc-cosso°:\/32+72—2-3-7-§: o
58 - 2143 .
Nota 2.7. Spre deosebire de metodele traditionale, metoda D
prezentata aici ne permite sa determindm valoarea cea mai mica (mare) A %—5

a functiei, fara a afla punctul in care ea primeste aceasta valoare.
Problema 2.8. Pentru ce valoare a lui x functia

F(x) = \/x2+@ +\/x2 20736
169

169
primeste valoarea cea mai mica.

Rezolvare. In acest caz din figura 9 observam ca functia va obtine valoarea cea mai
mica pentru X = 0.

Problema 2.9. Pentru ce valoare a lui x functia

f(X) = VX2 +16 +x2 —6xv/2 + 36

primeste valoarea cea mai mica.

10



Rezolvare. Cercetam figura

10. Din triunghiul dreptunghic ACD 4

avem AD = \/m, iar din o

triunghiul BCD obtinem DB = 4

X2 —6x+2+36. Aria triunghiului fo

ACD este 2x, aria triunghiului BCD C G &
este 32 , iar aria triunghiului ACB Fig. 10

va fi 6+/2 . Deoarece Asacs = Aaaco + Aascp, atunci

2X + 3xv2 _ 672, AX+ 3x4/2 = 1242, x = 1212 = 36—244/2.
2 4132

Problema 2.10. Pentru ce wvaloare a Ilui x functia f (X)

\/ X2 —2X+4 + \/ X2 —2x+/3 + 4 primeste valoarea cea mai mica.
Rezolvare.Utilizind figura 11, aflam ariile triunghiurilor ACD, BCD si ACB, unde

AC=BC=2,AD = /x> -2x+4, DB = /x> —2x-/3+4 si CD = x. Vom obtine: Aaacp =

ﬂ, Asgcp = > si Aaace = 2. C
2 2
. 0
Deoarece Aaacs = Aaacp + Aascp, atunci a0% ‘30 i
7 2

Problema 2.11. Pentru ce valoare a lui x

functia f (X) = /x2—3x/3+9+/x2—5x/3+25
primeste valoarea cea mai mica.
Rezolvare. Din figura 12 observam ca:

AD = /x2 —3x./3+9, DC = /x? —5x-/3+ 25,
AB =3, BC =5, BD = x si m(£ABD) = m(£CBD) = 30°. Ariile triunghiurilor ABD, CBD
si ABC vor fi respectiv:

Fig. 11

. 15./3
AareD = 3—X, Axcep = o5 sl Axace = \r.
4 4 4
Din egalitatea
Aaasc = Aaasp + Aacep,
obtinem:
153 _ 3x + 57)(, 15./3 =8x, x = 15*@.
4 4 4 8

11



Nota 2.12. In problemele 2.9 — 2.11 valoarea lui x se poate de determinat utilizind
formula din [2, Teorema 1.8, p. 15]. Conform acestei formule vom obtine respectiv:

6- 4(cos 90° - +/1— cos? 45° + cos45° - +/1— cos?90° )
X =

6-+/1—cos245° +4-/1—cos290°

oy 2
o 2402 122

e 2, 6248 3244
2

=36-24-/2 (Problema 2.9);

2- 2(005 60° - 41— cos230° + cos30° - AJ1- cos? 60° )
X = _
2. /1-c0s230° +2-/1—cos2 60°

4[;1+\@‘ﬁ

22 2}_ 143 _,
2.34_2.@ V3+1

(\E—l) (Problema 2.10).

Pentru Problema 2.11 de asemenea este valabila formula utilizata din [2, Teorema
1.8, p. 15]. Insi in acest caz observam ci x = BD este bisectoarea interioar a triunghiului
ABC si utilizind formula din [2, Corolarul 1.9, p. 16] vom obtine:
¥ = 23'5.? :15x/§
3+5
Cercetam in continuare la extrem functii de mai multe variabile.

(Problema 2.11).

Problema 2.12. Aflati valoarea cea mai mica a functiei:

f0y;2) = X2 +4+./y? +16 ++/22+36, daca X +y + 2 =5,

Rezolvare. Metoda standarda. Aplicarea metodei standarde ne conduce la calcule
destul de voluminoase, care sunt aratate mai
jos. 5

Deoarece z =5 — X —Y, atunci obtinem
functia de doua variabile:

f(x;y) = \

0
3 /30" V0 5

C
0
2 2 2
4 16 5—X— 36 .
N +x/y + +x/( X—y) + Fig 12
Derivatele partiale de ordinul intii ale acestei
functii sunt:
e
x/x +4 \/(5—x—y) + 36
5—X—
oy = - )

Jy2+16  /5-x—y)?+36
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Egalam aceste derivate cu zero:

f1(6y) =0, f)(xy) =0,

de unde
Xy2 +16 = y/x% +4, X3y? + 16x% = x2y? + 4y?,

Y2 = 4x2,y = £ 2X.

Atunciz=5-3xsiz=5+x.
Admitem ca y = 2X. Atunci obtinem:
X 5-3x
X%+ (5-3xP +36

=0. Aceasta ecuatie

admite unica solutie X = 2 Prin urmare,

5 . 5
= jarz= >,
y 3 2
Admitem acum ca y = — 2X. Atunci primim ecuatia:

X 3 5-3x

P+4(5-3xP +36 )

de unde rezultd ecuatia patrata:

8x2—10x — 25 =0,
care admite solutiile: X1 = —i Si Xo = — 2 Dar atunci

5

. . 15 . 1
y1= Es|y2:—5, |ar21:f§|22: 25

Astfel am obtinut trei puncte:

In fine obtinem:

§+16+ /25+36:
9 [ 4

13 13 13 78

13;
6 3 2 6

o

f(—;s;l): /25+4+ /25+16+ /225+36:
4’2" 4 ) 16 4 \ 16

_\/B9 B9 389 _3.89,
4 2 4 2
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5 _15 25 225
fl—-—-5"—"|=,]—+4+/25+16+ | —+36=
( 2 2} | 4 : | 4

= \31+x/ﬁ+3\/zﬂ=3x/ﬂ-

Prin urmare, valoarea cea mai mica a functiei date este 13.

Metoda nestandarda. Cercetam figura 13. Functia data va obtine valoarea cea mai

micd atunci cind lungimea liniei frinte ABCD va avea lungimea cea mai mica. Aceasta
este posibil numai atunci cind punctele A, B, C si D vor fi situate pe una si aceeasi dreapta,
adica valoarea cea mai mica a functiei date trebuie sa fie lungimea segmentului AD, care
este ipotenuza triunghiului dreptunghic. Deoarece catetele triunghiului dreptunghic sunt 5
si 12, rezulta ca AD = 13. Deci valoarea cea mai mica a functiei este 13.

In continuare mai cercetim inca doua probleme pe care le vom rezolva prin metoda
nestandarda.

Problema 2.13. Aflati valoarea cea mai mica a functiei

f(X;y; 2) = [x2—3x+9+/y2—5y+25+/22 —62+36,
dacax+y+z=7.
Rezolvare. Din figura 14 observam ca

AB = /x> -3x+9,BC = \/y2—5y+25 s
CD= /z2-62+36.

Deci f(x; y; z) = AB + BC + CD.

Valoarea cea mai mica a functiei va fi lungimea segmentului AD. Dar atunci, din
triunghiul ADE, conform teoremei cosinusului, vom obtine: L

AD = -/AE2 + DE2 - 2AE - DE - cos60° =

= 72+142—2-7-14-;=\/245—98=7ﬁ.

! 13 f
Prin urmare, valoarea cea mai mica a functiei date '
este 7-/3,dacix+y+z=7. ¢ =
|
Metoda nestandarda propusa poate fi utilizatd si la 5/ 4 4
rezolvarea problemelor mai dificile. < | A
4 4
Problema 2.14. Aflati valoarea cea mai mica a Fig 13
functiei

06y 2) = D= xB+1+1y* ~2y-2+4+1/2 =329,
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2-2+3+-/3
T

Rezolvare. Cercetdm figura 15, in care AF = x, FD = 1, m(£LAFD) = 30°, DT =,
ET =2, m(£DTE) = 45°, ES =z, SB = 3, m(£ESB) = 60°. Din triunghiul AFD, conform

teoremei cosinusului obtinem:

dacax+y+z=

AD = \/x? —=x[3+1;

DE = ./y* -2y 2 +4,
EB = x/22—32+9.

In triunghiul dreptunghic FKD avem:

din triunghiul DTE obtinem

iar din triunghiul ESB primim:

kF=1 pk= "3
2 2

Dar atunci FP = KT = y—f. Triunghiul dreptunghic TPQ este isoscel, deoarece

m(£PQT) = m(£DTE) = 45° (conform constructiei) si deci PQ = PT = KF = ;, TQ = 2
. Atunci B

FQ:FP+PQ:y—*€;{EQ:ET+

TQ:2+%f.

Triunghiul dreptunghic ELT este
isoscel si deci EL = LT = /2.
Din triunghiul dreptunghic isoscel

EMQ avem EM =MQ = /2 + ; Atunci A

QR=MS=z-2-; SR=MQ=

1
2+ =.
2 5

Din triunghiul dreptunghic SRC vom obtine:
SC = zx/g;'xg; RC = x/g_FxE

Atunci

QC:QR+Rc:Z_\@_;+xE+\6@;
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BC=BS+SC=3+ 2\@3+x5 _ 9+2\£+x@;

A1y, g 1,6

AC=AF+FQ+QC=x+y— 3
:2\E+3+x5_ \@—1_ 2 +£ \3_3 \5_'_@.

2 2\536236’

AC2: §+£ \/7 R Tl
2736 ) 4" 3 12
_ 27+8+1+12x@+6\@+4x5_18+6\@+3\@+2\E_
12 6 ’
BC2 = (9+2%+\EJ2 _ 81+24+3+36./6+18.3+12./2 _
3 9

_ 27 +8+1+12./6 +6-/3+4.2 36+12:/6 +6+3+4./2 .
3 3 ’

AC-BC = (2 6 *EMW]:?(%MMB)@

eI

3 6 3 18
118- (B1+24+3+36./6 +18.3+12./2)=
_18+6./6+3./3+2.2
3 .
Atunci din triunghiul ABC, conform teoremei cosinusului, obtinem:

AB = /AC2+BC2-2AC - BC -cos60° =

_ [18+6.6+3/3+2./2 36+12./6+63+4.2 18+6./6+3.3+2,2
- 6 3 3 B

_ /9+3%+3*E+\E= 1, 5, 3[ 1 o7 B«F 33+22+1
\ 2 2 2
Prin urmare, valoarea cea mai mici a func‘;lel este
3XE+§\E+1, dacax+y+z= 2\E+23+\E.
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Este cunoscut faptul, ca la energii a fotonilor hAw <e&g 1In materialele
semiconductoare atat in spectrele de reflexie si mult mai pronuntat in spectrele de
absorbtie, se evidentiazd un sir de benzi optice legate de tranzifii electronice cu
participarea nivelelor impuritare. In regiunea IR benzile de absorbtie la temperatura
camerei, de obicei, sunt cauzate de vibratiile retelei cristaline. Totodata, in aceasta regiune
spectrala, in esantioanele cu concentratii mari a purtatorilor de sarcina liberi, specific
antimonidului de galiu nedopat si dopat (n,p = 108 <+ 10%cm™3) se evidentiaza
interactiunea luminii cu purtatorii de sarcina liberi.

S-au inregistrat si s-au analizat spectrele de reflezie FTIR la temperatura 293K
pentru antimonidul de galiu dopat cu fier in cantitati de la 0,38% pana la 3% atomare. Din
analiza acestor spectre s-a determinat corelatia dintre structura spectrului de reflexie FTIR
si gradul de perfectiune a suprafetei de densitatea defectelor proprii si induse prin
tratament mecanic. Analiza spectrelor de reflexie inregistrate a permis evidentierea
urmatoarelor concluzii:

Pentru intervalul numerelor de undd (230-239)cm™ se identificd ca reflexia
monofononica in cristalele de antimonid de galiu. S-a determinat numarul de unda a
fononului longitudinal optic egal cu 240,9cm. Doparea antimonidului de galiu cu fier
contribuie la formarea unei benzi de reflexie cu maxim la 1,5¢V, fapt care demonstreaza
indirect despre prezenta unei faze cristaline noi la suprafata esantioanelor de antimonid de
galiu dopat cu fier.

O structurda compusa au spectrele de reflexie in regiunea tranzitiilor electronice
banda de valenta-banda de conductie al antimonidului de galiu nedopat si dopat cu fier in
diferite concentratii inregistrate la temperatura de 293K. Spectrul R(Aw) de la suprafata
monocristalind de GaSb este compusa din doud benzi cu maxime la 4,3eV si 2,05eV.
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Totodata se evidentiaza subbenzi cu intensitafi mai mici la energiile 2,60eV, 3,65¢V,
4,68¢V, 4,85eV si 5,01eV. Se propune un mecanism de identificare a acestor structuri
legate de tranzitiile optice n punctul X — Van Hove.

S-au inregistrat un sir de particularitati in spectrele de reflexie inregistrate pentru
antimonidul de galiu dopat cu fier. Se demonstreaza ca fierul inclus in matricea
antimonidului de galiu modificad structura benzilor electronice in particular in regiunea
punctelor critice Van Hove.

S-a determinat energia fononilor transversali optici egald cu 230,4cm™. Defectele
granulare la suprafata placilor monocristaline de GaSb genereaza vibratii suplimentare a
retelei cristaline la numerele de undd 225cm™ si 247cm™. Aceste vibratii sunt determinate
de variatia constantei fazei in legaturile Ga-Sh. S-a stabilit, in rezultatul tratamentului
mecanic al suprafetei, reteaua cristalind se deformeaza anizotrop. Fierul introdus in GaSb
serveste ca stabilizator al suprafetei probelor de GaSb supuse tratamentului mecanic. In
rezultatul tratamentului mecanic al monocristalelor GaSb si GaSb<Fe» au loc trei tipuri
distincte de deformatii ale retelei cristaline si respectiv trei tipuri de defecte de suptafata
cu parametrii: r; = 1,067,; 1, = 1,141,y; 3 = 1,231y, 1, - constanta retelei cristaline.

Privitor la elementele de tehnologie preconizate prin metoda topirii zonale descrisa
anterior s-au obtinut monocristale de antimonid de galiu dopat cu fier in concentratii mari,
cum ar fi (GaSb+20%Fe); (GaSb+30%Fe) ca aliaje, solutii solide Gai.xFexSh. S-au
cercetat efectele de transport in aceste aliaje la temperatura camerei.

S-a studiat influenta tratarii mecanice asupra structurii spectrelor de reflexie in
regiunea benzii monofononice pentru antimonidul de galiu dopat cu fier. S-au inregistrat
spectrele de reflexie de la suprafata nedeformata a antimonidului de galiu la temperatura
camerei. Pentru intervalul numerelor de unda (230-239)cm. Experimental se evidentiaza
o banda intinsa de reflexie cu coeficientul de reflexie (R=0,8) care, dupa parerea noastra,
se identificad ca reflexia monofononicd. Numarul de unda caracteristic pentru vibratia
longitudinala optica a retelei cristaline este foarte aproape de minimul absolut (R=0,09)
cu frecventa 240,4cm™. Cu ajutorul transformarilor Kramers-Kronig din spectrul R(¥) s-
au determinat functiile optice €1(V), €2(¥), Nn(V) si k(¥). Prin metoda variatiilor in limitele
(228<vo<242)cm™ si (0,09<y<0,11) s-a ajuns la o coincidenta satisficdtoare a curbei
experimentale R(¥) pentru coeficientul de atenuare y=0,09 si vo=230,4cm,

S-au studiat si structurile spectrelor de reflexie de la suprafata prelucratd mecanic
a placilor de antimonid de galiu nedopat si antimonid de galiu dopat cu fier in concentratii
de 1% si 3% 1in regiunea reflexiei monofononice. Din comparatia rezultatelor
experimentale pentru GaSb neprelucrat mecanic cu cele obtinute pentru GaSb dopat
prelucrat mecanic. Se evidentiaza cd banda de reflexie monofononica (regiunea spectrala
1+44um) de la suprafata prelucrata mecanic este puternic atenuata. Variatia coeficientului
de reflexie in aceastd regiune de numai (15+25)% pe cind in reteaua de la suprafata
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naturald a monocristalului este de 80%. Punctele caracteristice ale acestei benzi (minimul
functiei R(V) care se identifica cu vibratiile longitudinal optice ale retelei cristaline (VL)
si maximul indentificat ca vibratie transversal-optic 1o corespund numerelor de unda
247cmt si 225cm™ respectiv. Majorarea numarului de unda pentru fononul longitudinal
optic cu 7cm™ si o micsorare cu 1,7cm™ pentru ¥ro indicd despre deformarea retelei
cristaline mult mai pronuntat pe directia perpendiculara la suprafata esantionului.

Micsorarea cu ~20 ori a coeficientului de reflexie normald in maximul benzii
monofononice in rezultatul degradarii (prin slefuire) a suprafetei reflectante este cauzata
de doi factori si anume: neluarea in consideratie a reflexiei difuze de la suprafata
esantionului (granularea suprafetei este mai mare decit lungimea de unda a radiatiei
incidente) si deformatiile mecanice propiu-zise a retelei cristaline (GaSh).

Doparea antimonidului de galiu cu fier contribuie la formarea unei benzi de reflexie
cu maxim la 1,5eV, fapt care demonstreaza indirect despre prezenta unei faze cristaline
noi la suprafata esantioanelor dopate cu fier.

Din spectrul de reflexie in regiunea vibratiei monofononice a probelor de antimonid
de galiu dopate cu fier (concentratia pinad la 1% atomar), s-au calculat functiile optice
luindu-se in consideratie frecventele de vibratie a plasmei in cele doud minime (I" si L).
Functiile optice experimentale si cele calculate pe baza modelului benzii de reflexie simple
s-au determinat frecventele de vibratie a plasmei in minimele benzii de conductie s-a
demonstrat cd frecventele de vibratie a plasmei sunt in slaba crestere.

Analiza structurii spectrelor de reflexie au permis determinarea experimentala a
energiei fononilor transversali optici egald cu 230,4cm™. Defectele granulare la suprafata
placilor monocristaline de antimonid de galiu genereaza vibratii suplimentare a retelei
cristaline la numerele de undi 225cm™ si 247cm™. Aceste vibratii sunt determinate de
variatia constantei fazei in legaturile Ga-Sb. S-a stabilit, in rezultatul tratamentului
mecanic al suprafetei, reteaua cristalind se deformeaza anizotrop. Fierul introdus in
antimonidul de galiu serveste ca stabilizator al suprafetei probelor de antimonid de galiu
supus tratamentului mecanic. In rezultatul tratamentului mecanic al monocristalelor de
antimonid de galiu nedopat si dopat cu fier au loc trei tipuri distincte de deformatii ale
retelei cristaline si respectiv trei tipuri de defecte de suprafatd cu parametrii r1=1,06r0;
r.=1,14ro; r3=1,23ro; ro — este constanta retelei cubice nedeformate.
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OMOLOGII SI STRUCTURI ABSTRACTE
Mitrofan CIOBANU, academician, dr. hab., prof. univ.
Universitatea de Stat din Tiraspol

Rezumat: Fie R un inel si G si un R-modul. Notam cu S(X,G) R-modul cuvintelor cu alfabetul X si
coeficientii din G. Sistemul T = {Ex, hn: n e N} se numeste sir de multimi orientate, daca satisface conditiile:
multimea E, este nevida si ho: Eq—0 este 0 aplicatie; daca n > 1 si multimea En este vida, atunci si multimea
En+1 este vida; daca n> 1 si multimea E, este nevida, atunci hy: En—>S(En-1, G) este o aplicatie. daca n > 2,
X €Ensi hn(X) = aix1 +az X2 + ... +@m Xm, atunci G-cuvantul hn.1(ha(X)) = aihna( X1) + azhna(xe) + ... + am
hn-1(Xm) este echivalent cu cuvantul nul 0 din S(En2, G). In lucrare se propune o metoda de construire a
grupurilor de omomologii si coomologii cu ajutorul conceptului de sir de multimi orientate.

Abstract: Let R be a ring and G be an R-modul. Denote by S(X,G) the R-modul of all words with the
alphabet X and coeficients from G. System T = {E,, ha: ne N}it is called a sequence of oriented sets if: the
set Eo is non-empty and ho: Eo—0 is a mapping; if n > 1 and the set Enis empty, then the set En+1 is empty
too; if n> 1 and the set E, is non-empty, then hy: Eq—S(En-1, G) is a mapping; if n> 2, x eE,and ha(X) =
aiX1 +az X2 + ... +am Xm, then the G-word hn.1(hn(X)) = @ihn1(X1) + azhna(x2) + ... + am hna(Xm) it is equivalent
with the word 0 from S(En,, G). We prepose a method of construction of homological groups and
cohomological groups applying the concept of the sequence of oriented sets.

1. Introducere
Topologia face parte din categoria disciplinelor de baza in matematica. Topologia
algebrica ofera metode eficiente de studiere a spatiilor topologice si a structurilor adiacente
lor prin intermediul structurilor discrete de tip algebric: grupuri, module, spatii vectoriale,
grupuri gradate, algebre etc.

In lucrarea prezenti se introduce notiunea de sir de mulsimi orientate, care este o
generalizare a notiunii de complex de languri . Orice sir de multimi orientate genereaza un
complex de lanturi, care la randul sdu genereaza un sir de omologii si un sir de coomologii.
Acest fapt simplifica construirea sirurilor de omologii si de coomologii pentru complexul
de cuburi abstracte si complexul de relatii multi-are [4].

2. Un formalism de construire a grupurilor de omologii si coomologii

In acest paragraf se va descrie o metoda generald de construire a unui complex: un sir de
module si omomorfisme. Examindm numai grupuri abeliene. Notam cu Z inelul numerelor
intregi, iar N = {0, 1, 2, ... }.

2.1.Module. Fie R un inel. Se numeste R-modul sau simplu modul un grup abelian G astfel
incat pentru orice Xe G si orice Ae R este determinat produsul A xe G si se satisfac
urmatoarele restrictii: A(x+y) = Ax+Ay, (A+w)x = Ax+ux, A(ux) = (Au)x pentru orice X, y €
G si 4, u e R. R-modulul G se numeste unitar, daca R este un inel cu unitate si 1x = x pentru
orice x e G. Orice grup abelian este un Z-modul unitar. Ideal al R-modulului G se numeste
un asa subgrup H al grupului G pentru care R-H = { A x: xe H, A.e R} cH. Daca H este un
ideal al R-modulului G, atunci in mod univoc se construieste R-modulul-cat G/H si factor-
omomorfismul pu: G — G/H pentru care nucleul Ker(pn) = pu*(0) = H. R-modulul-cat
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G/H este format din clase de echivalente de forma x+H la echivalenta: x~y daca si numai
daca x-y e H.

2.2. Ideale si omomorfisme. Fie A, B douda R-module, L un ideal al modulului A, M un
ideal al modulului B, f: 4 — B un omomorfism si f(L) <M. Atunci f(x+H) <f(x)+M pentru
orice X € G. Obtinem ca f aplica o clasa de echivalenta din A/L intr-o clasa de echivalenta
din B/M. Deci f este si 0 aplicatie al R-modulului A/L in R-modulul B/M. Aplicatia f: A/L
— B/M este un omomorfism si fep. = pwef, adica este comutativa diagrama:

A f B
pLi ipM
A/L f B/M.

Omomorfismul f: A/L — B/M se numeste omomorfism indus de omomorfismul f:
A — B. Daca B = f(A) si L = f}(M), atunci f: 4/L — B/M este un isomorfism.
2.3.Module de lanturi. Fixam un inel R si un R-modul G.
Fie E 0 multime nevida. Expresia formala ¢ = aiX1 +az2 X2 + ... +am Xm, Unde Xz, X2, ..., Xm€
E si ai, a, ..., ane G se numeste G-cuvant de lungimea < n. Simbolul 0 se considera G-
cuvant de lungimea 0. Daca o: {1, 2, ..., m}—>{1, 2, ..., m} este 0 permutare si C = a;x; +a
X2 + ... +an Xn este un G-cuvant, atunci G-cuvintele ¢ = aixs +az X2 + ... +a@m Xm sl Co=
Ao()Xo(1) Fac2)Xo(2) T+ ... Facsm) Xo(m) S€ considera echivalente si se identifica. Clasele de G-
cuvinte echivalente formeaza un modul notat prin S(E,G). Fiecare element din S(E,G) se
numeste E-lant cu coeficienti din G. Modulul S(E,G) este suma directd a E exemplare a
modulului G. Modulul S(E,G) poate fi identificat cu totalitatea aplicatiilor f: £ — G cu
proprietatea: multimea {x e E : f(x) # 0} este finita. Modulul S(E,G) poate fi prezentat si
ca un submodul al produsului cartezian GE. Din acest punct de vedere, considerim S(&,
G) = {0}.
Daca H este o submultime nevida a multimii E, atunci S(E,G) este un ideal al modulului
S(E,G). Construim aplicatia multivoca Supe: S(E,G) — E la care Supe(c) = »{H cE: ce
S(H,G)} pentru orice ¢ € S(E,G). Multimea Supe(c) se numeste suportul elementului ¢ €
S(E,G). Multimile Supe(c) sunt finite si numai pentru ¢ = 0 multimea Supe(c) este vida.
Daca c= aixq +az X2 + ... +am Xm, Unde as, ay, ... ame G \{0} si X1, X2, ... Xm € E sunt elemente
diferite, atunci Supe(c) = {X1, X2, ... Xm}-
Orce aplicatie g: E —Y genereazd un unic omomorfism g: S(E,G) — S(Y,G) pentru
care g(aixi +az X2 + ... +am Xm) = aig(X1) +azg(x2) + ... +amg(xm). De asemenea, orice
aplicatie g: E — A, unde A este un R-modul, genereazi un unic omomorfism g: S(E,G)
— A pentru care g(aiXi +az2 X2 + ... +am Xm) = a1g(x1) +azg(x2) + ... +amg(Xm).
2.4. Exemplu. Fie R = G = Z si E 0 multime nevidi. Notam -E = {-x: X €E}si E" = E(-
E). Atunci expresia formald ¢ = X1 + X2 + ... + Xm, Unde X1, Xz, ..., Xme E* se numeste Z-
cuvant de lungimea m. Simbolul 0 se considera Z-cuvant de lungimea 0. Daca o: {1, 2, ...,
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m}—{1, 2, ..., m} este 0 permutare si C = X1 + X2 + ... + Xm Un Z-cuvant, atunci Z-cuvintele
C=X1+ X2+ ... + Xm sl Co = Xo1) + Xo2) T ... + Xo(n) S€ considera echivalente si se identifica.
Clasele de Z-cuvinte echivalente formeaza Z-modulul liber (grupul abelian liber) F(E)
generat de multimea E. Vom avea E < F(E) =S(E,Z). Orice aplicatie g: E —Y genereaza
un unic omomorfism g: F(E) — F(Y) pentru care g = g |E. De asemenea, orice aplicatie
g: E —A, unde A este un Z-modul (grup abelian), genereaza un unic omomorfism g:
F(E) — A pentru care g = g |E. Si in acest caz vom avea aplicatia suport Supe: F(E) —
E.Fiex e Esiae G. Atunci -x € E” si consideram ci a(-x) = (-a)x. Prin urmare elementele
ae Gsic=x1+ x2+ .. + Xne F(E) determina elementul ac = ax; +a x2 + ... +
axmeS(E,G).

2.5. Exemplu. Fie R = G si E 0 multime nevidi. Notdm -E = {-x: x €E} si E* = E(-E).
Atunci expresia formala c= aiXi +az X2 + ... +am Xm, UNde X1, X2, ..., Xme E si ay, @z, ..., ame
R, se numeste R-cuvant de lungimea < m. Simbolul 0 se considera R-cuvant de lungimea
0. Dacac: {1, 2, ..., m}—>{1, 2, ..., m} este 0 permutare si C= aixy +az X2 + ... +am Xm uUn R-
cuvant, atunci R-cuvintele c= aixy +az X2 + ... +@m Xm Sl Co = @o(1) Xo(1) + Ac(2) Xo2) + ... +
ao(m) Xom) s€ considerd echivalente si se identifica. Considerdam 0 + ¢ =c + 0 = ¢ pentru
orice R-cuvant €. Dacd c= aiX1 +az X2 + ... +am Xm, elementele xi, Xz, ..., Xm € E sunt diferite
sl ai, a2, ..., ane R\{0}, atunci cuvantul ¢ se numeste simplu. Cuvantul O se considera
simplu. Orice cuvant este echivalent cu un cuvant simplu. Clasele de R-cuvinte echivalente
formeaza R-modulul liber S(E, R) generat de multimea E. Identificam X € E cu 1x. Vom
avea E = S(E,R). Orice aplicatie g: E —Y genereaza un unic omomorfism g: S(E,R) —
S(Y,R) pentru care g = g |E. De asemenea, orice aplicatie g: E —A, unde A este un R-
modul genereazi un unic omomorfism g: F(E) — A pentru care g = g |E.

2.6. Module de omomorfisme. Fixam un inel R. Fie A si B R-module si /- 4 — B un
omomorfism. Notam cu Hom(A,G) totalitatea omomorfismelor g: 4 — G. Pentru orice
doua omomorfisme g, & :4 — G se determina suma g+h: (g+h)(x) = g(x)+h(x) pentru
orice X € A. Daca A e R, atunci Af, unde (Af)(x) =A(f(x)), este de asemenea un omomorfism.
Prin urmare Hom(A,G) fata de aceste operatii este un R-modul, numit modulul de
omomorfisme. Omomorfismul /' 4 — B genereaza omomorfismul dual f: Hom(B,G) —
Hom(A,G), unde f(g) = g e f pentru orice g e Hom(B, G).

Daca ge Hom(A, G) si Xxe A, atunci notam (g,x) = g(x).Obtinem operatorul de evaluare
(.,.y : Hom(A, G)x A — G care pentru orice X € A generecaza omomorfismul ex : Hom(A, G)
— G, unde ex(g) = (g,X) = g(x). Putem considera ca ex = (.,x)|Hom(A, G){x}.

2.6. Complexe de lanturi. Fixdm un inel R. Orice modul se considera R-modul.

Se numeste complex de lanturi un sir C = {Cp, 0h: ne N} format din modulele C, si
omomorfismele on+1: Ch+1 — Ch cu proprietatile:
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- 0o: Co — 0 este omomorfismul in modulul trivial format numai din elementul O;

- On0On+1= 0, adica On (On+1(Cn+1)) ={0}Chn+1, pentru orice n > 1.
Omomorfismele 0n se numesc operatori de frontiera sau diferentiali. Complexul de lanturi
poate fi scris sub forma
o™ Cre1 > Ch—...— (2 —»C1 — Co — 0.
Un sir A — B —C format din trei module si doua omomorfisme f> 4 — B,g: B — C se
numeste:

- semiexact in terminul B, daca Imf = f(A) =g*(0) = Ker g;

- exact in terminul B, daca Imf = f(A) = g}(0) = Ker g.
Sirul A — B — C format din trei module si omomorfismele f- 4 — B, g: B — C se
numeste direct sau despicat sau scindat, daca modulul B = A @ C este suma directa a
modulelor Asi C, f: A — B este o scufundare isomorfica si g: B— C este proiectia naturala.
Conform definitiei, complexul de lanturi
™ Cri1 > Ch—o... > C2—>C1—> Co— 0
intotdeauna este semiexact, adica semiexact in fiecare termin Cp. Fixam un complex de
lanturi C = {Cy, on: ne N}. Elementele din C, se numesc lanturi n-dimensionale. Lantul
c € C,se numeste ciclu n-dimensional, daca onc = 0, adica c € Ker 8, . Modulul format din
cicluri n-dimensionale se noteaza cu Zn(T). Lantul ¢ e C,se numeste lant n-dimensional de
frontiera, daca ¢ = On+1(c’) pentru un careva lant n+1-dimensional c'eC, , adica
celmo,,, =0,.,(C..,).Modulul format din lanturi n-dimensionale de frontiera se noteaza
cu Bn(T). Submodulele Zx(T) si Bna(T) sunt ideale ale modulului Cn. Modulul Hq(T) =
Zn(T)/Bn(T) se numeste modul sau grup n-dimensional de omologie al complexului de
lanturi T. Deoarece On+1(Zn+1(T))=Zn(T)si On+1(Bn+1(T))=Bn(T)<=Zn(T), vom considera
On+1= On+1]Zn+1(T). Fie pn: Zn(T)— Hn(T) = Zn(T)/Bn(T) proiectia naturala. Atunci
omomorfismull on+1 induce omomorfismul On+1 : Hn+1(T) — Hn(T) astfel incat pnedn+1 =
On+19Pn+1. In rezultat se obtine sirul de omologii H(T) = {Hn(T), dn: ne N} al complexului
de lanturi T\:
oo™ Hn1(T) = Hi(T)—...— Hao(T) ->Hi(T) — Ho(T) —0.
Este evident ca sirul de omologii H(T) este si un complex de lanturi.
2.7. Complexe de co-lanturi. Fixdm un inel R. Orice modul se considerda R-modul. Se
numeste complex de co-lanturi un sir C = {Cp, dn: ne N} format din modulele C; si
omomorfisme dn+1: Cn — Ch+1 cu proprietatile:

- 80: 0 > Cpeste omomorfismul modulului trivial;

- On+10n =0, adica dn+1 (0n(Ch-1)) ={0}Chn+1, pentru orice n > 1.
Omomorfismele 3n se numesc operatori de frontiera sau diferentiali. Complexul de co-
lanturi poate fi scris sub forma

0—>Co—C1—C2—...— Ch1— Ch—Che1—...... )
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Conform definitiei, complexul de co-lanturi intotdeauna este semiexact, adica semiexact
in fiecare termin Cp.

Fixam un complex de co-lanturi C = {Cy, dn: ne N}. Elementele din C, se numesc co-
lanturi n-dimensionale. Co-lantul ¢ € Ker &,,, se numeste co-ciclu n-dimensional. Idealul

n+1

format din toate co-ciclurile n-dimensionale se noteaza cu Z"(T). Lantul ¢ e C, se numeste

lant n-dimensional de frontiera, daca ¢ = dn-1(c') pentru un careva co-lant n-1-dimensional
c'eC,, adicd celms, =5,(C, ;). Modulul format din co-lanturi n-dimensionale de
frontiera se noteaza cu B"(T,G). Modulul H"(T) = Z"(T)/B"(T) se numeste modul sau grup
n-dimensional de coomologie al complexului de co-lanturi T. Deoarece
Sn+1(Z"(T))=Z"™(T)si Sn+1(B"(T))=B™H(T)=Z"*1(T), vom considera Sn+1= 8n+1|Z"(T). Fie
pn: Z(T)— H"(T) = Z"(T)/B"(T)proiectia naturala. Atunci omomorfismul dn+1 induce
omomorfismul n+1 : H" (T) — H™Y(T) astfel icat pn+108n+1 = Sn+10Pn. In rezultat se obtine
sirul de coomologii H*(T) = {H"(T), dn: ne N}al complexului de co-lanturi T :

0— HY(T)—HYT)— H¥(T) —...— H'(T) —» H"™(T)—... .

Este evident ca sirul de coomologii H*(T) este si un complex de co-lanturi.
2.8.Complexul G-dual. Fixam un inel R si un R-modul G. Complexul de lanturi C = {C,,
dn: ne N} genereaza complexul de co-lanturi T(G) = {Hom(Cn,G), &n: ne N}. Vom spune
ca complexul T(G) este G-dualul complexului T . Sirul de coomologii H*(T(G)) =
{H(T(G)), on: ne N} se va numi sirul de coomologii cu coeficienti din G al complexului
de lanturi T .

Complexul de co-lanturi C = {Cy, 6n: ne N} genereaza complexul de lanturi T(G)
={Hom(Cn,G), &n: ne N}. Vom spune ci complexul T(G) este G-dualul complexului T .
Sirul de omologii H(T(G)) = {Hn(T(G)), &n: ne N} se va numi sirul de omologii cu
coeficienti din G al complexului de co-lanturi T .
2.9.Siruri de multimi orientate. Fixam un inel R si un R-modul G.

Sistemul T = {En, hn: ne N} se numeste sir de mulsimi orientate, daca satisface conditiile:
(1) multimea Eo este nevida si ho: Eo—0 este o aplicatie;
(i)  daca n>1 si multimea En este vida, atunci si multimea En+1 este vida;
(ifi)  daca n>1 si multimea E, este nevida, atunci hn: En—>S(En-1, G) este o aplicatie.
(iv) dacan>2,x eEnsihn(X) =axy +az X2 + ... +am Xm, atunci G-cuvantul hn-1(hn(X))
= aihn1( 1) + azhn-1(x2) + ... + @m hn-1(Xm) este echivalent cu cuvantul nul 0 din
S(En-2, G).
Fie T = {En, hn: ne N} un sir de multimi orientate. Modulul S(En,G) se numeste modulul
de lanturi n-dimensionale al sirului T cu coeficienti din G si ce noteaza cu Sn(T,G). Daca
multimea En este vida, atunci Sn(T,G) = {0}c G. Daca n > I si multimea En nu este vida,
atunci construim aplicatia multivoca 7n: En — En1 la care 7n(X) = »{H < Ena: ha(X) €
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F(H)} = Supen-1(X). Daca ha(X)= aixy +a2 X2 + ... +am Xm, unde ai, az, ... ame Z \{0} si x1,
X2, ... Xm€ En-1 sunt elemente diferite, atunci /n(x) ={X1, X2, ... Xm}. Vom spune ca /Iy, este
aplicatia suport a aplicatiei hn, iar multimea 7n(x) este frontiera elementului X e Enin En.1.
In cazul cand multimea E, este vida aplicatia /7 este triviali. Elementul ha(X) reprezinti
0 orientare” a frontierei.
Consideram omomorfizmul trivial do: So(T,G)—>S.1(T,G) =0. Daca multimea En+1 este
vida, atunci consideram omomorfizmul trivial On+1:Sn+1(T,G) = {0} < Sn(T,G). Fien>1
si multimea En+1 nu este vida. Aplicatia hn+1: En+1—>F(En) genereaza omomorfismul
On+1= hne1: Snei(T,G) — Sn(T,G), unde On+1(arxs + @Xz + ... + @ Xn) = a1 hnet( X1)
+ashn+1(x2) + ... +amhn+1( Xm) pentru orice G-cuvant aix: +az X2 + ... +am Xme Sn+1(T,G).
Daci X e En+1, atunci consideram cd hn+1(-X) = -hn+1(X). In acest caz omomorfismul de
frontiera On+1 este bine definit.
In rezultat se obtine complexul de lanturi S(T,G) = {Sa(T,G), &n: ne N} si complexul de
colanturi G-dual S*(T,G) = {S"(T,G), &n: ne N} al sirului de multimi orientate T = {En, hn:
ne N}:
Complexul de lanturi S(T,G) = {Sn(T,G), on: ne N} induce sirul de omologii H(T,G) =
{Hn(T,G), on: ne N} al sirului de multimi orientate T = {En, hn: ne N}:
.. Ho1(T,G) — Hn(T,G)—...— Ho(T,G) —H1(T,G) — Ho(T,G) —0.
Complexul de co-lanturi S*(T,G) = {S"(T,G), on: ne N} induce sirul de coomologii
H*(T,G) = {H"(T,G), dn: ne N} al sirului de multimi orientate T = {En, ha: Ne N}:
0 — H(T,G) -H{T,G) -H*(T,G) — ... —» H(T,G) — H"'Y(T,G)—... .
Nota. Daca n> 1, multimea En nu este vida si multimea En+1 este vida, atunci:

- Hn(T,G)=2Zx(T,G);

- Hm(T,G)=0 pentru oricem > n+1.

Notam cu V(T) = max{n: En nu este vida,.

Definitia 1. Sirul de mulsimi orientate T = {En, ha: ne N}se numeste singular, daca
mulfimea hn(E2n)= {han(X): X € Eon} genereaza algebric modulul F(E2n-1) pentru orice n>
1.
Definitia 2 ([11], Definitia VV.4.7). Sirul de mulzimi orientate T = {En, hn: n e N} se numeste
similar cu un punct, daca 0an > San(T,G)) — S2n-1(T,G) este o bijectie pentru orice n> 1.
Orice sir de multimi orientate similar cu un punct este si un sir singular de multimi
orientate.
Teorema 1. Fie T = {En, ha: ne N} un sir singular de mulsimi orientate. Atunci:

1. v(T) este numar par sau V(T) =co.

2. Hon1(T,G)= 0 pentru orice n> 1.

3. 02n (San(T,G)) = San-1(T,G) pentru orice n> 1.

4. Ho(T,G) = S(Eo, G) si Han(T,G) = Zon(T,G) pentru orice n > 1.
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5. Daca complexul de omologii este exact, atunci Ha(T,G)= 0 pentru orice n> 1.
Demonstratie. Observam ca Z(Eo, G) = S(Eo, G). Fixam n > 1. Din faptul ca multimea
hn(E2n) = {h2n(X): X € E2n} genereaza algebric modulul F(E2n-1) rezulta ca Eon1 = (A 12n(X):
Xe Ean} si 02n(S2n(T,G)) = Son-1(T,G). Daca E2n este multime vida, atunci si Eon- este
multime vida. Deci V(T) p este numar par sau V(T) =co, Bon(T,G)) = 0, Z2n-1(T,G) = Ban-
1(T,G) = Son1(T,G),Ban(T,G) = 0, iar Zon(T,G) < Son(T,G). Daca aplicatia d2n @ San(T,G))
— S20.1(T,G) este o biectie, atunci Zxn(T,G) = 0. Afirmatiile 1-4 sunt demonstrate.
Afirmatia 5 este 0 consecinta a afirmatiei 2.

Urmatoarea afirmatie este evidenta si a fost demonstratd in ([11], Teorema V.4.8).
Teorema 2. Fie T ={En, ha: ne N} un sir de mulsimi orientate similar cu un punct. Atunci
Ho(T,G) = C(Eo, G), iar Hn(T,G)= 0 pentru orice n> 1.
Admitem ca este data o clasa de obiecte QQ, numite spatii, cu proprietatile:
K1. Pentru orice obiect AeQ sunt determinate subobiectele, subobiecte admisibile,
subobiecte deschise si complementarile lor.
K2. Pentru orice obiecte A, B €Q2 sunt determinate morfismele si scufundarile 4 — B.
K3. Pentru orice obiect A € 2, inelul dat R si orice R-modul G in careva mod se construiesc
sirul de omologii H(A,G) = {Hn(A,,G), on: ne N} si sirul de coomologii H*(A,G) =
{H"(A,G),6n: ne N}.
Eilenberg si Steenrod (vezi [11]) au propus urmatoarele axiome ale teoriilor de
omologii.

Axioma 1. Axioma comutativitatii.

Orice morfism A — B si orice omomorfism G1— G» genereaza diagrame comutative

Hn+1(A,G1) — Hn+1(B,G2)

i

Hn(A,G1) — Hn(B,G2)

pentru orice n.

Axioma 2. Axioma exactitdtil.

Aceasta axioma presupune exactitatea sirului de omologii.

Axioma 3. Axioma omotopiei.

Pentru a formula aceastd axioma este necesar de definit notiunea de “omotopie” pentru

obiectele (spatiile) din Q. Apoi se definesc spatii omotopic echivalente. Axioma

omotopiei presupune ca la obiectele “omotopic” echivalente grupurile de omologii
coincid.

In legiturd cu aceasti axiomi este bine veniti notiunea de “retract”, care este un

morfism special al obiectului pe un subobiect.

Axioma 4. Axioma exciziei.
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Pentru a formula aceasta axioma este necesar de definit pentru perechea (X, Y), unde Y
este subspatiu admisibil al spatiului X, grupurile de omologii Hn(X,Y). Daca U este o
multime deschisa in X si U < Y, iar perechea (X \ U, Y \U) este admisibila, atunci
incluziunea (X \ U, Y \U) —> (X,Y) genercaza scufundari isomorfe Hn(X \ U, Y
\U)—>Hn(X,Y).
Axioma 5. Axioma dimensiunii.
Aceasta axioma presupune: daca obiectul A este format dintr-un singur ”element”, atunci
grupurile Ho si G sunt isomorfe, iar H, = {0} pentrun> 1.
Din teoria generala a omologiilor [11, 17, 20] se obtine:
1. Daca sirul de omologii H(T,G) = { Hna(T,G), 0n: n e N} este exact, atunci si sirul de
coomologii H*(T,G) = {H(T,G), 8n: ne N}} este exact.
2. Daca sirul de omologii H(T,G) = {Hn(T,G), on: n & N} este exact si direct, atunci si
sirul de coomologii H*(T,G) = {H"(T,G), 8n: ne N}} este exact si direct.
2.10. Referitor la omologii poliedrale. Se numeste complex poliedral o familie y de
poliedre simple cu proprietatile: daca Pey si H este o fateta a poliedrului P, atunci
Hey; daca P, Qey, atunci P si Q sau nu se intersecteaza, sau ele au o fateta comuna
de o anumita dimensiune.

Fixam un complex poliedral y. Notam cu E; totalitatea poliedrelor de dimensiunea
n din y. Pentru a construi sirul omological de multimi T = {Es, hn: ne N} trebuie sa
determinam si aplicatiile hn. Cu acest scop, este necesar sa orientam poliedrele din y.

Vom spune ca pe poliedrul n-dimensional P este data o orientare coerenta, daca
fiecarei fatete H i se pune in corespondenta un numar o(H) €{-1,1} astfel incat pentru
orice m <'n si orice fateta m-dimensionala H vom avea Z{o(F): F este o fata m-2-
dimensional pentru H} = 0.

Admitem ca pentru fiecare poliedru P ey este fixatd o orientare coerenta. Atunci
notam hn(P) = Z{o(F)F: F este o fateta n-1-dimensional pentru P} pentru orice poliedru
n-dimensional P ey. In aceste conditii sirul de multimi orientate T = {En, hn: ne N} este
construit. Apoi se construiesc si se cerceteaza grupurile sau modulele de omologii si
coomologii. De asemenea se demonstreaza ca aceste obiecte nu depind de orientarea
coerenta fixata.

2.11. Exemplu. Simplexul n-dimensional este un tetraedru n-dimensional. El este
determinat de n+1 varfuri ale lui. Din aceastd simplexul n-dimensional abstract este o
multime din n+1 elemente diferite. Simplexul abstract cu varfurile ao, ai, ...,an se noteaza
[ao, &, ...,an/. Dacda c: {0, 1, 2, ..., n}—>{0, 1, 2, ..., n} este o permutare si sgn c = 1, atunci
[as(0), As(), .- 80(n)/ = [Q0, A1, ...,An/.

Pe fiecare simplex /ao, ai, ...,an/ exista o orientare admisibila. Consideram ca ordinea

elementelor ao, a1, ...,an este fixata. O fatd n-1-dimensionalad are forma = /ao, au, ...,ai1,
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ai+1,...,an/ si orientarea o(/ao, ax, ...,ai-1, @i+1,...,an/) = (-1)'. Firi obstacole se determini ci
aceastd orientare este coerentd. Vom considera ca pe fiecare simplex este fixata o orientare
construitd Tn modul indicat. Nu se cere ca orientarile la diferite simplexe sa fie acordate.
Un complex simplicial abstract este o pereche ordonata de multimi K = (V, F), unde V este
0 multime nevida de elemente numite varfurile complexului, iar F este o familie de
submultimi finite a multimii V, numite simplexe, cu proprietatile: daca ve K, atunci {v}
e F; daca f e F si g este submultime nevida a multimii F, atunci g € F; daca fe F contine
k+1 elemente din V, atunci k se numeste dimensiunea simplexului f.

Fixam un complex simplicial abstract K = (V, F). Vom considera ca pe multimea V este
fixatd o ordine liniara sau o bine ordonare. Notam cu En totalitatea simplexelor n-
dimensionale din K. Atunci Eo ={{v }: v € V}. Daca f e E,, atunci f = /ao, ai, ...,an/ sl
ordinea elementelor ao, a1, ...,an coincide cu ordinea din V. Conform acestei ordonari
orientam toate simplexele din K. Fie f = fap, as, ...,an ki fi= [ao, ay, ...,ai-1, @i+1,...,an /. Atunci
notam hn(f) = Z{(-1)fi: i<'n}. In aceste conditii sirul de multimi orientate T(K) = {En, hn:
ne N} este construit. In rezultat se obtine complexul de lanturi S(K,G)= {Sn(K,G), én: ne
N} si complexul de colanturi G-dual S*(K,G)= {S"(K,G), dn: ne N} al sirului de multimi
orientate T(K)= {En, hn: ne N}. Complexul de lanturi S(K,G) si complexul de colanturi
S*(K,G) nu depind de ordonarea si orientarile simplexelor. Deci pentru orice complex
simplicial abstract K se determina sirul de omologii H(K,G) = {Hn(K,G), 6n: n e N} si sirul
de coomologii H*(K,) = {H"(K,G), 8n: ne N}. Aceste siruri sunt exacte [5, 10,11, 17, 19,
20, 9].

2.12. Exemplu. Complexele cubice abstracte permit construirea omologiilor si
coomologiilor cubice. Este suficient sd construim orientari coerente pe cubul abstract n-
dimensional I". Vom efectua aceasta inductiv. Cubul 1° = {0} si se va considera orientat
pozitiv. Cubul I* = {0, 1} si are o pereche de fete F!1 = {I*10 = {0}, I*11 = {1}}. Admitem
ca pentru cubul n-dimensional I" coerent sunt definite n perechi de fete n-1-dimensionale
{F" = {I"o, I"u} : 1 <i <n}. Notam I" = 1"x{0, 1}, F™*% = {I"io = 1Miox{0, 1}, 1"y =
I"i1x{0, 1}} pentru orice i < n si F™hi = {1 nen0 = 17{0}, 1™ e = 1{13).
Considerdm cd o(I"*%j) = (-1).

2.13.Referitor la morfismele sirurilor de multimi orientate.

Definitia 1. Fie T1 = {E@n), han): ne N}si T2 = {E@n), hen: ne N} douda siruri de mulgimi
orientate. Sirul de aplicasii ¥ = {yn : Eqn— E@n) : ne N} se numeste morfism al sirului
de mulsimi orientateT: in sirul de mulsimi orientateTz si notam ¥ Tiy— Ta, dacd
1600 = hn) ey pentru orice n > 1, unde yn1: F(Ean1) —F(E@n-1) este omomorfismul
generat de aplicasia 1.

Teorema 1. Fie T1 = {E@n), han: ne N} si T2 = {E@n), hen): ne N} doua siruri de mulgimi
orientate, iar v = {yn: Ean— Een) : ne N} un morfism al sirului T1 7n sirul To. Atunci
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morfismul ¥ induce un sir de omomorfisme g = {un : Ca(T1,G) — Cn(T2,G): ne N} cu
proprietatile:
1. Pentru orice ¢ = aix1 +az2 X2 + ... +am Xm € Sn(T1,G) vom avea un(C) = a1yn(X1)
+azyn(X2) + ... +amyh(Xm).
2. O(1,n)®linn-1 =Lin®O2,n) Pentru orice n > 1.
3. 1tn(Zn(T1,G)) < Zn(T2,G) sigm(Bn(T1,G)) < Bn(T2,G) pentru orice n > 1.
4. Daca yn(E@n) = E@npentruorice n > 1, atunci si 1n(Bn(T1,G)) = Bn(T2,G) pentru
oricen > 1.
Demonstrare. Fie n > 1 si multimea E( nnu este vida. Pentru ¢ = aix: +azxx2 + ... +am Xm
€ Sn(T1,G) notam zn(C) = aryn(X1) +azym(x2) + ... +amyn(Xm). Obtinem un omomorfism
tn: Sn(T1,G)— Sn(T2,G). Vom avea 1n(Sn(T1,G)) = Sn(T2,G) daca wn(Ean) = Een). In
particular, A, este un omomorfism injectiv, o scufundare. Observam ca omomorfismul zn
= yn este indus de aplicatia wn. Omomorfismul un este surjectiv daca si numai daca
aplicatia ys este surjectiva.
Consideram complexele de lanturi S(T1,G) = {Sn(T1,G), Oun): ne N} si S(T2,G) =
{Sn(T2,G), O@n): Ne N}. Obtinem diagrama
Sn(T1,G) —tn — Sn(T2,G)
Oawn| @)
i
Sn-1(T1,G) —in-1 — Sn-1(T2,G).
Din egalitatea yn-10h@n) = hn) eyn Obtinem ci diagrama este comutativi: d(z,n)etm = Lin-
1 90 n). DeCign(Zn(T1,G)) < Zn(T2,G) si n-1(Bn-1(T1,G)) < Bn-1(T2,G). Prin urmare pm:
Zn(T1,G)— Zn(T2,G) este un omomorfism surjectiv. Din comutativitatea diagramei si din
faptul ca i si g1 vor fi omomorfisme surjective vom avea in-1(Bn-1(T1,G)) = Bn-1(T2,G).
Nota. Sirul de omomorfisme u = {un : Sn(T1,G) — Sn(T2,G): ne N} cu proprietatea
O(1,n) ®Linn-1 = Lin ®O2,n) PENtru orice n > 1 se numeste morfism al unui complex de lanturi in
altul.
2.14. Referitor la omotopia morfismelor sirurilor de multimi orientate.
Notiunea de omotopie a complexelor de lanturi a fost definitd de S. Eilenberg si N.
Steenrod ([11], Definitia V.4.1): Fie T1 = {San), 0 @n): ne N}si T2 = {Sen), Oen) : Ne
N}doua complexe de languri. Morfismele v, o= {wn, o : San— Sen : ne N} ale
complexului Tz in complexul T> se numesc omotopice, daca existd un sir de omomorfisme
D ={Dn: S@n— S@n+1) : N€ N} astfel incdt O@n+1)®Dn +Dn-1001.n) =¢n - wh pentru orice n

> ] si se spune ca D este o omotopie de transfer v in ¢ (Se nNoteaza D: y=@).
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Se demonstreaza ca relatia w=~¢ este o relatie binara de echivalenta ([10], Lema V.4.2).

Daca w=¢, atunci morfismele v, ¢ induc acelasi morfism al complexelor de omologii

([11], Teorema V.4.4).

Aceste notiuni in mod identic se extind pentru siruri de multimi orientate.

Definitia 1. Fie T1 = {E@n), han: ne N} si T2 ={E@n), hen: ne N} doua siruri de mulgimi

orientate. Morfismeley, o= {n, on: Eqny— E@n) : ne N} ale sirului Ty in sirul T2 se

numesc omotopice, daca exista un sir de aplicafii D ={Dn: Eq,n— F(E@n+1)) : n e N} astfel

incdt dn+1)Dn+ Dn.1eNwn) =¢n - wnpentru orice n > 1 si se spune cd D este o omotopie

de transfer w in ¢ (se noteaza D: y=p).

Urmatoarea teorema permite sa extindem proprietatile omotopiilor complexelor de lanturi

pentru siruri de multimi orientate.

Teorema 1. Fie T1 = {Ewn), han: ne N} si T2={E@n), hen: ne N} doua siruri de mulgimi

orientate, iar y, @ a complexelor:Ti— T2 doua morfisme ale sirului Ty in sirul T2. Daca
v, ={ vh, on:S(T1G) — Sn(T2,G): ne N} sunt sirurile de omomorfisme induse de

morfismele v, ¢, atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. v, @ sunt omotopic echivalente.

2w, ¢sunt omotopic echivalente pentru orice grup de coeficienyi G.

Demonstrare. Fie D: y~¢. Examinim sirul de omomorfisme D ={ Dn: S(Eqn), G) —

S(E@n+1), G) : ne N}, unde Dn(ax) = aDn(X) pentru orice n > 0, X eEwn si a € G. Din

D:y=~pobtinem D: y= ¢.

Daci G = Z, atunci Eqn C(Ewn), G) =F(Ean) si D = DI|Ewn. Prin urmare si din
D: w=~ @ obtinem D: 2. Teorema este demonstrati.

Corolarul 1. Relaria de omotopie a morfismelor sirurilor de mulgimi orientate este o

relarie de echivalenysa.

Corolarul 2. Morfismele omotopice ale unui sir de mulzimi orientate pe alt sir de mulgimi

orientate induc acelasi morfism al complexelor de omologii si acelasi morfism al

complexelor de coomologii.

Nota. Se poate spune ca Teoria Omologiilor incepe de la formula lui Euler, sau

caracteristica Euler a poliedrelor. In anul 1857 Riemann a introdus notiunea de varietate

si unele caracteristici omologice ca notiunile de gen si n-conexiune. Apoi in 1871 Betti [2]

demonstreazi independenta numerelor omologicale” de modul cum a fost aleasi baza. In

faimoasa sa lucrare "Analysis situs" Henri Poincaré [18] a introdus pentru prima data

notiunile de complex de lanturi simpliciale si de omologie simpliciala a varietatii

triangulabile. Studiul claselor omologice ca grupuri abeliene a fost initiat de Emmy

Noether, Leopold Vietoris si Walther Mayer in perioada 1925-1928 [23, 5, 17]. Cartile [1,

3, 10, 13, 18, 23] contin diverse momente din istoria aparitiei notiunilor topologice.

30



Conexiuni cu diverse domenii sunt reflectate in lucrarile [1, 4, 6, 10, 13, 16, 22, 24, 25,
26, 27].

Teorii omologice sunt construite in lucrarile [4, 5, 11, 12, 18, 20]. Rolul poliedrelor in
naturd si diverse teorii este oglindit in lucrarile [1, 3, 4, 7, 8, 9, 15, 16, 17].
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REFERITOR LA STUDIUL TOPOLOGIILOR DE RETEA
Mitrofan CIOBANU, academician, dr. hab., prof. univ.
Dorin PAVEL, dr., conf. univ. interimar
Universitatea de Stat din Tiraspol

Abstract. Topology allows one to naturally build a bridge between the discrete and the continuous. Any
topology is generated by some family of pseudo-quasimetrics. In particular, the topology of a finite space
is generate by some quasimetric. The results of this article contribute to study the networks from a
topological point of view. We have also contributed to some topological aspect of quasi-metric spaces.
Rezumat. Topologia permite sa se construiasca in mod natural o punte de legatura intre discret si continuu.
Orice topologie este generata de o familie de pseudo-quasimetrici. in special, topologia unui spatiu finit
este generata de 0 quasimetrica. Rezultatele acestui articol contribuie la studierea retelelor din punct de
vedere topologic. Contribuim, de asemenea, la un anumit aspect topologic al spatiilor quasimetrice.

1. Introducere

Fie X un To-spatiu finit. Pentru orice punct x din X notam cu Q(x) intersectia tuturor
multimilor deschise ce contin punctul dat x. Multimea Q(x) este cea mai mica multime
deschisa ce contine punctul x. Daca y e Q(X), atunci notam d(x, Y) = 0. In caz contrar,
consideram d(x,y) = 1. Functia d este 0 quasimetrica care genereaza topologia spatiului
finit X. Retelele sunt obiecte finite. Din aceasta cauza quasimetricele pot fi folosite la
studiul topologic al retelelor si grafurilor. in grafuri arcele pot fi ponderate cu marimi
diferite in diferite directii. Pentru unele directii ponderea poate fi egala cu zero. Din aceasta
cauza distanta pierde proprietatea de simetrie si face topologia grafului mult mai
complicata, dar generata de 0 quasimetrica si nu de 0 metrica. Acest fapt se aplica la studiul
topologiei retelelor. Mentionam ca quasmetricele si topologia au devenit un instrument de
cercetare a diferitor probleme legate de studiul tehnologiilor informationale [2, 6, 7, 8, 9,
15, 16]. Diverse notiuni generale pot fi gasite in [1, 3, 11, 12, 15]. Vom folosi terminologia
din [6, 9, 17]. In lucririle [4, 5] au fost examinate diverse spatii de distante. Acest articol

este o continuare a cercetarilor din lucrarile [4, 5].

2. Spatii quasimetrice
Se numeste distanta pe multimea X o functie d: X x X — X cu proprietatile:
(D1) d(x, y)) = 0;
(D2) d(x, y) + d(y,x) = 0, daca si numai daca x =y.
In acest caz perechea (X, d) se numeste spatiu cu distanta, iar X se numeste spatiu.
Fie (X, d) un spatiu cu distantd. Daca X e X si numarul r > 0, atunci B(x,r) = {y e
X: d(x,y) < r} se numeste vecinatatea punctului x de raza r. O submultime U din X se
numeste d-deschisa, daca pentru orice punct x € U exista un numar pozitiv r astfel incat
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B(x,r) < U. Totalitatea T(d) a submultimilor d-deschise formeaza topologia spatiului cu
distanta (X,d) sau topologia generata de distanta d. Aceasta topologie este To-topologie.
Distanta d se numeste quasi-metrica, daca satisface proprietatea:

(D3) d(x, y)+ d(y, z) >d(x, 2).

Fie X un spatiu topologic. Sirul {x» € X: n =1, 2,...} converge catre punctul x € X
si notam X e Lim X, sau lim xn = x, daca pentru orice vecinatate U a punctului x in X
multimea {x» : n =1, 2,..} \ U este finita. Spatiul X se numeste secvential, daca
submultimea L nu este inchisa in X daca si numai daca exista un punct x e X \ L si un sir
{xn e L: n =1, 2,...} pentru care lim x, = x.

Orice spatiu cu distanta este secvential. Nu orice spatiu topologic este secvential.
Nu orice spatiu secvential este spatiu cu topologia generatda de o distantd. Nu orice
topologie generata de o distanta este generata si de 0 quasi-metrica. Topologia generata de
0 quasi-metrica satisface primei axiome a numerabilitatii. Spatiul numerelor transfinite
numarabile in topologia generatda de ordinea obisnuita satisface primei axiome a
numerabilitatii si nu este quasi-metrizabil. Topologia spatiului cu prima axioma a
numerabilitatii este generata de o distanta.

Daca (X, d) este un spatiu cu distanta, {xn € X: n =1, 2,...} este un sir si X € X,
atunci lim x, = x daca si numai daca lim d(x,x») = 0.

Daca (X, d) este un spatiu cu distanta, atunci {x» € X: n =1, 2,...} se numeste sir
fundamental sau sir Cauchy, daca lim d(xm,xn) = 0. Spatiul cu distanta se numeste complet,
daca orice sir fundamental este Cauchy. In spatiul quasi-metric un sir Cauchy poate avea
mai multe limite.

Exemplul 2.1. Fie X ={a, b, cn : n =1, 2,...} este o multime cu toate elementele indicate
diferite. Consideram d(a,b) = d(b,a) = d(cn, &) = d(cn,b) = 1, d(a,cn) = d(b,cn) = 27", d(X,X)
= 0 pentru orice n =1, 2,... si orice X e X. Atunci d este o quasi-metrica pe X si sirul {cx :
n =1, 2,...} nu este fundamental, dar converge catre punctele a, b. Deci in spatiul quasi-
metric nu orice sir convergent este sir Cauchy si nu orice sir convergent are 0 unica limita.

S. Nedev pentru orice distanta d a introdus distanta conjugata d°(x,y) = d(y,x) si
distanta simetrica d*(x,y) = d(x,y) + d(y,x). Sunt adevarate urmatoarele afirmatii.
Propozitia 2.1. Spatiile cu distanta (X, d), (X, d°), (X, d®) au aceleasi siruri Cauchy.
Propozitia 2.2. Spatiile cu distanta (X, d), (X, d®) sunt complete, atunci si humai atunci
daca spatiul (X, d®) este complet.

Propozitia 2.3. Daca d este 0 quasi-metricd, atunci d® este 0 metrica.

Aceste afirmatii permit de a extinde multe afirmatii despre spatii metrice (complete)
pentru spatii quasi-metrice (complete).

Exemplul 2.2. Fie X o multime linear ordonata si pentru orice submultime non-vida L in
X exista infinimul inf(L) si supremul sup(L). Notam d(x,x) = d(x,y) = 0 si d(y,x) = 1, daca
X <y. Atunci (X, d) este un spatiu quasi-metric. Aplicatia f: X — X este continua daca si
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numai daca ea este isotona (pastreaza ordinea). Deoarece X este o latice completa, din
teorema lui Knaster-Tarski rezulta ca orice aplicatie continua f: X — X are puncte fixe si
cel mai mic punct fix.

Exemplul 2.3. Fie X ={0,n: n=1, 2,..}, d(n,m) = |n" —m?|, d(0,0) = 0, d(n,0) = 1 si
d(0,m) = m* pentru orice n, m > 0,. Spatiul cu distanta (X, d) este complet si compact, iar
spatiile cu distanta (X, df), (X, d°) sunt discrete si nu sunt complete. Spatiile topologice
(X, T(d)), (X,T(d%)), (X, T(d®)) admit metrici complete.

Exemplul 2.4. Fie X = {a, b, 1,2,...} multimea numerelor naturale impreuna cu doua
elemente diferite a, b. Consideram d(x,x)= 0, d(a,b) =d(b,a) =d(n, a) =d(n,b) =1, d(a,n)
=d(b,n) =2" sidmm)=|2"-2"| pentruoricex € Xsin,m € {1,2,...}. Atunci d este
0 quasi-metrica pe X si sirul {1,2,...} este fundamental care converge citre punctele a, b.
Spatiul (X, T(d)) este compact.

3. Topologia unui graf

Un graf este 0 pereche ordonata de multimi G = (V, E), unde V este o multime
nevida si finita de elemente numite nodurile (varfurile) grafului, iar E este 0 multime de
perechi de varfuri din graf. in cazul grafurilor neorientate, perechile de varfuri din
multimea E sunt neordonate si sunt denumite muchii. Perechea neordonata sau ordonata
formata din varfurile X si y se noteaza (X, y), varfurile x si y se numesc extremitatile
muchiei. Se admite existenta a mai multe muchii cu aceleasi extremitati. Muchia de tipul
(X, X) se numeste bucla. Daca exista 0 muchie cu extremitatile x si y, atunci varfurile X si y
sunt adiacente. In cazul grafurilor orientate, perechile de varfuri din multimea E sunt
ordonate si sunt numite arce. Perechea ordonata formata din varfurile X si y Se noteaza (X,
y), varful X se numeste extremitatea initiala a arcului, iar varful y se numeste extremitate
finala a arcului. Se admite existenta a mai multe arce cu aceleasi extremitati. Fiecare
extremitate a unei muchii (sau a unui arc) este considerata incidenta cu muchia (sau arcul)
respectiv. Se numeste grad al unui varf X numarul de muchii incidente cu varful x. Gradul
varfului X se noteaza cu gr(x). Se numeste varf izolat un varf care are grad 0. Se numeste
varf terminal un varf cu gradul 1.

Nota 3.1. Bucla (x,X) se considerda muchie dubla deoarece ambele ei capete au
acelasi varf. Deci fiecare bucla (x,x) mareste gradul gr(x) cu doua unitati.

Se numeste lans sau drum intr-un graf neorientat sau orientat, o secventa de varfuri
(v1,v2, ... ,Wk), unde varful vi este adiacent cu varful vi+1 pentru orice i < k. Orice drum poate
fi reprezentat si ca o succesiune de arce. Un lant este simplu, daca el nu contine de mai
multe ori aceeasi muchie sau arc. Un lant este elementar, daca el nu contine de mai multe
ori acelasi varf (cu exceptia,vi = vk). Dacd vi = Vg, atunci lantul se numeste inchis sau
contur. Se numeste ciclu un lant simplu inchis. Graful ce nu contine cicluri simple se
numeste arbore.
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Lantul (sau ciclul) care contine fiecare muchie a grafului exact o singura data se
numeste lant (sau ciclu) eulerian. Lantul (sau ciclul) care contine fiecare varf al grafului
exact o singura data se numeste lant (sau ciclu) hamiltonian.

In ciclul eulirean orice varf este varf initial al unei muchii de acelasi numar de cate
ori el este si varf final al altor muchii. Din aceasta cauza in asa grafuri toate varfurile sunt
pare. Graful se numeste conex daca orice doua varfuri pot fi unite cu un lant. Graful cu
lanturi hamiltoniene este conex.

L. Euler a stabilit urmatoarele teoreme:

Teorema 3.1. Graful neorientat G contine un lant eulerian care nu este ciclu, daca si numai
daca numai doua varfuri sunt impare (au grad impar).

Teorema 3.2. Graful neorientat G contine un ciclu eulerian daca si numai daca toate
varfurile sunt pare (au grad par).

Notam cu p(x,y) ponderea muchiei (x,y). De regula, p(x,y) si p(y,x) pot fi definite.
Asa graf se va numi ponderat asimetric. Daca p(x,y) = p(y,x) pentru orice muchie (x,y),
atunci graf se va numi ponderat simetric. Daca ponderile coincide la toate arcele, atunci
graful este orientat omogen. Se consider ca p(x, y) + p(y,x) = 0 daca si numai daca x =y.
lungime a unui lanz este numarul de muchii continute. Suma ponderilor muchiilor (arcelor)
din lant se numeste ponderea lantului.

Suma ponderilor muchiilor (arcelor) din lant se numeste ponderea lantului.

Notam prin d(v, w) valoarea minima a ponderilor lanturilor elementare, ce unesc
varful v cu varful w. Numarul d(v, w) exprima distanta de la v pana la w. in cazul cand de
la varful v pana la varful w nu exista nici un lant, se considera d(v, w) = oo. in graful cu
pondere omogena d(v,w) = d(w,v). Graful se numeste conex, daca min{d(v,w), d(w, v)}<oo
pentru orice doua varfuri v, w. Distanta d(v,w) satisface axiomele quasi-metricii, adica au
loc urmatoarele relatii:

1) d(x, y) + d(y,x) = 0 daca si numai daca x =y;

2) d(x, y)+ d(y, z) > d(x, 2).

Deoarece 0 <p(Xx,y) <+, vom avea 0 <d(x,y) <+co.

Daca graful este cu pondere simetrica sau omogena, atunci distanta d(v,w) satisface
axiomele metricii, adica au loc urmatoarele relatii:

1) d(x, y) = 0 daca si numai daca x =,

2) d(x, y) = d(y, x);

3) d(x, y)+ d(y, z) > d(x, 2).

Exemplul 3.1. Examinam graful ponderat asimetric G = (V, E) in care V = {a,b,c, d}, iar
E= {(a,b), (a,c), (c,a), (c, d), (d,c), (d,b)} cu ponderile p(a,b) = 1, p(a,c) = 2, p(c,a)=3,
p(c,d) = 3, p(d,c) = 2, p(d,b) = 1. Atunci d(a,b)=1, d(a,c)=2, d(a,d) =5, d(b,a) = d(b,c)
= d(b,d) = o, d(c,a)= d(c,d)=3, d(c,b) = 2, d(d, @) = 5, d(d,b) = 1, d(d,c) = 2.
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Exemplul 3.2. Examinam graful ponderat G = (V, E) in care V = {a,b}, iar E= {(a,b} cu
ponderile p(a,b) = p >0, p(b,a)=q >0, unde p + q > 0. Muchia (a,b) 0 imaginam ca un
segment numeric: (a,b) = {ta+(1-t)b:0 <t <1}. Vom avea a = 1a+0b si b = 0a+1b. Daca
X =ua+(1-u)b siy =va+(1-v)b, atunci d(x, y) = p|u-v| si d(y, X) = g|u-v|. Functia construita
d este 0 quasi-metrica pe X.
Exemplul 3.3. Examinam graful ponderat G = (V, E), unde p(a,b) + p(b,a) > 0 pentru
orice muchie (a,b) din E. Muchia (a,b) sE 0 imaginam ca un segment numeric: (a,b) =
{ta+(1-t)b:0 <t <1}. Vom avea a = 1a+0b si b = Oa+1b. Totalitatea acestor segmente
formeaza spatiul X. Vom avea ca V < X. Daca x = uai+(1-u)by si y = vax+(1-v)b2 sunt doua
puncte diferite din X, atunci sunt posibile doua cazuri:
Cazul 1. (a1,b1) = (az,b2).
Fie u < v. In acest caz la graful G adaugam doua varfuri G1 = G(AX, y}, iar in V muchia
(a1,b1) 0 inlocuim cu trei muchii (az,x), (x,y), (y,b1) cu ponderile p(ai,x) = up(as,b1), p(x,y)
= (v-u)p(au,bs), p(y,b1) = (1-v)p(an.by). p(x.a1) = up(bs,ar), ply.x) = (v-u)p(bs,az), p(bry)
= (1-v)p(b1,a1). In acest graf ponderat determinam distantele d(x,y), d(y,x).
Cazul 1. (a1,b1) # (az,b2).
Fie u < v. In acest caz la graful G adiugiam doui varfuri G1 = G (4X, y}, iar in V muchiile
(a1,b1), (a2,b2) se inlocuiesc cu patru muchii (az,x), (x,b1), (a2,y), (y,b2) cu ponderile p(as,x)
= up(as,b1), p(x,b1) = (1-u)p(as,b1), p(b1,x) = (1-u)p(by,az), p(x,a1) = up(bs,as), p(azy) =
vp(az,bz), p(y,b2) = (1-v)p(az,b2), p(b2,y) = (1-v)p(b2,a2), p(y,az) = vp(bz,a2). In acest graf
ponderat determinam distantele d(x,y), d(y,x).

Functia construita d este o quasi-metrica pe X, care este 0 extindere a quasi-metricii
d pe V. Spatiul (X, d) este linear conex si compact. Daca in G toate ponderile sunt pozitive,
atunci acest spatiu este metrizabil. Topologia T(d) a spatiului (X, d) mai efectiv descrie
proprietatile topologice ale grafului G.

Daca graful G este un arbore, atunci orice aplicatie continua f: X — X are puncte
fixe.

4. Topologia retelelor de calculatoare

Reteaua de calculatoare reprezinta un ansamblu de calculatoare interconectate prin
intermediul unor medii de comunicatie, asigurandu-se astfel schimbul de date si informatii
prin utilizarea in comun a resurselor fizice, logice si informationale de care dispune
ansamblul de calculatoare conectate.

Metodele de conectare sunt in continua dezvoltare si deja foarte diverse, incepand
cu tot felul de cabluri metalice si de fibra de sticla, cabluri submarine, si terminand cu
legaturi prin radio cum ar fi WLAN, Wi-Fi sau Bluetooth, prin raze infrarosii, prin
intermediul tehnologiilor de telefonie mobila (GPRS, EDGE, CDMA, 3G, 4G) sau chiar
prin intermediul satelitilor.
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Fie data o retea de calculatoare. Daca a, b sant doud noduri incidente, atunci
volumul de informatie ce se transmite de la nodul a spre b poate fi considerata ca ponderea
arcului (a,b) in directia de la a spre b. De regula volumul de informatii in diferite directii
este diferit.

Un alt motiv care duce la asincronismul retelei consta in asincronismul parametrilor
echipamentului. De exemplu, la modemele ADSL, 3G vitezele de intrare si iesire a
semnalului sant diferite.

In aceasta se exprimi faptul ci reteaua de calculatoare ca graf ponderat este
asincron.

La proiectarea topologiei retelei trebuie de tinut cont de toti factorii (atat sincroni,
cat si asincroni).

Dupa aria de cuprindere se deosebesc retele de calculatoare:

o personale - PAN (Personal AreaNetwork);

o locale - LAN (Local AreaNetwork);

o metropolitane - MAN (Metropolitan AreaNetwork);

o de arie larga - WAN (WideAreaNetwork).

Reteaua PAN este o0 retea de foarte mica intindere, de cel mult cativa metri,

constand din aparatele interconectabile pe care o persoana le poarta cu sine, ca de

exemplu telefon mobil, player MP3 sau aparat de navigatie portabil.

Retelele locale includ statii (calculatoare, terminale) si sistemul de transfer date,
plasate in aria uneia sau a catorva cladiri vecine la distante de la sute de metri pana la
cativa kilometri.

Retelele metropolitane cuprind aria unui oras, asigurand distante 1intre
componente de pana la zeci de kilometri.

Retelele de arie largi nu sunt limitate, practic, in aria posibila de cuprindere. in
caz general terminalele, calculatoarele pot fi plasate in cele mai indepartate colturi ale
Pamantului.

Topologia retelelor este studiul de aranjament sau cartografiere a elementelor (legaturi,
noduri) dintr-o retea la dispunerea spatiala a calculatoarelor intr-o retea, in special
interconexiunile fizice si logice dintre noduri.

Reteaua locala este un exemplu de retea care prezinta atat o topologie reala cat si 0
topologie logica. Orice nod in reteaua locala are unul sau mai multe linkuri (legaturi,
muchii) catre unul sau mai multe noduri din retea. Pentru determinarea topologiei reale a
retelei, toate nodurile si linkurile sunt reprezentate in forma de graf. De asemenea,
reprezentarea fluxului de date dintre noduri in forma de graf determina topologia logica a
retelei. Deci pentru orice retea de calculatoare, ca si in cazul Exemplului 3.3, se
construieste spatiul quasi-metric (X, d) care permite studiul topologic al retelei. Pentru o

38


https://ro.wikipedia.org/wiki/Graf

retea anume topologiile logica si fizica pot fi identice, dar pot fi si diferite. Studiul
topologiilor se complica, daca:
- Fiecare link este ponderat in fiecare directie;
- Ponderile linkului in diverse directii pot fi diferite;
- La momentul dat unele noduri pot fi neaccesibile, dar pastrand interactiunea altor
noduri.
lesirea din retea a unor calculatoare poate fi din careva motive tehnice sau din motive ca
la moment aceste calculatoare sunt ocupate cu indeplinirea altor comenzi, care nu pot fi
intrerupte.
Pe retele exista diverse tipuri de topologii. Prezentam unele tipuri de topologii pe
retele.
Topologia retelei Magistralii (Bus): In cadrul acestui tip de retea toate calculatoarele sunt
interconectate la cablul principal al retelei. Calculatoarele conectate in acest tip de retea
au acces in serie si in mod egal la toate resursele retelei. Pentru utilizarea cablului nivelul
logic trebuie sa astepte pana se elibereaza cablul pentru a evita coliziunile de date. Acest
tip de retea are insa un defect si anume: daca reteaua este intrerupta intr-un loc fie
accidental fie prin adaugarea unui alt nod de retea atunci intreaga retea este scoasa din
functiune. Este totusi una din cele mai ieftine moduri de a pune la cale o retea.

Topologia retelei Inel (Ring): Tipul de retea circular face legatura intre calculatoare prin
intermediul unui port de intrare (In Port) si a unui port de iesire (Out Port). In aceasta
configuratie fiecare calculator transmite date catre urmatorul calculator din retea prin
portul de iesire al calculatorului nostru catre portul de intrare al calculatorului adresat. In
cadrul acestei topologii instalarea cablurilor este destul de dificila si atunci se recurge la
un compromis intre acest tip de retea si cel de tip magistrala folosindu-se o unitate centrala
care sa inchida cercul numita Media Acces Unit (MAU — unitate de acces a mediilor).
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Topologiaretelei Stea (Star): Este tipul de topologie de retea in care fiecare din nodurile
de retea este conectat la un nod central, numit hub sau switch. Toate datele care sunt
transmise intre nodurile din retea sunt intai transmise in acest nod central si abia apoi sunt
retransmise la unele sau la toate celelalte noduri in retea. Aceasta conexiune centralizata
permite 0 conexiune permanenta chiar daca un dispozitiv de retea iese din functie. Singurul
pericol este iesirea din functie a nodului central, care ar duce la pierderea legaturii cu toata
reteaua.

Topologia retelei Inel-Dublu (Dual-Ring): O topologie de retea in care doua inele
concentrice conecteaza fiecare nod dintr-o retea. Pe fiecare inel din retea este utilizata
topologia de inel.

Topologia Stea Extinsa (Extended Star): Este prezenta multiplicarea nodurilor centrale,
permitand lucrul retelei chiar daca unul din nodurile centrale se defecteaza. Are 0
performanta mai mare ca Star.

Topologia retelei Arbore (Tree): Combina caracteristicile topologiilor bus si star.
Nodurile sant grupate in mai multe topologii star care la randul lor sunt legate la un cablu
central. Acestea pot fi considerate topologiile cu cea mai buna scalabilitate. Avantajul fiind
segmentele individuale care au legaturi directe, iar dezavantajul este lungimea maxima a
unui segment care este limitata. Daca apar probleme pe conexiunea principala, sunt
afectate toate calculatoarele de pe acel segment. Arborele se mai numeste o stea ierarhica.
Terminii provin din teoria grafurilor.

Topologia retelei Completa (Fully Connected Network): Reprezintd 0 retea in care
fiecare nod este legat fizic cu toate nodurile din retea (in teoria grafurilor acesta se numeste
graf complet). Retelele cu topologia completa devin din ce in ce mai greu de instalat o data
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cu cresterea numarului de calculatoare din retea. O retea completa cu sase calculatoare va
necesita 15 legaturi, in timp ce o retea cu sapte calculatoare va necesita 21 de legaturi, etc.
Aceasta topologie este folosita in sisteme multiprocesor (cluster, minicomputer, computer,
supercomputer) sau in retele cu numar mic de noduri. Avantajul major al acestei topologii
este marea toleranta la defecte, capacitatea de transfer garantata a canalului, precum si
usurinta depanarii. Dezavantajele topologiei de tip plasa includ dificultatea instalarii si a
reconfigurdrii precum si costurile relativ ridicate ale intretinerii legaturilor redundante.

Topologia retelei Plasa (Mesh): Este o varianta simplificata a topologiei complete.
Se obtine din topologia completa prin eliminarea a cateva legaturi redundante. Acest
tip de retea ofera o conexiune continua si dispune de algoritmi de reconfigurare in caz
de noduri blocate sau neoperationale. Scopul principal al acestor algoritmi este de a
gasi cea mai buna ruta pentru a ocoli nodurile neoperationale si de a transmite pana la
destinatie pachetele de date, in ciuda dificultatilor.

Retelele Hibride: Combina doua sau mai multe topologii in asa fel incat reteaua rezultanta
nu prezinta una dintre topologii standard.

5. Aplicatii

Cele mai des utilizate topologii la proiectarea retelelor locale ce contin de la cateva
zeci pana la cateva sute de calculatoare sunt cele de tip arbore.

Din punct de vedere practic la construirea modelului unei retele este necesar:
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- Sédnu fie depasite distantele maximal admisibile intre doud noduri adiacente (pentru

a evita coliziunile si pierderea calitdtii semnalului);

- Amplasarea optimala si folosirea cat mai eficienta a nodurilor centrale;
- Amplasarea optimala a router-elor Wi-Fi in vederea acoperirii cu semnal a spatiului
de utilizare.

In rezultatul cercetarilor s-a ajuns la concluzia ci, in cadrul Universitatii de Stat din
Tiraspol este oportund implementarea retelei cu topologia de tip arbore. Necesitatea
elaborarii unei retele bine structurate a fost motivatd de majorarea numarului de
calculatoare in cadrul laboratoarelor de informatica, precum si in sectiile si subdiviziunile
universitatii. Un alt motiv a fost necesitatea accesului la reteaua internet pentru aceste
calculatoare.

Nodurile principale ale retelei LAN au fost amplasate in modul urmator:

- cate un nod in fiecare sala de calculatoare;

- cate un nod in cadrul rectoratului, contabilitatii si a serviciului personal;

- pentru decanate, catedre, biblioteca si alte subdiviziuni nodurile au fost distribuite
in vederea respectarii rigorilor enuntate mai sus.

- router-ele WiFi au fost amplasate in diferite zone ale blocului precum si la diferite
etaje pentru a obtine acoperirea maximala cu semnal.

Reteaua construitd este destul de complexa, deoarece sunt conectate peste 120
computere stationare prin intermediul a circa 20 de noduri (hub-uri si switch-uri) si un
numar impundtor de laptopuri si dispozitive mobile ce se pot conecta pentru moment la 8
router-e WiFi amplasate in interiorul blocului de studii si in router amplasat in curtea din
fata blocului.
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Rezumat. In lucrare se analizeaza particularititile proprietatilor fizice ale antimonidului de galiu dopat cu
nichel pentru un diapazon vast de concentratii, pana la 3% atomare si temperaturi (2+300)K. Din analiza
in ansamblu a efectelor galvanomagnetice, optice si de iradiere se evidentiazd in premierd un sir de
particularitati ale proprietatilor fizice determinate de interactiunea purtatorilor de sarcind cu momentul
magnetic excitat de structura energetica a substratului electronic incomplet 3d.

Abstract. This work describes the features of the physical properties of the gallium’s antimonide doped
with nickel for a wide range of concentration, of up to 3% atoms and temperatures between (2 + 300) K.
After the overall analysis of the galvanomagnetic, optic and irradiation effects, it becomes possible to
highlight, for the first time, a number of features of the physical properties determined by the interaction
between charge carriers and magnetic moment generated by the energy of uncompleted electronic structure
of the substrate 3d.

INTRODUCERE
Antimonidul de galiu se cerceteaza intens in ultimii ani, datoritd perspectivei de a
confectiona pe baza acestui semiconductor cu banda energetica interzisa la temperatura 300K
g, =0,77eV , dispozitive optoelectronice si microelectronice pentru diapazonul spectral

infrarosu apropiat (1,0+2,5)um: elemente termofotoelectrice, fotoelemente, fotodiode, LED-
uri, lasere. Problema comportarii elementelor din grupa de tranzitie in familia
semiconductorilor A"BY este actuald si are cum un aspect teoretic, asa si un aspect aplicativ
de perspectiva. [1,2] Particularititile comportarii neobisnuite a dopantilor din grupa
elementelor de tranzitie este determinata de prezenta unui moment magnetic mare excitat de
structura energetica a substratului electronic incomplet 3d, care contribuie la formarea in
banda energeticd interzisa a diferitor stari localizate specifice. Doparea combinatiilor din
familia A"'BY cu elemente din grupa fierului contribuie la formarea unui grup de materiale
semimagnetice noi. Proprietatile neobisnuite a materialelor semimagnetice de diferite tipuri,
inclusiv. HgixMnxTe, HgixyCdxMnyTe sunt cunoscute in literatura de specialitate. [3]
Spectrul de proprietiti fizice ale semiconductoarelor din grupa A''BY dopate cu elemente din
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grupa de tranzitie n diferite concentratii este mai vast §i mai cu perspective decat materialele
magnetice clasice.

Datele cunoscute in literatura de specialitate ne confirma ca dopantii elementelor din
grupa de tranzitie in matricile combinatiilor A"'BY formeaza stiri localizate acceptoare in
banda energetica interzisa. Aceste elemente, in diferite combinatii formeaza stari energetice
cu diferite energii de localizare. [4] In unele combinatii formeaza stiri energetice cu energii
de localizare mari, iar in altele stari-acceptoare cu energii de activare mici. Spre exemplu,
elementele din grupa fierului (grupa de tranzitie) formeaza nivele acceptoare adanci in
arsenidul de galiu [5], fosfidul de indiu [6], fosfidul de galiu [7] si nivele energetice
acceptoare cu energii de ionizare mici, cum ar fi in antimonidul de indiu [8], antimonidul de
galiu [9]. Fierul in antimonidul de galiu formeaza un acceptor cu energia de localizare

g =(22+0,3)meV [9], manganul in antimonidul de galiu formeazi un nivel acceptor cu
energia de localizare & =(18+0,5)meV . [8] Comportarea neadecvatd a acestor dopanti

determind si o modificare serioasd a proprietatilor fizice a materialelor dopante. La fel,
delocalizarea esentiala a functiilor de unda a electronilor din starile 3d presupune posibilitatea
formarii diferitor structuri ce se deosebesc de structura matricei, numite clustere. Proprietatile
Clusterilor acestor dopanti in antimonidul de galiu sunt discutate in lucrarea [10].
Comportarea nichelului ca dopant in diferite combinatii este studiata insuficient. Proprietatile
fizice ale arsenidului de galiu dopat cu nichel sunt studiate in lucrarea [11], in antimonidul
de galiu informatie este prezentata in lucrarea [12, 14].

In lucrarea dati se prezinta unele aspecte de comportare a nichelului in antimonidul de

galiu in baza studierii efectelor galvanomagnetice si de iradiere.

1. REZULTATE EXPERIMENTALE SI DISCUTIA LOR

Probele de antimonid de galiu dopat cu nichel, studiate in aceasta lucrare au fost obginute
prin metoda modificatd a topirii zonale, descrisa in lucrarea [10]. Concentratia nichelului
introdus in procesul tehnologic a variat in intervalul (0,01+3) procente atomare. Toate probele
analizate au avut conductivitatea de tipul p. Majorarea concentratiei nichelului contribuie la
majorarea concentratiei golurilor in probele studiate. Studiul efectelor galvanomagnetice in
ansamblu cu proprietatile mecanice, utilizand metodele obignuite, ne confirma urmatoarele:
antimonidul de galiu dopat cu nichel in concentratii mici de pind la 0,01 procente atomare se
obtine in forma omogena fara careva incluziuni. Deci, nichelul in asa concentratii se comporta
ca un acceptor si am putea presupune cd ocupd locul galiului in reteaua cristalind a

antimonidului de galiu. In lingoul monocristalin de antimonid de galiu dopat cu nichel in



concentratii mai mari de 0,1 procente atomare, se evidentiaza niste incluziuni aciculare cu un
diametru de dimensiuni nanometrice orientate de-a lungul deplasarii zonei topite, de-0
structurd chimica si cristalind, dupa parerea

noastra, ce difera de structura matricii de baza.

Cu majorarea concentratiei dopantului respectiv

creste si densitatea acestor incluziuni, numite de

noi clustere. Am obtinut si informatii privitor la
omogenitatea lingourilor din care au fost
confectionate esantioane pentru experimentele

realizate in  aceasta lucrare.  Diagrama Figura 1. Diagrama confectionarii probelor

esantioanelor utilizate pentru experiment este deantimonid de galiu dopat cu Fe, Mn, Ni
in concentratii mai mari de 0,1% atomare.

prezentati in figura 1. In necesitatea determindrii a) de-a lungul incluziunilor aciculare
omogenitafii repartizarii impuritailor de-a sedimentate in procesul tehnologic;
I Ll Ui . b) perpendicular incluziunilor aciculare
ungu Ingoulul, pentru  experiment  s-au sedimentate in procesul tehnologic.

confectionat esantioane de forma ceruta de
experiment. din diferite regiuni si cu diferite orientari ale incluziunilor, in modalitatea
indicata in figura 1.

Analiza rezultatelor masuratorilor efectelor de transport pentru esantioanele cu aceeasi
concentratie a dopantilor, indicate in figura 2 (1,2,3) cu aceeasi orientare a incluziunilor, ne
determind o repartitie a impuritatilor de-a lungul deplasarii zonei topite ce nu intrece 10
procente. Acest rezultat este specific tuturor concentratiilor dopantului mai mari de 0,1
procente atomare. In acest aspect conchidem ci tehnologia utilizatd pentru obtinerea
antimonidului de galiu dopat cu nichel ne permite sd obtinem materiale omogene cu
caracteristici performante. Rezultatele masuratorilor efectelor de transport pentru
esantioanele din regiunea 2 (figura 1, incluziunile orientate de-a lungul deplasarii zonei
topite), concentratiile (Na-Np)cm™ pentru doud temperaturi (80K si 300K) sunt prezentate in
tabelul 1.

Tabelul 1
300K 80K
Nr. Concentratia (N, =N, )em™ Concentratia Ni (N, =N, )em™
probei | Niin solutie, in solutie, %
%

1 0,1 1,56-10% 0,1 6,25-1016
2 0,15 1,64-10 0,15 7,8-10%°
3 0,20 1,78-10Y 0,20 8,3-10%°
4 0,3 1,95-10Y 0,3 8,9-1016
5 0,5 2,1-10Y 0,5 9,2-10%°
6 1 2,2-10% 1 9,6-10%°
7 2 3-10% 2 1,3-10%
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Din rezultatele experimentale prezentate in acest tabel, evidentiem urmatoarele:

majorarea concentratiei dopantului nichelului de la 0,1 procente atomare pana la 2 procente

101 o
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Figura 2. Dependenta constantei Hall de
temperatura si concentratia nichelului.
1-2,0% Ni; 3-1,0% Ni;
2—-0,5% Ni; 4-0,01% Ni.

atomare exercitd o micsorare respectiva a
constantei Hall si o majorare respectivd a
concentratiei (Na-Np) de la 1,56-10%cm?
pana la 3,2:10cm™ pana la 3,2-107cm,
Variatia nemonotona a concentratiei (Na-Np)
in raport cu concentratia dopantului introdus
evidentiaza faptul cd solubilitatea nichelului
in antimonidul de galiu nu este destul de
eficientd. Pentru concentratii mici ale
dopantului, proprietatile fizice ale
monocristalelor dopate putin se deosebesc de
caracteristicile  antimonidului  de galiu
nedopat.

In concentratii mai mari de 0,1%
atomare dopantul, in cazul dat nichelul,
interactioneaza, fie cu atomul de galiu sau cu

atomul de stiubiu formand niste combinatii

intermetalice de o alta structurd cristalind in raport cu structura cristalind a antimonidului de
galiu. Problema structurii chimice a incluziunilor cere un studiu, special suplimentar,

102 e

\‘\

= &
=a
%

Ru, cmd/c

104

3 4 5 } 6 7 8 9
i
Figura 3. Spectrul constantei Hall pentru
antimonidul de galiu dopat cu nichel pentru

diferite orientari a incluziunilor (orientarea
este indicata in figura).

rezultatele caruia vor fi prezentate adaugator.

In figura 2 sunt prezentate dependentele
constantei Hall de temperaturd si de
concentratia nichelului, pentru cazul cand
incluziunile sunt orientate de-a lungul
deplasarii zonei topite. Rezultatele prezentate
in aceastd figura confirma concluziile
formulate mai sus.

In figura 3 sunt prezentate dependentele
constantei Hall pentru proba N6 din tabel,
continutul de nichel 1 procent atomar in
raport de temperaturd, inregistrate pentru
doud situatii: acicularele orientate paralel
campului  magnetic s1  perpendicular
curentului ce circula prin proba (curba 1) si
curba 2 incluziunile sunt perpendiculare cum

curentului ce circuld prin proba, asa si
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campului magnetic. Datele prezentate in aceastd figurd ne inregistreazd o anizotropie a
efectelor galvanomagnetice.

Asimetria constantei Hall in cazul probei date alcatuieste ~40 procente. La fel,
experimental este inregistrat faptul ca valoarea asimetriei creste cu marirea concentratiei
dopantului. Evident, ca cresterea asimetriei constantei Hall, in principiu, este determinata de
cresterea respectiva a densitatii incluziunilor orientate fie intr-un caz sau in alt caz. In general,
prezenta asimetriei, ce depinde de orientarea incluziunilor nanometrice, poate fi explicata,
dacd admitem o suntare a curentului electric ce circuld prin proba de aceste incluziuni
intermetalice. Din punct de vedere teoretic, in lucrarea [13] este demonstrat, cd constanta Hall
pentru probele cu incluziuni aciculare orientate perpendicular cimpului magnetic este

determinata de relatia

R - kR, —R,z’ /o

X

, 1)

ko, + o,

unde R1 si R2 corespunzator este constanta Hall pentru matricea de baza, adica pentru

antimonidul de galiu si constanta Hall pentru materialul incluziunilor; o, i o, -

conductivitatile electrice ale antimonidului de galiu si materialului incluziunilor; k — este 0
constanta ce reprezinta raportul suprafetei sectiunii matricii de baza (antimonidul de galiu) si
suprafata sumard a incluziunilor (perpendiculard lungimii incluziunilor). Din relatia (1)
rezulta: valoarea constantei Hall (Rx) depinde nu numai de proprietatile fizice ale matricei si
materialului incluziunilor exprimata prin valoarea constantei kK. Evident ca aceasta constanta,
in principiu, depinde de concentratia dopantului care contribuie la marirea densitatii
incluziunilor orientate. Parametrii incluziunilor intermetalice Rz si 7, la temperaturile 80K si

300K practic sunt aceeasi.

In asa caz, sumar, dependenta constantei Hall de temperaturi este determinati de Rs
si 7,( R1 > R2). La fel, in aceasta lucrare, este specificat ca pentru probele in care incluziunile
sunt orientate paralel cAmpului magnetic, efectul de suntare a tensiunii Hall lipseste. In asa
caz Ry= Ry corespunde unui material dopat puternic ce nu contine incluziuni. Conceptiile
discutate mai sus justifica rezultatele experimentale inregistrate pentru antimonidul de galiu
dopat cu nichel.

S-au analizat si dependentele mobilitatilor purtatorilor de sarcind de temperatura si
de concentratia dopantului. Experimental se evidentiaza urmdtoarele particularitati: cu
majorarea concentratiei nichelului In matricea de baza, experimental se inregistreaza o
micsorare neliniard respectivd a mobilitatilor golurilor: deosebiri esentiale in raport cu
rezultatele noastre discutate pentru antimonidul de galiu dopat cu fier nu s-au inregistrat [10];
in intervalul de temperaturi studiat (80-300)K, este cunoscut faptul, imprastierea purtatorilor

de sarcind, de obicei, are loc pe centrele impuritare de diferite categorii, pe fononi acustici si
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optici, fiecare din care este o functie de temperaturd [10]. Deci, la general, pentru

mecanismele de imprastiere integral este cunoscuta relatia:

+ == 2

unde 4,4, 1, - mobilitatile purtatorilor de sarcind determinate de imprastierea lor pe

impuritdti, fie ionizate, fie neutre; fononi acustici si fononi optici. Analiza realizatd pentru
trei mecanisme enuntate nu ne permit sa obtinem o corelatie a datelor teoretice cu cele
experimentale. In acest caz, procedam ca si in cazul antimonidului de galiu dopat cu fier [10]
si mangan [15], introducem un nou mecanism de Tmprastiere numit imprastierea purtatorilor
de sarcind pe clustere, deci integral, rezultatele experimentale se prezinta

S+ 3)

4, - imprastierea suplimentara pe clustere. Aceste patru mecanisme de Imprastiere ne-au

permis sa obtinem o corelare suficientd dintre experiment si calculele teoretice. Ajustarea

mecanismului x, a permis determinarea dimensiunilor clusterilor raspunzatoare de aceasta

impristiere, sunt de ordinul ~100 A.

2. ANALIZA STRUCTURII SPECTRELOR DE ABSORBTIE $I
IRADIERE ALE ANTIMONIDULUI DE GALIU DOPAT CU NICHEL

2.1. Analiza structurii spectrelor de absorbtie ale
antimonidului de galiu dopat cu nichel

Pentru inregistrarea spectrelor de absorbtie, utilizind metodele cunoscute mecanice si
chimice, s-au pregatit placulite cu grosimea (150-200)wm cu incluziunile perpendicular
suprafetei de incidentd a radiatiei. Instalatia pentru inregistrarea spectrelor de transparenta a
fost confectionata pe baza spectrofotometrului difractionic MDR-2. Se analizeaza segmentele
spectrelor din regiunea absorbtiei fundamentale. Spectrele de absorbtie Inregistrate pentru
probele cu diferite orientari a incluziunilor (in planul incident si in planul perpendicular
incidentei) evidentiazd o asimetrie de valoarea aproximativ egala cu 10% ce proportional
creste cu majorarea concentragiei nichelului. Deosebiri esentiale in forma spectrelor de
absorbtie inregistrate pentru materialul nedopat si dopat cu nichel in experiment nu s-au
inregistrat, mai ales pentru cazul unei concentratii a dopantului mai mici decét 10%° atomi de
nichel introdus in matricea antimonidului de galiu.
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In figura 4 sunt prezentate segmente ale spectrelor de absorbtie ale antimonidului de
galiu nedopat (spectrul 1) si dopat cu nichel in diferite concentratii inregistrate la temperatura
de 80K. Dupa cum am mentionat, deosebiri esentiale in forma spectrelor de absorbtie nu se
inregistreaza. Din spectrul de absorbtie a antimonidului de galiu nedopat, utilizand metoda
cunoscutd am determinat largimea benzii energetice interzise, ca valoare (800+1)meV. Acest
rezultat coreleaza cu valoarea acestui parametru cunoscutd in literatura de specialitate.
Rezultatele experimentale confirma o deplasare practic paralela in domeniul energiilor mici,
pastrandu-si forma. Valoarea deplasarii depinde de concentratia dopantului §i variaza in
intervalul (10+-30)meV pentru diapazonul de concentratii a dopantului inclus
(5-10%3,2-10*)cm™3. Aceastd deplasare serveste ca indicatoriu cd atomii impuritari de
nichel formeaza in banda energetica interzisa a compusului GaSb stari energetice activ optic.
Cresterea rapida a coeficientului de absorbtie atat in cristalele de antimonid de galiu nedopate,
cat si dopate cu nichel este conditionata de concentratia relativ mare a purtatorilor de sarcina
liberi.

s Utilizand relatia pentru variatia largimii benzii
energetice interzise in raport de concentratia
dopantului din lucrarea [16], am calculat

concentratia nichelului in antimonidul de galiu:

1)

13 13
~ Ag, = 2,5~105[3j eN

) Ansygs

G i b sl s bbb, 30

unde Ag, - valoarea deplasarii benzii fundamentale

de absorbtie exprimatd in meV, e — sarcina
electronului, N — concentratia impuritatilor
o exprimatd in cm3, ¢, - constanta dielectrica. Pentru
antimonidul de galiu &, =15,7. Datele obtinute sunt

Figura 4. Spectrele de absorbtie ale antimoni- prezentate in tabelul 2.

dului de galiu dopat cunichel (T=80K): Datele tabelului confirma o concordanta
0 —antimonid de galiu nedopat; A . . .. A
1 — GaSh concentartia 2,8-10'%atomi Ni ; suficientd intre concentratia nichelului inclus in

2 - GaSb concentartia 2-10'" atomi Ni ;
3 - GaSb concentartia 5-10'7 atomi Ni:
4 - GaSb concentartia 4-10'% atomi Ni calculatd, avand din experiment deplasarea

procesul tehnologic si concentratia dopantului

energetica a frontierei absorbtiei fundamentale sub influenta impuritatilor.
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Tabelul 2.

Nr. | Concentratia nichelului inclus, Agy, Concentratia nichelului calculata,
cm® meV cm?®

1 104 0 -

2 1016 10 2,86-10%°
3 5-10%6 12 4,94-10%
4 2-10%7 22 3,04-10%7
5 5-10Y7 25 4,97-10Y
6 2-1018 30 3,1-10%8

Pentru concentratia nichelului mai mare de 10%° cm= se modifici esential structura

spectrului de absorbtie determinata, dupa parerea noastra, de cresterea densitatii clusterilor si

de orientarea lor mai mult haotica.

2.2. Analiza structurii spectrelor de iradiere ale antimonidului de galiu dopat cu

nichel si dopat dublu cu nichel si telur

Spectrele de iradiere au fost inregistrate utilizand instalatia si conditiile experimentului

descrise in lucrarea [11 ]. Excitarea procesului de recombinare radiativa a fost realizatd cu
ajutorul laserului de tipul LG-126 cu energia fotonului de excitare 1,07eV. Spectrele de

fotoluminescenta inregistrate sunt polarizate. Efectele de relaxare spinica pentru cristalele de

antimonid de galiu dopate cu nichel in aceastd lucrare nu se analizeaza. Se discuta structura
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Figura 5. Spectrele de iradiere ale antimonidului
de galiu dopat dublu cu nichel si telur la T=300K

6 - Concentratia nichelului 0,5%;
Concentratia telurului 10%cm’3;

7 - Concentratia nichelului ~1%;
Concentratia telurului 10°cm™

spectrelor de iradiere ale antimonidului de
galiu dopat cu nichel in diferite concentratii,
precum si  structura  spectrelor  de
fotoluminescentda  pentru  cristalele de
antimonid de galiu dopat dublu cu telur (ca
donor in antimonidul de galiu) si nichel (cele
discutate mai sus ne permite sa conchidem, ca
acest dopant in antimonidul de galiu se
comporta ca acceptor). Procesele de
recombinare radiativa se analizeaza pentru
trei temperaturi: 300K, 77K si 2K in lipsa
campului magnetic exterior.

In figura 5 sunt prezentate spectrele de
iradiere a monocristalelor de antimonid de
galiu dopate cu telur (~10'°%cm3) si nichel cu
concentratia 0,5% atomare si 1% atomar inclus

inregistrate la temperatura camerei in lipsa
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campului magnetic exterior. Datele experimentale din aceasta figura ne confirma ca spectrele
de iradiere contin o banda larga, cu contur asimetric din partea energiilor mici. Astfel
asimetria benzii de emisie radiativd in mare masurd este conditionatd de prezenta unei
concentratii mari (10*%cm) de atomi de telur in probele studiate. Totodata si in apropierea
nemijlocitd a maximului benzii de emisie din partea energiilor mari se contureaza slab un
prag la ~735meV.

Pozitia energetica a acestei particularitdti nu se schimba la majorarea concentratiei
nichelului de la 0,5% atomare pina la 1 % atomar. Dupa cum este stiut, lafimea benzii
energetice interzise la temperatura camerei se aproximeaza cu ~730meV. Asa dar, este
natural de admis ca aceasta particularitate a spectrelor de emisie radiativa este determinata de
tranzitii radiative din minimul benzii energetice de conductie in centrul zonei Brilloun in
banda de valenta. La fel, experimental este inregistrat faptul ca la majorarea concentratiei
nichelului de doua ori de la 0,5% atomare pind la 1 % atomar, maximul benzii de
fotoluminescentd se deplaseaza spre energii mici cu ~10meV. Totodata are loc majorarea
intensitdfii absolute a fotoluminescentei la majorarea concentratiei nichelului in antimonidul
de galiu. Aceste rezultate sunt in buna corelare cu cele inregistrate in spectrele de absorbtie
si confirma ca nichelul formeaza in banda energetica interzisa un nivel impuritar deplasat la
Aeni~10meV de la extremitatea benzii energetice respective. Structura spectrului capata o
forma bine conturata la temperaturi joase (77K) si, in deosebi, la 2K.

In figura 6 sunt prezentate spectrele de emisie radiativa a probelor de antimonid de
galiu dopate cu nichel si telur la temperatura 77K si dopate numai cu nichel la 2K.

Caracteristic pentru spectrele de fotoluminescenta la 77K este structura cu trei benzi

de emisie bine cunoscuta i1n literatura de

specialitate. Banda de emisie A bine corelata i
cu latimea benzii energetice interzise la aceasta / \

temperatura poate fi consideratd ca formata /\
prin suprapunerea benzii de emisie obtinute in /\ /
rezultatul anihilarii radiative a excitonilor cu ;
banda de emisie banda-banda in centrul zonei

Intensitatea FL., unarb.
—_______\
L

Brilloun. La acestd temperaturd capati o / \\
continuare distincta si banda de emisie cu 8 /”_“ 4 ::-"

participarea nivelului radiativ determinat de / js
atomii impuritari de telur. " \

700 720 740 760 780 200 820 840

Emisia fotoluminescnta cu participarea
acestui nivel duce la formarea benzii C cu Figura 6. Modificarea spectrelor de iradiere ale

maxim 1n regiunea 750meV. Aceastd fasie antimonidului de galiu dopat cu Ni, Ni+Te

4 - T=2K; B=0 Concentratia nichelului 1%;

5 - T=2K; B=0 Concentratia nichelului 0,5%;

donor-acceptor. 8 - T=77K; B=0 Concentratia nichelului 0,5%
Concentratia telurului 10*8c¢cm

Energia fotonulii, meV

radiativa este determinatd de interactiunea
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In regiunea 750meV este bine cunoscuti banda de emisie prin intermediul defectelor proprii
in reteaua cristalind GaSb (vacantele Ga/Sb). Dupa cum se vede din figurile 5 si 6 nichelul in
concentratie de (0,1+1,0)% atomare lichideaza defectele proprii in cristal, conducand astfel
la amplificarea intensitatii fotolu-minescentei benzii A. Energetic aceastda banda bine
coreleaza cu latimea benzii energetice interzise. Latimea relativ mare (~15meV) a acestei
benzi indica ca aceasta este formata prin suprapunerea benzii de emisie excitonica cu emisia
bandd-bandd. Dar la formarea conturului acestei benzi predomina anihilarea radiativa a
excitonilor.

Dupa cum s-a mentionat mai sus, defectele proprii formeaza banda de emisie B atét la
77K cat si la 2K. Totodata atomii impuritari de nichel formeaza un nivel localizat, energia
caruia putin diferda de energia defectelor proprii, iar slaba dependenta a intensitatii benzii B
de concentratia atomilor de nichel in antimonidul de galiu este un indicator ca nichelul
analogic ca si fierul formeaza in antimonidul de galiu clusteri cu compozitia NiSb/NiGa
localizati in regiunea macrodefectelor (de obicei, dislocativ).

Asa dar, putem admite cd o concentratie micd de atomi de nichel lichideaza defectele
proprii in cristalele primare, conducand astfel la amplificarea emisiei excitonice, iar partea

majoritard din acestea sunt concentrati In regiunea dislocatiilor forméand clustere de tipul
NiGa/NiSh.

Concluzii
Rezultatele experimentale discutate in aceastd lucrare permit evidentierea
urmatoarelor concluzii:

1. In premiera s-au studiat particularitatile proprietatilor fizice ale antimonidului de galiu
dopat cu nichel pentru un interval larg de concentratii;

2. Monocristalele de antimonid de galiu studiate in aceasta lucrare s-au obtinut prin metoda
modificata a topirii zonale;

3. Analiza procesului tehnologic utilizat demonstreaza, ca nichelul in concentratii mai mari
ca 0,1% atomare formeaza in matricea de baza niste incluziuni de o alta structura cu baza
orientata de-a lungul deplasarii zonei topite, numite clustere. Densitatea clusterilor creste
proportional cu cresterea concentratiei dopantului;

4. In raport de orientarea clusterilor fata de cAmpurile electric si magnetic exterioare, s-a
inregistrat o anizotropie ~(20+30)% a efectelor galvanomagnetice. Se propune un model
de explicatie a acestei asimetrii.

5. In premieri se demonstreazi ci doparea antimonidului de galiu cu nichel contribuie la
deplasarea marginii benzii fundamentale de absorbtie; s-a calculat concentratia
dopantului;

6. S-a identificat structura complexa a spectrelor de iradiere ale antimonidului de galiu
dopat cu nichel in diferite concentratii. Structurile identificate ne permit sa conchidem,

ca In concentratii mici nichelul lichideaza unele din defectele proprii ale cristalului, iar
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in concentratii mari partea majoritara din acestea sunt concentrati in regiunea
dislocatiilor formand clustere de tipul NiSb/NiGa;

7. Doparea concomitenta a antimonidului de galiu cu telur si nichel a permis evidentierca
si modificarea proprietatilor fizice sub influenta interactiunii donor-acceptor.
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Rezumat. Se prezinta rezultatele studiului efectelor galvanomagnetice in bicristale de torsiune ale
aligjelor Bi;xShy (0.07 < x < 0.15) in campuri magnetice puternice (de pana la 40T), directionate in
planul interfetelor cristaline. S-a depistat ca in bicristalele cu unghi mic de torsionare tranzitiile
semiconductor-semimetal sunt induse in cristalite si straturile componente ale interfetei la diferite valori
ale campului magnetic, ceea ce indica o schimbare semnificativa a interactiunii spin-orbita. Pe de alta
parte, in bicristalele cu unghi mare de torsionare in aceleasi regiuni ale cAmpului magnetic asemenea
tranzitii nu se detecteza, dar se manifestd Tn mod evident oscilatii cuantice, care denotd densitati mai
inalte de stare in componentele interfetelor, precum si purtdtori de sarcind cu masa mult mai mare ca in
cristalite. Datele obtinute certifica diverse stari electronice in isolatorul topologic 3D, induse si controlate
de unghiul de dezorientare a cristalitelor si de campul magnetic aplicat.

Abstract. We report an investigation of the galvanomagnetic effects of twisting bicrystals of BiixShx
(0.07 < x < 0.15) in high (up 40T) magnetic fields, directed along the crystallite interface plane (near the
Cs axes of crystallites). It has been found that in bicrystals with small crystallite disorientation angle, the
semiconductor-semimetal transition is induced in crystallites and interface layers at different values of
magnetic field. On the other hand, in the same region of magnetic fields a semiconductor — semimetal
transitions in large disorientation angle interfaces are unlikely, but clearly manifest the quantum
oscillations of galvanomagnetic effects, denoting the high density of state in layer components of CI and
the heavier than in crystallites charge carriers.

I. INTRODUCERE

Aliajele semiconductoare cu banda interzisd ingustd Bii.xSbx (0.07 < x < 0.15),
posedand o ordine a benzilor energetice in punctele L inversa relative celei a Bi, precum
si 0 banda interzisa (gap) indirecta intre L- minimum electronic si T- maximum goluri,
sunt niste isolatori tridimensionali topologici (3D TI), cu proprietati semiconductoare in
bulk, dar care manifesta stari de suprafatd metalice protectionate.’ La general, 3D Tl
este un material cu gap de excitatie electronica in bulk , numar impar de inversari de
banda, stari de suprafa{i Dirac asimetrice,® stdri spin polarizate de interactiunea spin-
orbita, care conecteaza benzile de valentd si de conductie bulk intr-un mod topologic
non-trivial.® Avand o structurd de banda exceptionala in bulk si la suprafatd,®’ aliajele
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Bi1xSbx (0.07 < x < 0.15) ofera o posibilitate unicd de a studia efectul campului
magnetic puternic asupra miscarii purtatorilor de sarcina, care conduce la: (i) schimbari
drastice in dimensionalitatea sistemului electronic, (ii) la diverse tranzitii electronice de
faza.89

Efectele galvanomagnetice sunt foarte atractive pentru evaluarea caracteristicilor
purtatorilor de sarcina in cazul limitei ultracuantice (UQL) si pentru elucidarea
specificului tranzitiilor electronice de fazd induse de campul magnetic. UQL-ul
sistemului electronic poate fi obtinut la temperaturi joase si in campuri magnetice
puternice si permite efectuarea unor studii ale sistemului electronic in conditiile cand
doar ultimul nivel Landau este populat. Bicristalele Bi1—xShy (0.07 < x < 0.15), constituite
din doud cristalite monocristaline cu 3D TI proprietati si o interfatd cristalina(CI)
supraconductoare de grosimi nano, conduc la oportunitatea unica de a investiga
interactiunea purtatorilr de sarcina in diferite sisteme solide, inclusiv quasi 2D
supraconductor-TI interfata.”

In prezenta lucrare se raporteza resultatele masuratorilor magnetoresistentei si
efectului Hall in bicristale de torsiune ale 3D Tl BiwxShx (0.07 < x < 0.15) pentru a
elucida particularitatile sistemului electronic In campuri magnetice puternice, in special
la limita ultracuantica. La aceste bicristale, starile cuantice topologic distincte pot fi
racordate prin dopaj, schimb de unghi de dezorientare sau cu ajutorul campului magnetic
aplicat.!t

1. PROCEDURI EXPERIMENTALE

Bicristalele de torsiune ale aliajelor Bii—xSbyx (0.07 < x < 0.15) au fost preparate prin
metoda recristalizarii zonare, utilizind germenul dublu. Esantioanele pentru masuratori
au fost fabricate in formi de bare rectangulare (1x2x4 mm?), fractiunea de volum a Cl
coraportatd la volumul total a bicristalului constituia ~ 10 Compozitia esantioanelor a
fost controlata cu SEM echipat cu Oxford si PV 9800 energy-dispersive X-ray (EDX)
analyzers, precum si prin metodele spectometriei optice de emisie folosind Jobin-Yvon
spectrometr JY-38-S. Au fost studiate doua grupe de bicristale: cu unghi mic de
dezorientare (SDA, 61<9°) si cu unghi mare de dezorientare (LDA, 61> 12°) a
cristalitelor. Definitia lui 6 este data in insetul Figurei 1(a). Latimea interfetelor
cristaline de ~100 nm a fost estimata prin intermediul microscopiei electronice de
scanare (SEM) si prin valoarea campului magnetic la care oscilatiile cuatice incep sa se
developeze. Magnetorezistenta si efectul Hall s-au studiat dupa tranzitia arealului CI in
stare normala (non-supraconductibild), aplicind campul magnetic ori/si curentul electric.
Masuratorile au fost efectuate in campuri magnetice stationare (pana la 18 T) si de
impuls (pana la 40 T), orientate in planul CI, in apropierea axelor Csale cristalitelor.
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Interfetele cristaline ale bicristalelor BiixSbx manifestd simultan proprietati
feromagnetice si supraconductibile cu o temperaturi critici onset ~36 K,'213 in timp ce
monocristalele masive nu sunt nici supraconductoare nici feromagnetice. Interfata
cristalind este compusa, la rindul ei, dintr-un strat solitar cu ~60 nm grosime si doua
straturi similare adiacente de ~20 nm, amplasate din ambele parti ale stratului central.*?

Investigatiile au fost efectuate in Laboratorul Internatiolnal de Temperature Joase si
Campuri Magnetice Puternice din Wroclaw, Polonia.

1. REZULTATE SI DISCUTII
Monocristalele aliajelor BiixShx (0.07 < x < 0.15) oferd o oportunitate unici de
obtinere a UQL in campuri magnetice mai mici de 40T. In aceasta stare electronii (sau
golurile) populeza doar ultimile nivele Landau (j=0), care se pot deplasa in camp
magnetic (vezi Fig.1 (b)) in functie de raportul dintre despicarea dupa spin Aes si cea
orbitala Aeo, valoarea deplasarii

Ae = 1/2 hw (1 - A‘ES/ Aeo)' Si mai inportant este faptul, cd In camp magnetic

ultracuantic se pot realiza tranzitii electronice de faza, inclusv tranzitii semiconductor-
semimetal [8,9].

Fig.1 prezinta dependentele de camp ale magnetorezistentel Ap / p in monocristale

si SDA bicristale de torsiune ale aliajelor BiixSbx (0.07 < x < 0.15). In cimpuri
magnetice stationare orientate in planul CI se observa (vezi Fig.1a, curba No 3) oscilatii
Shubnikov- de Haas ordinare doar pana la 2 T. In cAmpuri magnetice mai puternice de
2T purtatorii de sarcina se afla deja in UQL si la B ~8.5 T (vezi maximumul in Fig. 1a)
are loc tranzitia semiconductor-semimetal concomitent in monocristale (curba No 1), dar
si in SDA bicristale (curbele No 2, 3, si 4). Notam, ca la SDA bicristale, primul
maximum la dependentele Ap/p(B) se observa la aceeasi valoare a cimpului magnetic ca
si la monocristale, cea ce denotd ca tranzitia semiconductor-semimetal se induce la
cristalitele bicristalelor.

In campuri magnetice B>11T, se face observabil la bicristale un maximum
aditional (al doilea). Acest maximum apare in cimpuri distincte dupa valoare pentru
bicristalele cu diferite unghiuri de dezorientare @1 si ®,. Se poate afirma cu certitudine,
ca maximul secund reflecta tranzitia semiconductor-semimetal in straturile adiacente ale
Cl din SDA bicristale. Tranzitia apare la valori complet diferite ale campului magnetic,
astfel ca masele ciclotronice ale purtdtorilor de sarcina relevanti si coraportul
despicarilor dupa spin si orbita ale nivelelor energetice Aes/Aeo 1n cristallite si in aria Cl a
SDA bicristalelor difera considerabil. Aceasta implicd o crestere semnificativd a
interactiunii spin-orbitd si denotd existentd unor stari electronice gaples la interfata
bicristalelor.
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Fig.1. Magnetoresistenta Ap/ p versus campul magnetic in monocristale si SDA bicristale de torsiune
(vezi textul) ale 3D isolator topologic Bii-xShy (x = 0.08 si 0.09) la 4.2 K. (a) Resultatele obtinute in
campuri magnetice stationare: (1) monocristale, x = 0.08; (2), (3), si (4) bicristale, x = 0.08.
Caracteristicele unghiulare: (2) @1=4° 0,=2°% (3) ©1=1° @,=4°% (4) ©.=9° 0, = 2°. (b) Resultatele
obtinute in campuri magnetice de impuls: (1) monocristale, x = 0.08; (2) si (3) bicristale: (2) x = 0.08, 61
=4° 0,=2°% (3) x=0.09, ©: = 12°, ©, = 2°. Sagetile indica valorile campului la care se produc tranzitiile
semiconductor-semimetal: primele (Ia campuri mai slabe) pentru bicristale si monocristale si secundare si
terte doar pentru bicristale. Fig.1a inset: Diagrama schematica a bicristalului cu IC de torsiune; ©: -
unghiul de dezorientare a cristalitelor , @, — unghiul de rotatie in planul interfetei. Fig. 1b inset: Evolutia
benzilor energetic in camp magnetic UQL in bulk (cristalite) Bi;xShx (0.07 < x < 0.15). Bc; este valoarea
campului magnetic critic a tranzitiei semiconductor-semimetal.

Rezultatele obtinute in campuri magnetice de impuls sunt prezentate in Fig.1b. La
campuri mai puternice de 25 T apare al treilea maximum, care poate fi atribuit tranzitiei
semiconductor-semimetal in stratul central al Cl. Curbele No (2) in Fig.1a si 1b sunt
obtinute pentru acelasi bicristal. Maximumul secund in Fig.1b se manifestd in cimpuri
mai puternice, probabil, din cauza efectelor de incalzire, conexate cu masuratorile in
camp magnetic de impuls.

Particularitati Aplp specifice tranzitiei Ssemiconductor-semimetal nu au fost
depistate la LDA (©1>12°) Bii«Shx bicristale. In schimb, la acestea apar niste
harmonice ale oscilatiilor cuantice pii(B) si Hall-efect longitudinal g(Bi) , similare celor
observate la bicristale de Bi.}* Oscilatii vizate sunt prezentate in Fig. 2 si, desigur, se
atribue specificului proprietatilor suprafetei Fermi din arealul interfetelor.

58



Spectrele oscilatiilor LDA bicristalelor BiixSbx au fost analizate grafic in baza
pozitiei piscurilor oscilatiilor Bn versus indicelui nivelului n, unde B, este campul la care
nivelul Fermi trece printre doud nivele Landau consecutive. Relatia dintre Bn s1 n se
descrie prin formula: 1/Bn = ne/(hNs), unde: e este sarcina elementard, h constanta
Planck, si Ns densitatea starilor de suprafatd. Dependentele Bn-n obtinute pentru trei LDA
bicristale sunt redate in insetul Fig. 2. Au fost depistate doua frecvente conexate cu
suprafata Fermi a straturilor centrale si adiacente ale interfetelor. In insetul Fig. 2,
acestea corespund: liniile (1) si (3) la bicristalul cu curbele oscilatorii (2), liniile (2) si (5)
la bicristalul cu curbele oscilatorii (1), si in sfirsit linia (4) la bicristalul cu curbele
oscilatorii (3). Rezultatele obtinute denotda ca starile electronice la CI sunt de tipul
Schrodinger, dat fiind faptul ca n preia valori intregi (pentru electronii Dirac, np = n+%).
La bicristalele BiixSbx nu s-au inregistrat anomalii ale efectului Hall longitudinal
(quasi-platouri, deplasamentul piscurilor oscilatiilor, etc.) altele decat cele reportate
pentru bicristalel de Bi.*®

pij(B) [arb. units]

B (T)

Fig.2. Oscilatiile cuantice pii(B) si pij(Bi) in LDA bicristale de torsiune ale aliajelor Bi1.«Shy (x =
0.08, 0.12, 0.15) si BigesShoorTe at 4.2 K: (1) pi(B), x = 0.08, ©1= 15°, @, = 3°; (2) pii(Bi), X = 0.12, Oy =
120, 6= 20; (3) pii(B), Bio,93Sbo,o7Te, 6= 190, 6= 20; (4) pii(B), X= 0.15, 0= 150, 6, = 3° Inset:
Indicele nivelelor Landau n, versus positiei B, a piscurilor oscilatiilor: dependentele (2) si (5) au fost
obtinute pentru curbele oscilatorii (1), (1) si (3) pentru curbele (2) iar (4) pentru curbele oscilatorii (3).

S-a constatat, ca masele ciclotronice ale purtatorilor de sarcina, evaluate din
dependentele de temperatura ale amplitudinilor oscilatiilor, precum si ariile sectiunilor

59



transversal ale suprafetei Fermi a straturilor Cl depasesc de cateva ori pe cele observate
la cristalite.’® De exemplu, in cAmp magnetic orientat de-a lungul planului interfetei la
LDA Biog3Shoo7Te bicristale, masele ciclotronice ale purtatorilor de sarcind m¢/me (unde
me este masa electronului liber) in cristallite (bulk) si straturile centrale si adiacente ale
Cl sunt: 0.05, 0.25 si 0.5, respectiv. Oscilatiile cuantice in LDA bicristale Bi1-xShx
poseda caracteristici spectrale similare cu cele ale Bi, desi acesta este un semimetal tipic,
iar aliajele Bi1xSbhy (0.07 < x < 0.15) sunt semiconductori cu banda interzisa ingusta.
Densitatea starilor straturilor Ns la Cl ale LDA bicristale BiixSby a fost estimata din
oscilatiile cuntice conform metodicii descrie in.!” Valorile Ns constitue (0.2-0.3) 10*® m™
si (1.5-2.5) 10 m, pentru straturile adiacente si stratul central, respectiv, ceea ce este
cu cateva ordine mai nalt decat Ns obtinut la pelicule subtiri a aliajelor BiixShy.8

Toate aceste rezultatele indica faptul ca straturile Cl ale LDA bicristalelor 3D Tl
Bi1xSby (0.07 < x < 0.15) sunt puternic degenerate, adica benzile relevante contin stari
care capteaza purtatori de sarcina mult mai grei decat in cristallite.

IV. CONCLUZII

Au fost specificate caracteristicile cuantice ale bicristalelor de torsiune ale 3D
izolator topologic Bi1xShx (0.07 < x < 0.15). La SDA bicristale au fost depistate tranztii
semiconductor-semimetal induse de camp magnetic puternic mai intai in cristalite (bulk)
la ~8.5T, iar apoi in campuri mai inalte si in straturile central si adjacent ale
nanointerfetelore cristaline. La LDA bicristale, tranztii semiconductor-semimetal nu au
fost observate. In schimb, la aceste bicristale au fost revelate oscilatii cuantice ale
efectelor galvanomagnetice in straturile CI, care caracterizaza o densitate mai inaltd de
stare si purtitori de sarcind mai grei decat in bulk. ¥ Bicristalele investigate par a fi
obiecte de studiu utile in cercetarile exotice a fizicii moderne, precum ar fi: superfluidul
topologic, sistemul supraconductibil fermionic cu puncte Dirac nodale, Majorana
mode?%-?4 si spin Hall faze cuantice.®
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ASUPRA COMPACITAIH UNOR OPERATORI INTEGRALI SINGULARI
Vasile NEAGU, dr. hab., prof. univ., USM
vasileneagu45@qgmail.com

Abstract. The operators such as aP—Pal, aQ—Qal and integral operators with weak
singularities are studied in the work. It is proven that the operatorsaP — Pal and aQ —Qal are totally
continuous (or compact) in spaces with weights in one and only one case, when the function a(t) is

continuous on the contour of integration. As a corollary, it is shown that the factor-algebra generated by
singular operators with piecewise continuous coefficients is not comutative and the symbol on that algebra
is a matrix-function.

Rezumat. In aceastd lucrare sunt studiati operatorii de forma aP —Pal si aQ—Qal precum si

operatorii integrali cu nuclee cu singularitati slabe. Se demonstreaza ca operatorii aP — Pal si aQ —Qal
sunt compacti in spatii cu ponderi, daca si numai daca functia a(t) este continua pe conturul de integrare.

In consecinta, algebra generatd de operatorii integrali singulari cu coeficienti continui pe portiuni nu ecte

comutativa si simbolul lor reprezintd o matrice de functii.

Fie T'" un contur compus format din n curbe inchise I,T,,...,I", de tip Liapunov pe
portiuni, care au un singur punct comun t,. Notam prin F* domeniul marginit de conturul
I'. Vom presupun ca domeniile F;(= F;j) nu au puncte comune $i la migcarea punctului
t, pe coturul ' in sens pozitiv domeniul F, urmeaza dupa domeniul F;"(j=12,..,n-1)
. Conturul T este orientat astfel incat parcurgind curba I';, domeniul F;" rimane la stanga.

In figura 1 este reprezentat un astfel de contur T’ pentru n=4.

Fig. 1

Notam prin CP(I') multimea tuturor functiilor a(t) continue in orice punct teI", Cu
exceptia punctului t;, in care existd limitele finite a;(t, +0) si a;(t, —0) (j=12,...,n)

atunci cand t tinde catre t, pe curba I'; dinspre si, respectiv, spre puncul t,. Prin CP, (')
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notdm multimea functiilor f(t) din CP(I'), pentru care f,(t, +0)= f,(t,—0)(j =12...n),
jar prin CP(I') multimea functiilor f(t) din CP(I'), pentru care
f,(t,+0)=1f,,(t, -0)(j=12..n-1) si f (t,+0)=f,(t, -0). Intersectia C,P(I') "nC_P(I")
coincide cu multimea C(I') de functii continue pe T'.
Fie
pO=TTt-1",

unde t,,t,t,,...,t, suntpuncte diferite pe T" si S, sunt numere reale, care verifica conditiile
-1< B, <p-1,k=012,...,m. in monografia [1] s-a ardtat ca operatorii aP—Pal si
aQ—Qal sunt compacti in spatiul L (T, p) pentru orice functie continua pe I'. Amintim

ca operatorii (proectorii) P si Q integrali singulari F.Riesz sunt definiti de egalitatile

1 1
P="(1+S), Q=_(1-9), 1
2( +3), Q 2( ) 1)
unde S este operatorul integral cu nucleul Cauchy,
(sp)t)=—= ]2 g, ter. 2)
wlrt—t

In studiul ecuatiilor integrale singulare cu nucleu Cauchy, in special la determinarea
regularizatorilor acestor ecuatii, deseori apare necesitatea de a considera operatori de
forma

(Tp)(t)=—1 (A=A g7 (ter), 3)

riy -t

unde a(t) este o functie cunoscuta definiti pe T'. In acest context este important de
cunoscut in ce conditii operatorul T, este compact in spatiul L, (T,p).

Teorema 1. Fie I" un contur compus si acCP(I'). Operatorul T, =aS—Sal este
compact in spatiul L (T, p), daca si numai daca aeC(I').

Demonstragie. Suficienga. Daca functia a este un polinom sau o functie rationala,
atunci teorema este evidenta. In acest caz operatotul T, este de rang finit.

Fie a orice functie continua pe I'. Atunci exista un sir {an (t)} de polinoame (daca T

este deschis) sau de functii rationale (daca I" este inchis) cu polurile in afara conturului T
, care converge uniform citre functia a: rpearx|an(t) —a(t) »o . Asacum
n—o0

T-T < 2max ‘ a(t)—a,(t) ‘H S HLD(T,p) '

a anHLp(F,p) tel

rezulta ca operatorul T, este compact in spatiul L (T, p).
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Demonstratia necesitatatii teoremei se va baza pe urmatoarele doua exemple. Anume,
vom ardta mai inti ca operatorul T, =hS —Shl nu este compact in spatial L (T',p) pentru

functiile he CP_(T') si he CP_(I').
Exemplul 1. Fie conturul T' reprezentat in figura 2

LO |
i

L

Fig. 2

In calitate de functie h(t) consideram functia caracteristica a curbei T, :

0,dacdtel],

hy={, T (4)
ldaciterl,.

Evident functia h(t) apartine multimii CP, (I'). Admitem ca operatorul T, =hS — Shl

este compact. Fie y(t) functia caracteristici a segmentului [-1,0] si A= y(t)T,. Vom

demonstra cd operatorul A nu este compact. Astfel, vom obtine o contradictie.
In spatiul L,(I") consideram sirul normat de functii, definite de egalitatea

An,dacit e [0, 1},
n

AVE L

O,dacétel“\{o,n}.

Vom demonstra ca din sirul w, (t) = Ap, nu Se poate extrage un subsir convergent.

Pentru aceasta evaluiam normele |/, | in spatiul L,(I') (1< p<2). Avem

wll = [l e[ L 1" e 1 110 g,y s
Sﬁp([l?(r) \(2)dz \dt\+Ih(t)I¢”(T)d J 2"“ \dt\<
<n pz_[o ttl dt. (5)




Asadar, pentru 1< p<2 sirul de norme ﬂ|y/n||} tinde la zero in spatiul L (T"). De aici
rezultd, ca daca in spatiul L,(T') sirul v, (t) = Ag, ar contine un subsir convergent y, (t),

atunci el ar converge la zero: y, (t) — 0. Aceasta insd este cu neputin{d, deoarece

> ¢ 1 ¢h(@) 1 ¢ h(t) 2 ”h(t)
H[r//n L ::[m%'-z—_z-tgﬂn(r)df—ﬂlj‘z—_tgon(f)dr dt—J; .! \/7d ‘dt‘—
T4

Exemplul 2. Fie T acelasi contur de la exemplul 1. Prin h(t) notam o functie continua
in orice punct tel'\{0}, care mai verifici urmitoarele conditii: h(t)=0 pentru
telio]cr,, h(t) =1 pentru te[01]<T, exista h(0+0)=0 si h(0-0)=1.

Asacum h(0-0)=h,(0+0)=1 si h(0+0)=h,(0-0)=0, rezultd cd heCP (I).

In spatiul L,(I") consideram mulimea functiilor {p, (t)} definite in felul urmator:

0, pentru teF\[O,%]
n%’, pentru te[O,%]'

Este evident cd |¢,| =1. Fie x(t) functia caracteristici a segmentului [ioleT, si

Pa(t)=

A= y()T,. Vom demonstra ca operatorul A nu este compactin L (). Pentru aceasta ne

vom folosi de criteriul lui F.Riesz de compacitate in spatiul L,. Avem

0

y
@,0=(Ap)0 = 2D MO ()9, 2O s [j“@ dr—h(o) jde
m -t T oy Tt

Z(t) / % 1-nt
j yOLn™ =
7 nt
Pentru orice >0 (0< o <1) obtinem,

[lo,t+io)-@,@) |dt= [|®,(+ic)-®, )| [dt]=
r [i,0]

1

j@n(it+ia)—®n(it)pdt2 \@n(it+ia)—®n(it)\pdt:

%
1 1 2 |P
= [l Fa=" [ nt (7)
17% 7[17%

2

t >2 pentru te{l—z,l]atunci In1th

2
Asa cum

>1In2 si din inegalitatea (7)

rezulta
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jcpn(t+ia)—q>n(t)"dtzr2‘c’|n2. (8)
T T

In inegalitatea (8) punem o= 27” n> 4,si ea devine
[l (t+io)—@,t) dt > In2. 9)
r

Asadar, in baza criteriului M.Riess despre compacitatea multimilor de functiiin L,
rezulti cd multimea de functii {®,(t)} nu este compacti in L,(T'), ceea ce inseamna ca
operatorul T, =aS —Sal nu este compact inL ().

Folosind aceste exemple, vom demonstra necesitatea teoremei 1. Fie acCP(I') si
admitem ca operatorul T, este compact in L (I'). Fard a diminua generalitatea vom
presupune ca conturul T este cel de la exemplul 1 si a(0+0)=a,(0-0). Fie
®»=2a,(0+0)—a,(0-0) si consideram functia

b(t) = a(t)—eh(t), pentru t e I; \ {0},
la(t, +0), pentrut  teT,,

unde h este functia definita de la exemplul 2. Avem
b,(0+0)=hb,(0-0)=a,(0+0), b (0+0)=a,(0+0) —wh,(0+0) =&, (0+0) si
b,(0-0)=2,(0-0) ~ wh, (0-0) =a,(0-0).

Asadar, functia b(t) este continud pe I' si, in virtutea celor deja demonstrate, operatorul
T, este compact in L (). Din egalitatea xT, v, = x,T.x —@x T, 7, unde yz, este functia
caracteristica a curbei I, si din faptul ca operatorul T, este compact, rezulta ca operatorul
1T,z este compact in L (I3). Atunci operatorul H, = T, , — Al este noetherien in
L,(I}) pentru orice A4 #0, adicd simbolul lui, H,(t, x), trebuie sa fie nedegenerat pentru

orice =0,z <[0] si orice t € T;. Scriem simbolul acestui operator ( a se vedea [1, 2]) in

punctul t,.
-4 2
Hz(o’ ): Cf('u),
—25(u) -4
SiN O o
unde g‘(,u):\/ f(y)(l— f(,u)) si f(ﬂ)—{ sing e ,pentru p¢2.
M, pentru p=2

Observam ca
det Hz(touu): XAt (u) (1_ f (/U))
si detH,(t), «)=0 pentru A=2./ f (u)(1- f(u)). Contrazicerea obtinutd demonstreaza

ca operatorul T, nu este compact in L, (I'). Teorema este demonstrata.
Afirmatiile teoremei 1 rdmin adevarate si in spatiulL, cu ponderea p(t).

Demonstratia se face in mod similar.
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Astfel, daca functia a(t) apartine multimilor CP(T"), CP,(T") sau multimii CP_(T'),
atunci operatorii Pal —aP si Qal —aQ nu sint compacti in spatiul L (T,p). In cazul
functiilor ae CP,(T") au loc urmatoarele doud teoreme.

Teorema 2. Fie aeCP(T'), atunci operatorul PaP—aP este compact in spatiul
L, (I, p).

Demonstratie. Funcia a(t) poate fi reprezentatd sub forma a(t)=b(t)g(t), unde
b(t) e C(T"), iar functia g(t)este constanta pe fiecare curba I, (k=1,2,...,n). Vom ardta ca
PgP=g. Fie ¢(t)orice functie care verifica conditiile Iui Holder pe fiecare curba
I, (k=12,..,n). Atunci functia y(t)=(P¢)(t) verifica conditiile lui Holder pe orice arc
al conturului T',care nu contine punctul t,, ea admite o prelungire analitica in fiecare
domeniu F'(k=12,..,n),iar in vecindtatea punctului t, are o singularitate integrabila.
Aceleasi proprietdti le are si functia g(t)y(t).Folosind aceste proprietdti ale functiei

g(t)w(t), usor se demonstreaza ca pentru orice punct t € ', diferit de t,, are loc egalitatea

L p9EWE) 4 gtyt),

mir -1
Din aceasta egalitate rezultd ca gPp = PgP¢ si, prin urmare, PgP = gP. Asa cum b(t)
este continua pe I',atunci, in baza teoremei 1, operatorul bP — Pbl este compact. De aici
si din egalitatea PgP =gP rezultd ca operatorul PaP —aP este compact. Teorema este

demonstrata.
Teorema 3. Fie aeCP_(I'),atunci operatorul QaQ—-aQ este compact in spatial

L, (I, p).
Demonstratie. In fiecare domeniu F*(k =12,..,n) considerim cite un punct z, si
formam functiile f;(t),definite prin egalitatile

f ()= (~2y (=12, 2,., =
()=, ( )1 (1212012, =)

j+l

Fiecare functie f;(t) este analitica in planul complex extins cu taietura, care uneste

si aceastd tdieturd se afld in FUF, U{t,}. Fard a diminua

punctele z;, si z i

j+1
generalitatea putem considera ca valorile limitd a functiei a(t) in punctul t, sint diferite
de zero. Numerele «; si o, le alegem asa, incit valorile limita ale functiei f;(t), atunci
cand t tinde citre t, pe curba I'; dinspre si spre puncul t, sa fie egale respectiv cu a,
si 1. Not&m prin f(t) produsul functiilor f,(t): f(t)=f,(t)f,(t)..f,(t). Functia
f(t) este analiticd in domeniul C\F'UF;U..UF UTI. Nemijlocit

se aratd cd QfQ=fQ. In baza alegerii functiei f(t), produsul
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g(t)=a(t)f'(t) este o functie continua pe I'. Asa cum operatorul Qgl —gQ
este compact siare loc egalitatea QfQ=fQ, obtinem ca operatorul QaQ—aQ

este compact siteorema este demonstrata.
Fie k(r,t) o functie masurbild pe I'xI" cu singularitate slaba, adica ea admite o

evaluare de forma
k(z,t)|<clz—t[", c=const, 0 <z <1.
In aceste conditii, asa cum se cunoaste, operatorul integral, definit de relatia
To)(®) = [K(z. D) p(z)dz, (10)
r
este compact in spatiul L (I'). Vom demonstra ca o afirmatie similara are loc i in spatiul
L, (T, p),unde p(t)=]Jt-t, \ﬂ “. Are loc urmétoarea teorema.
k=0
Teorema 4. Fie numerele p, 3,, 8,,..., B, verifica conditiile:
l<p<+oo, -1<f <p-1, k=0,12,...,m,
atunci operatorul integral (10) este compact in spatiul L, (T, p).

Demonstratie. Se verifica usor (a se vedea [1] ca operatorul T este compact in

L, (T, p) dacd si numai daca operatorul K = h™Thl , unde
h(t)zf[\t—tk\“k ,a,=61p,

este compact in spatiul L (I). Fie -

k(z,t), pentru |z —t/> %

0, pentru \r—t\<%.

Notam prin A, A, si K, urmatorii operatori integrali

(AR = [ (" Ok (7, D) —k(z,1)Jp(z) d7,
(A@)®) = [ (1™ Ok, (7.)h() K, (z.) Jp(z) d7,
(K.2)(0) = [ (1™ )k, (7.Dh(2) Jp(2) dz.

Asa cum hel (I),h"eL () (p"+q™"=1) si functia k (r,t) este marginita,

k,(z,t) =

atunci

p-1
[ dt[ [ h ok, (r,t)h(r)qdr] <400,
r r
si prin urmare operatorul K, este compactin L (I'). De aicirezultd continuitatea completa
aoperatorului A in L (I'). Vom demonstra ca lim/A—A |=0.Fie M, = A-A si m, (1)

nucleul operatorului M, . Din teorema lui B.Hvedelidze (a se vedea [3]), despre
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continuitate operatorului integral singular cu nucleul Cauchy in spatiul L (T,p), rezultd
continuitatea operatorului

EA0=] RO o) a.

Notdm prin b(z,t) nucleul acestui operator. Asa cum , rezulta

HMnH <cn*?

B| si M, —0 pentru n—oo.
Asadar, am demonstrat ca operatorul A este compact in spatiul L (). Prin urmare, si
operatorul K este compact in spatiul L (I, p) . Teorema este demonstrata.

Teorema 5. Fie T un contur simplu si inchis de tip Liapunov, iar t = 8(z) o functie

care transforma in mod conform discul unitate in domeniul D” marginit de conturul T,

atunci functia

k= 2O 1
B(2)-p(&) &-

are singularitate slaba pe conturul T, = {(f 5 =1}.

(/=1 [z]<1
z

Demonstratie. Fie 7, T, ;z=¢"% & =¢"%si, de exemplu, 6, <#6,. Putem considera

ca el—eos%. Fieu=e“(6,<0<6) sir=u-

unci |du|=dé = (cos§/2)™ dr <-/2dr.

Asa cum conturul T este de tip Liapunov, derivata g'(z) verifica conditiile lui Holder cu
un exponent ¢ (0<a <1), adica

<clu-¢" =cr”,c=const.
Prin urmare,
|2
<c _[r J2dr=cjz-¢"", (11)

B(@) - &) - L&)z - cf)\—f(ﬂ(u) £'(¢))du

unde » este arcul de cerc, ce uneste punctele z si &. O evaluare similara de forma (11) se

si in calitate de

y se ia segmentul de dreapta, care uneste punctele z si &. Deoarece transformarea g este
conformad, atunci este indeplinitd conditia S'(£) =0 (£ €T,) si in consecintd
B(&) - B(2)
-1
Din inegalitatile (11) si (12) obtinem
£'(2) 1 |_|F@E-2)-B2)-BE) _ LG —2
BR-BE) -2 [B@-BENE-2) T cle-7

Teorema este demonstrata.

>c,>0 . (12)

‘Ot+l

k(& 2)|= =c,lE—2["". (13)
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Fie T, si T, doud curbe inchise sau deschise fara puncte de autointersectie si
BT, »>T,,z=p(t), o functie bijectiva. Notam prin S, si S, operatorii integrali singulari
Cauchy pe aceste curbe:

(Sl(o)(t)=%]j:(i(Trt)dr,t el;, (Szgo)(t):%!&rt)dr,t erl,

care actioneaza in spatiile L (I}, p,) si, respectiv in L (T, p,), unde

p®=Tt-t" si p@=][z-2" . 2 = At,).
lar prin B notam operatcl;;(l)Jl liniar, inversabilk:;i marginit din L (T, p,) in L(T},p,),
definit de relatia (Bo)(z) = o(B'(2)).

Teorema 6. Fie funcfia a,a =B, poseda derivata o' diferita de zero si verifica
conditiile lui Holder pe T,
"(z)-ad'(z)|<clz,
atunci operatorul S, poate fi exprimat sub forma

S,=BS,B™+T,
unde T este un operator compact in L (I, p,), iar (By )(z)=w(5(2)).

# c=const, 0< 1 <1,

Demonstratie. Fie r o functie rat;ionalé peI,, p=B7'r si T=S,-BS,B™, atunci

I f(é)dé‘ J' p(r)dz

r—a(z)

(Tr)(2) =

r2
In ultima integrala este justificat schimbul de Varlablla r=a(z) (a se vedea [4]) si in

rezultat se obtine

T R4 )
(Tr)(z)_zir{(g—z a@)_a(z)]r(é)dé.

Din teorema 5 rezulta ca nucleul acestui operator are singularitate slaba pe T, si, in
baza teoremei 2, este compact. Teorema este demonstrata.
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LOTKA-VOLTERRA CUBICDIFFERENTIAL SYSTEMS WITH (1:-2)-
SINGULARITY AND INVARIANT AFFINE STRAIGHT LINES OF TWO
DIRECTIONS OF TOTAL ALGEBRAIC
MULTIPLICITY SIX
Silvia TURUTA, doctorand

Abstract. The Lotka-Volterra cubicdifferential systems with (1:-2)-singularity possessing invariant
straight lines of two direction and total multiplicity six are classified. There are obtained fifteen distinct
classes modulo the affine transformations and time rescaling. The Darboux first integrals are constructed.
Keywords: differential cubic system, invariant straight line, Darboux integral.

1. Introduction

We consider the real polynomial system of differential equations

dx_ & _ =
dt - P(X! y)’ dt - Q(X’ y)’ GCD(P’Q ) 1 (11)

and the vector field X = P(X, y) aﬁ + Q(X, y)% associated to system (1.1). Here
X

GCD(P,Q) eR[x; y] is the greatest common divisor of the polynomials P and Q.

Denote n =max{deg(P),deg(Q)}. If n=2 (n=3), then the system (1.1) is called
quadratic (cubic).

Acurve f(x,y)=0, f eC[x,y] (afunction f =exp(g/h); g,h e C[x,y]) is said to be
an invariant algebraic curve (an invariant exponential function) of (1.1) if there exists a
polynomial K (x,y)e C[x, y] deg(K; )<n—1, such that the identity

arixy) (8):( y) P(x, y)+%’y)-Q(X, y)=f(xy)-Ki(xy)

holds. If (1.1) bhas an invariant curve f of degree one, ...

f(X,y)=ax+py+y, |a|+|B#0, then the curve f is called the invariant straight line

of the system (1.1).
Definition 1. An invariant algebraic curve f =0 of degree d of system (1.1) is called of

algebraic multiplicity m, if m is the greatest positive integer such that the f™ divide
E4(X), where
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A v, . V|

£, (X)= det X(v,)  X(v,) ... X(v) | 12)

X)) X)) e XTHy)
and the system V;,V,,...,V, is a basis of C, [x, y] (see [1D).

In the case of the invariant straight lines (d =1) we can take v; =1,v, =X,v; =Y and
the polynomial E,(X ) has the form:

E(X)=P-X(Q)-Q-X(P).
Definition 2.Let D be a domain inR?and F € C*(D,R) (,u e CY(D, R))

A function F(x,y) (z(x,y)) is called a first integral (an integrating factor) of the system
(1.1) if the following identity

holds in D.
Let the system (1.1) have algebraic invariant curves fj(x, y):O, j=1....s, i.e. there

exist the polynomials Kj(x, y), j =1,...,s, such that the following identities hold:
of(x,y) of(x,y)

T-P(x,y)Jr By Qx,y)=fi(xy)-K;(x,y).

When system (1.1) has a first integral (an integrating factor) of the form
S S
()= [T 1760) sty T 7009 |
=l j=1

then we say that the system is Darboux integrable. Darboux proved that if the system (1.1)
has at least s > n(n+1)/2 distinct algebraic invariant curves, then this system is Darboux

integrable [6].

These last years, a great number of works are dedicated to the investigation of the problem
of integrabilityfor polynomial differential systems and, in particular, of Lotka-Volterra
systems, with resonant singular points (see [1], [3], [5]-[13]).This problem was completely
solved in [7] for quadratic system with 1:-2 resonant singular points, but for cubic
systems is still open. In this paper, the cubic systems with 1:-2rezonant singularity,
having invariant straight lines of two direction of total multiplicity six, are classified.

We consider the cubic system
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{)‘(: X(L+ 8,0X + 8y, Y + 8goX” + 8y, XY + 8, Y%), 19

Y= y(=2+by X +by,y + b21X2 +hy,xy + b03y2),

where the variables x, y and coefficients a;;, b; are real.

ij?

Our main results are expressed in the following theorem.

Main Theorem. The cubic system (1.3) has affine invariant straight lines of two directions

of total algebraic multiplicity six if and only if it has one of the following fifteen forms:
{)‘( =x(x-D(ax-1),a=0,a=1, {X =X(x-1)(ax-1), a=0,

y=y(y-1)(by+2),b=0,b=-2 y=-2y(y-1?% a=l
X=X(X— 1)

y==-2y(y -

{x x(x—1)2, 2

y=y(y-1(cy+2),c#0,c+-2

6)
y=y(y-1(cy +2),c#-2, y(x+ax—2),a#0;

- {x x(L+d)y? +1), .
y=y(y-D(dy+2),d=0,d = -2

9){><=><(><—1)(<':1><—1),a:«tO,a:ftL 10) {xzx(px +gx+1),q° —4p <0,

y=y(py® +qy—2),q° +8p<O0; y=y(y-D(cy+2),c#0,c#-2
. _ 2 2 . 12

1) X=X(px°+0gx+1),q°—-4p<0, 12) X=Xx(x-1)°,
y=Yy(ry* +sy —2), s* +8r<0; y=y(py* +ay-2),9° +8p<0;

X=xX(x-1(ax-1),a=0,a=1,

5){ =—x((2 C)y+30y +2),c =0, {X=x(x (ax-1), a=1,

y=y(=2+3x+ (a—2)x?);

14)

1
13 {X=x(px2+qx+1),q2—4p<0, X:EX(Spy2+qy+2),

v . 2. .

y=-2y(y-D% y=Yy(py® +qy—2),q° +8p <0;

15){5(: x(px? +gx+1), > —4p <0,
y=-y(2+0ax),

where a,b,c,d,q, p,r,s € R. The systems 1) — 15) are Darboux integrable and have the
following first integrals, respectively:

2(2+b)  2(2+b) 2a(2+b) 2 2+b
) FOLy)=(x-)@Px b (ax—1) @V (y_1by b (by+2);
ai—l
2) F(x, y)=eV %" 2 (ax-1)* (y-D)* y (x-1) %;
2c+4

3) F(x,y)=e *1 x4 2 (x—1)*2 (y—1)2y 2 (cy + 2)°;
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2 1
HF(x,y)=e* eV x*(x-1) 2 (y -1 ty;
1 5c+2¢2 c2450-4
5) F(x,y)=e*¥ e 0D x3(y-1) 2 (cy+2)y;
1 3a-4a’®
6) F(x,y)=e®L.¢ x1 x2(x—1)% 6alig_ 1y
2+d
7) F(xy)=x2y(dy+2) 9 (y-1)72;
2-2a
8) F(x,y)=x’y(ax-1) 2 (x-1)7

-1 1-a l-a

9) F(X,y)=(x _1)3 x a (ax _1)y7a (y+ %)(a—l)(ﬁ—q)é (y + %)(a—l)(\/;+q)ﬂ ,

128p° —q’yy +0°%y ,_128p°+a’r\y —a*Yfy
512ap®\[y ’ 512ap°[y '

2 4-2c —2—C \/_ \/_
10) F (X’ y) = (y _ 1) C X C (Cy + 2) y C (X + q;—i) _(C+2)(\/Z_q)ﬁ (X + q;—ﬁ) (2+C)(ﬁ+q)7 ,
p p

where y =q°+8p, & =

where
~16p° +4pgVi -q°v1 + 932 16p3 +4pg®Va-g°Vi+q3¥a
3 ) 7/: 3 b
16cp3v 2 16¢cp>/2
]_]_) F(X, y):i.X_SZpSM .(X+M)_(q_ﬁ)(16p3_7)5 (2 px+q_ﬂ‘).
4pr 2p
Jij

3 P
S _ﬂ)—le s(q—1)o+

"y Y+2— S+ﬂ‘(2ry+3+,3)1

r
Where ﬂ,=\/q2—4p,ﬁ=\/8r+82, 7/=4pq3/t—q5/1+q3/13,

A=q°-4p, B=

~16p345 (

1
o= 5 :
(q+A)A6p° +y)
£ 42-4p-q° —ap
12) F(x, y):eX—l,(X_]_)ﬁ’ x P ,y—q/1+8p+q2 '(Y+q2+lj -(y+q2_’1j |
P p

where 1 =+/8p+q%, B=2q4 —16p —2q°>;

B gA+5-q° 4p
_ _ _ A g-—4

13) F(x, :eyl. _113.)(25. ’B-X qL .| X :
) F(X,y) (y-1 y + 2p + 2p
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where i:w/q2—4p,ﬂ=q/1—/12;
1 )
14) F(x,y)= 1P 2(py? +qy —2) 2x%y;

15) F(x, y)=(px? +gx+1)1x%y.

2.Algebraic maximal multiplicity of the invariant straight linesx =a,y =a,a € C
2.1.Multiplicity of the line x=0(y=0)

In this subsection, we compute the maximal algebraic multiplicity of the invariant straight
line X =0(y =0)of the system (1.3). For this purpose, we calculate the determinant
E,(X). It has the form E;(X) = xy(6 + w(x,y)), where w(x,y) is a polynomial of

degree six and w(0,0) # 0. It is evident that the invariant straight line x = 0 (y = 0) has

the algebraic multiplicity one. In this way we have proved the following lemma.

Lemma 1. For system(1.3) the algebraic multiplicity of the invariant straight line x=0
(y=0) is one.

*
2.2.Multiplicity of the line X=a, ¢ € R

Without loss of generality, we consider a = 1. Then system (1.3) can be written in the

following form
X=x(x=1)(ax+by 1) = P(x, ), (2.1)
Y =—y(2+cx+dy+mx* +nxy +sy*) =Q(x,Y). |

For (1.3) the polynomial E, (X) looks as
E (X)) =xy(x=1) (A, (¥) + Ay (Y)(x =) + A, (V) (x~1)* +
A(Y)(x=D)* + A (V) (x=D)* + A (V) (x=1)°),
where A;(y),j = 2,..,7 are polynomials in y. For example, A,(y) = A,1(Y)A(Y),
where A, (Y)=2+c+m+dy+ny+sy?and A,,(y)=-1+a*—c+ac—m+am+

2(-b+ab—d+ad —n+an)y+ (b* +bd +bn—3s+3as)y? + 2bsy>.

The algebraic multiplicity of the invariant straight line X =1is at least two if the identity
A,(y)=0holds. Let A,(y)=0. AsGCD(P,Q) =1, then the polynomial A,,(y)is not
identically zero and therefore Ay, (Y)is identically zero. The identity A,,(y) = 0holds if
one of the following three sets of conditions is satisfied:

21) b=0,a=1;

22) a=1s=0,n=-b—-d;
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23)s=0,n=-b—-d, m=-1-a-c.
In each of the cases 2.1), 2.2) and 2.3) the algebraic multiplicity of the line X =1is at least
three if the polynomial A;(y) is identicaly zero. Indeed,
In Case 2.1) we obtain A;(y) = Ay (V) As1(Y), where Ag;(y) =2+Cc+m+2dy+2ny

+3sy®. If Ay (y) =0, then deg(GCD(P,Q)) > 0. Therefore, Ay, (Yy) is not identicaly

zero. Thus, in this case the multiplicity of x =1 is two.
In Case 2.2) we get

{A;(y) =4 +4c+c? +4m+2cm+m? + (b* — 2bd —bed —b*m —bdm)y? + 2b%dy® =0,
GCD(P,Q) =1}=c=-3,d=0,m=1=
A, (y) = -4b*y?% 0.
The system (1.3) has the form
X =X(Xx-1)(x+by—1), y=y(-2+3x—x*+bxy),b=0. (2.2)
In Case 2.3) we have
{As(y) = (-1+a+by)(—6+6a—2c + 2ac + (3b + bc —3d + 3ad) y + 2bdy?) =0,
GCD(P,Q)=1}={d =0,c=-3,GCD(P,Q) =1} =
A, (y) =—-2(-1+a+by)(—3+3a+ 2by) 0.
The system(1.3) looks as
x=x(x-1)(ax+by —1), y=y(-2+3x+ (a—2)x> +bxy), (a,b) = (1,0) (2.3)
and has the invariant straight lines: ; =x=0, I,,, =x-1=0,l;=y=0.
Note that the system (2.2) is a particular case of the system (2.3).
Lemma 2.The maximal algebraic multiplicity of the real invariant straight linel = x —
a =0, a € R*insystem (1.3) is three. If I=0 has the algebraic multiplicity three for (1.3),
then via an affine transformation of coordinates and time rescaling the system (1.3) can

be writing in the form (2.3) and | = x—1=0 is the unique invariant straight line parallel
tox = 0.

2.3. Multiplicity of the line y =1

The straight line y = 1 is the invariant straight line for system (1.3) if and only if (1.3)
looks as

: (2.5)
y=y(y-D(ex+dy+2)=Q(x,Y).
To determine the maximal algebraic multiplicity of the line Yy =1for (2.5), we write

E,(X) inthe form

{)‘( = X(kx® + jxy +ry? +ax+by +1) = P(x, y),
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E1(X)=xy(y =1)(B, (¥) + By (x)(y =) + B, ()(y —1)* +
Bs ()(y —1)° +Bs () (y —D* + B, ()(y -1)°) .
Taking into acountthat GCD(P, Q) =1, the polynomial B, (x) = B,,(x)B,,(x), where
B,,(X) =1+b+r+ax+ jx+kx’andB,,(x) =—2+2b—3d +bd —d? + 2r +dr +

+2(2a—2c+ad —cd +2j +dj)x + (ac —c? + 6k + 3dk +¢j)x* + 2ckx®,
is identically zero if one of the following three sets of conditions is satisfied:

24) c=0,d =-2;

25)d=-2,k=0,c=a+j;

26) k=0,c=a+j,r=1-b+d.
In Case 2.4) the condition GCD(P,Q) =1 gives

B, (X) = 2x*(a+ j +kx)(2a+ 2 j + 3kx) Z0.

In Case 2.5) we have{B,(x) = (a+ j)*(b+2ax)x* =0, GCD(P,Q) =1} =
{a=b=0,GCP(P,Q) =1} = B,(x) = 2j°x*20. The system (2.5) has the form

x=x(py—y*+1), y=y(y-)@+jx-2y), j#0. (26)
In Case 2.6) we find that B;(X) = B3;(X)B;,(X), where B;;(X)=2+d +ax+ jxand
B,,(X) = 4b+2bd + (6a + ab +3ad +bj)x + (2a° + 2aj)x*. Assume B,(x)=0. As
GCD(P,Q) =1the polynomial Bs,(X) is not identicaly zero and therefore B,,(X) is
identically zero.{a=b =0, GCD(P,Q)=1}= B,(X) =(2+d + jx)(6+3d + 2 jx) ZO0.
The system (2.5) looks as
x=x(jxy +@+d)y*+1), y=y(y-D@+ jx+dy),(d,j) = (-20) (27)
which possesses the invariant straight lines: I, =x=0, I, =y =0, l;,5=y-1=0.
Note that (2.6) is a particular case of the system (2.7).
Lemma 3. The maximal algebraic multiplicity of the real invariant straightlinel = y —
a =0, a € R* in system (1.3) is three. If I=0 has algebraic multiplicity threefor (1.3),

then via an affine transformation of coordinates and time rescaling, the system (1.3) can
be brought tothe form (2.7) and | = y —1=0 is the unique invariant straight line parallel

toy =0.

2.4. Multiplicity of the line Xx=a, 2 € C\R
The straight line X =a, @ € C\R s the invariant straight line for system (1.3) if and
only if (1.3) looks as
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{sz(px2+qX+1)EP(X, y), 9°-4p<0, (2.8)

Y =—y(2+cx+dy +mx? +nxy +sy?) =Q(x, y).
To determine the maximal algebraic multiplicity of the linex =a, « € C\ R, we write
E,(X) in the form:

E (X)) = xy(px* + ax+D (A, (X, ¥) + Ay (X, Y)(pPX* +gx +1)).
where

A, (X, y) = i?,(m2 p—c®p?—2mp® +2cmpg +cp®g—m*q® —mpg” +
p

(—2cmp? + 2¢p® + 2m? pg — ¢ p?q + mp2q — 2pq + 2cmpg? + cp?g? —m?q® — mpg®)x +
(-3dmp? —3cnp? +4dp* + 3mnpg + np2q)y + (-2n*p? + 2d 2 p* —4mp?s + 6sp>)y? +
(=3mnp? + 3cdp® + 4np® — 3dmp?q — 3cnp?q — dp>q + 3mnpg? + np?q?)xy +
(4dnp® —2n2 p2q + 4cp3s — 4mp2gs — p3gs)xy? +5p3s(d + n)xy® +3p3s2y?).
The algebraic multiplicity of the invariant straight line X =, o € C/Ris at least two
if the identity A, (x,Yy)=0holds. Taking into account that the system’s coefficients are
real numbers and GCD(P,Q) =1, the last identity yields the following set of conditions:
d=n=m=s=0,c=q.
In this case we obtain the system 15) from the main theoremwith the invariant straight

lines:
q+va’-4p o _ . a-Ja -4p__
=0, 1,5 =X+ =0, l;=y=0.
2p ' 2p
The polinomial E, (X ) has the form E; (X) = 2xy(3+ qx)(L+ gx + px?)?and it does not

l,=x=0, l,; =x+

divide the polynomial (px? + gx +1)°.
Lemma 4.The maximal algebraic multiplicity of the non-real invariant straight line
X=a, a € C\ Rinsystem (1.3) is two.

2.5. Multiplicity of the line y=a, a € C\R
The straight line Y = a, & € C \ R is the invariant straight line for system (1.3) if and only
if (1.3) look as

{X:x(kx2 +jxy +ry? +ax+by +1) =P(x, y), 29

y=y(py* +ay -2)=Q(xy), 9° +8p <0.
We write E; (X)in the form
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E, (X) = xy(py® +ay —2)(A, (X, y) + Ay (x, Y)(py* +ay —2)).
The polynomial A, (x, y) looks as

A, (X, y):%(Zb2 p? —3p°% +2bp2q—4p?r —4bpar —2pq’r + 4pr? +2q°r? +

(6bjp? —ap® +2jp?q+6ap?r —6 jpar)x+2p%(2j% +a%p +4kr)x? + 5akp®x® + 3k p3x* +
(—2bp® —b?p2q+ p3q—bp3q? + 4bp?r + 4p?qr + 2bpg’r + pa’r —4pgr? —q3r?)y +

(3abp® — jp° —3bjp®q +ap®q - jp®q”® +6jp*r —3ap®ar +3jpg®r)xy + 5kjp> x>y +

(4bkp® + 4ajp® — 22 p2q + kp3q — 4kp?qgr)x2y.

The algebraic multiplicity of the invariant straight line ¥ = a, « € C \ Riis at least two if
the identity A, (X,y) = 0holds. Under condition GCD(P, Q) =1and taking into acount
that the coefficients of thedifferentialsystem are real, the identity A, (X, y) = Oholds if the

: 3
following conditions are satisfied: a=k=]J=0,b= % r= 7p .In this case we get the

system 14) of the main theorem possessing the invariant straight lines:

q+4a°+8p _ . _ . . 4-4q°+8p
2p | 2p
The multiplicity of the lines I5 ¢ is exactly two as(py2 +qy — 2)3 does not divide the

=0.

|1§X:O, I25y=0, |3,4Ey

. 1
polynomial E; (X) =—Z>w(py2 +qy—2)*(-6-qy+3py?).

Lemma 5. In the class of systems (1.3) the maximal algebraic multiplicity of the non-real
invariant straight line y =, @ € C\R is two.

3. Configurations of the invariant straight lines

Taking into acount Lemmas 1-5 we have for system (1.3) the following twelve
configurations of six invariant real straight lines of two directions:

Al) (3r;3r); Ab5) (4(1,2)r ; 2r); A9) (2r;4(3)r);
A2) (3r;3(2)r); AB) (3(2)r ; 3(2)r); A10) (4(3)r; 2r);
A3) (3(2)r; 3r); AT)(1r; 5(2,2)r); Al1l) (1r ;5(1,3)r);
A4) (2r ;4(1,2)r); A8) (5(2,2)r ; 1r); A12) (5(1,3)r; 1r),
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And the following seven configurations of six invariant straight lines, two of wich are non-
real:

B1) (3r; 1r+2c); B4) (3(2)r; 1r+2c); B6) (1r ;1r+4(2,2)c);B7)
B2) (1r+2c; 3r); B5) (1r+2c; 3(2)r); (1r+4(2,2)c; 1r).

B3) (1r+2c ;1r+2c);

We denote by 3(2)r(4(3)r) two parallel and distinct real straight lines one of which is

counted twice (thrice) and we say that it has multiplicity equal to two (three). By5(1,3)rwe
denote three parallel and distinct real straight lines one of which has multiplicity three and
by 1r+2c is denoted a triplet of distinct and parallel straight lines, one of which is real and
two are complex (non-real).
We denote by (3r ; 1r+2c) the configuration consisting of six affine straight lines of two
directions: a triplet of real distinct parallel straight lines in one direction; a real straight
line and a pair of parallel complex (non-real) lines in the second direction. By (1r;5(2,2)r)
is denoted the configuration of six straight lines of two directions consisting of: a real
straight line (in one direction) and five real parallel straight lines two of which have
multiplicity equal to two (in the second direction)

3.1. Unrealisable configurations
In this subsection we show that in the class of cubic systems of the form (1.3) the
configurations A4), A5), A9)and A10) are not realisable.

Configuration A4) (2r;4(1, 2)r). Via an affine transformations of coordinates and time
rescaling, the cubic system (1.3) with two real invariant straight lines in the direction of
the axe Oy and three real invariant straight lines in the direction Ox, can be writen in the
form

{x = x(x—1)(ax+by—1),b=0,a® + (b—1D(b—c))? =0, 31)

y=y(y-D(cy+2),c=0, c=-2

Without loss of generality, we consider that the invariant straight y =1 has the
multiplicity two. For system (3.1) the polynomial E; (X) look as
E;(X) = (1 -x)x(y — Dy(2

+ ¢cy)[(4 — b? + ¢ — bc — 4ax — 4bx — 3abx + 2b*x — acx + 5abx?

— 2by — b?y + 3¢y — bey + 2b*xy — 3acxy — 2bcy?)(y — 1) + o(x)],
where (x) = (1= b)(1+ b +¢) — (alc +3b—1) — 2(1 — b)?)x — a(2a +
5(1 — b))x? + 3a%x3. Asp(x) is not identically zero, the polynomial (y — 1)2does not
divide E; (X)and therefore the invariant straight line y = 1 does not have the multiplicity
two. In this way we proved that the configurationsA4)is not realisable.
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Configuration A5) (4(1,2)r ; 2r). The system (1.3) can by writen in the form
X=X(x-1)(ax—-1),a=0,a =1
{y = y(y-1)(bx+cy +2),(b+2)*(b+2a)* +c? =0.
Suppose that the invariant straight line x = 1 has the multiplicity two for (3.2). In this
assumption the polynomial E; (X) looks as

E,(X) = —xy(x-1)(ax-1)(y —-1)[(-4+2a—5b+ab—b* + (6a—b +ab—b?)x+ 2abx? + (8b +
+2b? — 2c +ac —3bc)y + (2b? +3ac)xy + 5bey?)(x —1) + ¢(y)],

(3.2)

where ¢(y) = (2+ 2b +cy)(-3+a—b+4y+ 2by — 2cy + 3cy?).
This implies the polynomial ¢(y) to be not identically zero for the system (3.2), which

contradicts the assumption that the invariant straight line x = 1 has the multiplicity two.
We have proved that the configurations A5) is not realisable.

Configuration A9) (2r; 4(3)r) (Configuration A10) (4(3)r; 2r)). According to
Lemma 3 (Lemma 2) we consider the system (2.7) ((2.3)). This system does not have any
invariant straight line described by an equation of the form x = a (y=a), a € R".
Therefore, the configuration A9) (A10)) is not realisable.

4. Classification of cubic systems (1.3) with invariant straight lines of total
multiplicity six and of two directions
Configuration A1) (3r;3r). Via an affine transformation of coordinates and time rescaling
each system which realise this configuration can be written in the form 1) of the Main
Theorem.The system 1) has the invariant straight lines:

l,=x=0, l,=x-1=0, l;=ax-1=0,1,=y=0,l; =y-1=0, I, =by +2=0

and is Darboux integrable.

Configuration A2) (3r ;3(2)r). Any cubic system with a triplet of distinct parallel
invariant straight lines and a couple of distinct parallel invariant straight lines modulo an
affine transformation of coordinates can be writen in the form

{)’( =x(x-D(ax-1) =P(x,y),a=0,a=1,
y =y(y-Dx+cy+2)=Q(x,Y).
For this system we have E,(X)=xy(y —D)(x—1)(ax—1)(A, (x) + A, (X)(y —1)),

A, (X)=—2—-3c—c% — (4+4a+4b+ 2c + 2ac + 2bc)x + (6a — b —ab —b? + 3ac)x* + 2abx°,
where and A;(X)is a polynomial in X. In order the straight line y—1=0 to have

(4.1)

multiplicity two, we require the A,(x)=0 and this yieldsb=0,c=-2. In these
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conditions the system (4.1) becomes the system 2) of the Main Theorem. It has the
invariant straight lines:

l,=x=0, I, =x-1=0,  =ax-1=0, I, =y=0,l;5,=y-1=0

and it is Darboux integrable.

Configuration A3) (3(2)r ; 3r). In this case the system (1.3) can be written as
{)‘( =x(x—=1)(ax+by -1) = P(x, ),
y=y(y-1(y+2)=0Q(x,y), c=0,c#-2.
For (4.2) the polynomial E; (X) looks as

E,(X)=xy(y ~D(x=1)(cy + 2)(A, (y) + Ay (Y)(x 1)),

(4.2)

where
A, (y)=—1+a° +(4—4a—2b+2ab—2c+2ac)y + (b* — 2b+3c —3ac + bc) y* — 2bey®.
The identity A, (y) = 0holds if and only ifa =1, b =0. Under these conditions the

system (4.2) is of the form 3) of the Main Theorem andit has the invariant straight lines

Configuration A6) (3(2)r ; 3(2)r). We write the system (1.3) in the form
{X = X(x=1)(ax+by -1) = P(x,y),
y=y(y-D(ex+dy+2)=Q(x,Y).
For this system the polynomial E; (X )is

E, (X)=xy(y ~1)(x=1)(A;(y) + Ay (x, y)(x~D)

where
A (y) =(2+c+dy)((1—a) (1+a+c—4y+2by —2cy + 2dy — 3dy? ) +

by2(2—b+c-d +2dy)
and
Ay (X,Y) =4 + 2a%? — 3¢ + 2ac + a’c — ¢ + ac? — 10ax + 2a®x + cx + 2acx +
a’cx — c?x + ac*x + 6a*x? — 3acx? + a’*cx? + ac’x? + 2a*cx® — 8ay — 8by +
4aby + 8cy — 8acy — 2bcy + 2abcy + 2¢?y — 2ac?y + 2dy + 4ady + a*dy —
3cdy + 3acdy + 10abxy — 8acxy — 2bcxy + 2abcxy + 2¢?xy — 2ac?xy —
Sadxy + a’*dxy + 3acdxy + 3abcx?y — 2ac?x?y + 3a?dx?y + 4b%y? — 4bcy? +
b?cy? — bc?y? — 10ady? — 4bdy? + 2abdy? + 5¢dy? — 5acdy? + bedy? +
2ad?y? + b?cxy?® — bc?xy? + 5abdxy? — 5acdxy? + 2b*dy?® — 3bcdy?® — 3ad?*y?
The straight line x —1=0will have the multiplicity two, only if A, (y) isidenticaly zero:
{A,(y)=0,GCD(P,Q)=}=>a=1,b=0ora=1,c=b-2,d=0,b=0.
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If a=1, b=0, thenwe have the system
., _1\2
{f(_ x(x=1)% 4.3)
y =y(y -D(cx+dy+2),
For(4.3)the polynomial E, (X) has the form
E, (X) = xy(y ~1)(x=1)*(B,(x) + B; ()(y ~1).
where B,(X)=2+3d +d?* + (8+4c+4d +2cd)x + (2c —6+c? —3d)x* — 2cx°.

The straight line y —1=0has the multiplicity twoif B,(x)=0and this is realizedwhen
c =0, d =-2. Thus, the system (4.3) will have the form 4) of the Main Theorem. This
system has the invariant straight lines:

l,=x=0, l,;,=x-1=0, I, =y=0,l;5,=y-1=0.
When a=1, c=b-2, d =0, the polynomial B, (X) looks
B, (X) =2-2b% — (2b+2b%)x + (4b—6—2b%)x* + (4 — 2b)X°.
Obviously, B, (x)is not identicaly zero. So, in this case, the multiplicity of the invariant

straight line y —1 = 0 can not be equal to two.

Configuration A7) ( 1r; 5(2,2)r) .We rewrite the system (1.3) into the form
(4.4)
y=Yy(y-D(cy+2)=Q(x,y),c#0, c=-2.
For (4.4) we have El(X ) =xy(y-D(cy + 2)(A, (X) + A, (X)(y —1)), where
Ao (X) ==Ay1(X) - Axp(X)
A (X) =1+b+h+ax+gx+ fx°and Ay, (x) = —1+b—c+h+2ax+2gx +3fx°.
Taking into consideration the condition GCD(P,Q) =1, we obtain Ay, (x) #0, and

{)‘(: x( X% + gxy + hy? + ax+by +1) = P(x, y),

therefore A,, (x)is identicallyzero. This is realized when f =0, g =—a, h=1-b+c. In

these conditions, the system (4.4) looks as

{xz x(—axy + (L—b+c)y? +ax+by +1), @3

y=y(y-1(cy+2),c=0,c#-2.
For (4.5) we have E, (X )= xy(y —1)2(cy + 2)(B, (X) + B3 (X)(cy + 2)), where

B,(x) = %((2+c)(2—2b+c+acx)(2—2b—c+2acx).
C
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The implication{B, (x) =0, GCD(P,Q) =} = {a =0,b= %} reduces (4.5) to the

system 5) of the Main Theorem, which has the following invariant straight lines:
l,=x=0,1,=y=0,1;,=y-1=0,l;5 =cy+2=0.

Configuration A8) (5(2,2)r ; 1r).We consider the system

Xx=xX(x-1)(ax-1)=P(x,y), a=0,a=1, e
y = y(fy? + gxy + hx? +bx +cy —2) = Q(x, ). (4.6)

In this case
E, (X) = xy(y ~D(x=1)(A, (y) + Ay (y)(x-D),
where A, () = Ay (y) Ap(Y), An(y)=1+a—b—h-2cy —2gy -3fy*and
A, (Y)=-2+b+h+cy+gy+ fy?. The straight line x —1 = Ohas the multiplicitytwo,
only if the polinomial A, () is identically zero. We have
{A,(y)=0,GCD(P,Q) =1}=> A,; =0={f =0, g=-c, h=1+a—b}. The system
(4.6) obtains the form
Xx=x(x-1)(ax—-1),a=0,a=l,
{y— y(—cxy + (L+a—b)x? + bx +cy — 2). (@7)

We will require for system (4.7) to have the invariant straight lineax —1= 0 ofthe
multiplicity two. We computethe polynomial E; (X ) for (4.7)

E(X)=xy(x~1D)*(ax~1)(B,(y) + By(y)(@x~1),
where B, (y) = is (@a—1)(-1-2a+b+acy)(-1—-a+ b+ 2acy) .Taking into account
a

that GCD(P,Q) =1, the polynomial B,(y) will be identical zero if and only if
c=0,b=a+1. In these conditions (4.7) becomes the system 6) of the Main Theorem

wich has the following invariant straight lines

Configuration A11) (1r ;5(1,3)r). For realisation of this configuration it is sufficient to
put | =0in (2.7). In this way, we obtain the system 7) of the Main Theorem which has
the invariant straight lines:

lL,=x=0,1,=y=0,l3,5=y-1=0,lg=dy+2=0.



Configuration A12) (5(1,3)r; 1r). In this case we put b =0, a # 0 in (2.3) and obtain the
system 8) of the Main Theorem which possesses the invariant straight lines:

Configuration B1) (3r; 1r+2c). By an affine transformation of coordinates the system
(1.3) can be brought to the form 9) of the Main Theorem, which has the following invariant
straight lines:

l,=x=0, I, =x-1=0, l;, =ax-1=0,1, =y =0,

2 [
Laat+8p o a-Va"+8p

=0, where g°> +8p <0.
20 2p q p

s =y

Configuration B2) (1r+2c; 3r). In this casethe system (1.3) can be brought to the
system10) of the Main Theorem and it admits the following invariant straight lines:

2 - 2
Q4G =4 o, 9=Na" 4p
2p 2p
l,=y=0,l;=y-1=0,l;=cy+2=0, where q> —4p <0.

:O’

Configuration B3) (1r+2c ;1r+2c). The system (1.3) can be brought to the form 11) of
the Main Theorem and it has the fallowing invariant straight lines:

2 _Jg? —
q+m:0,|3EX+q d 4p:0’ I4Ey:O’
2p 2p

+S+\/32+8I’_0 | _y+s—w/sz+8p
STNS ¥O ), =

2r 2r

l, =x=0, I, =x+

=0, where q> —4p <0, s> +8r<0

l5

Configuration B4) (3(2)r; 1r+2c). In this case the system (1.3) can be written:
{)‘( = Xx(x-1)(ax+hby -1),
y=y(py*+ay-2),9* +8p <0.
The polynomial E(X ) has the form

E(X)=xy(x=D)(py* +ay —2)(A,(y) + A, (Y)(x-1)),

(4.8)

where
A, (y) =1—a® +(2b—2ab —2q+2aq)y + (3ap + bg —b* —3p)y* + 2bpy°.
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The straight line x —1=Owill have the multiplicity two only if A, (y)is identicaly zero,
and this will be realized when b =0, a=1. In this condition, the system (4.8) has the
form12) of the Main Theorem having the following invariant straight lines:

2 42
gra’+8p o\ _ a0 +8p_

| =x=0,l,3,=x-1=0, I;=y=0 l;=y+ 2p 2p

Configuration B5) (1r+2c ; 3(2)r). We write the system (1.3) as follows:

{)‘( =x(px? +0x+1), q°—-4p<0,
y=y(y-1(cx+dy+2).
The polynomial E(X ) for (4.9) has the form

E(X)=xy(y —1)(px* + ax+1)(A, (X) + A (X)(y 1)),

(4.9)

where

A, (X) =2+3d +d?* + (4c + 2cd —4q — 2dq)x + (c* —6p —3dp —cq)x* — 2cpx°.

The expresion A, (x) will be identicaly zero if the condition ¢ =0, d =-2 is fulfilled.
Thus, the system (4.9) has the form 13) from the Main Theorem. The system has the

following invariant straight lines:
2
—q° -4
9——3———BEQI4Ey:OJ565y—1:0
2p ‘

q++9q° —4p
Configuration B6) (1r ;1r+4(2,2)c). The system (1.3), which admits the configuration

L=x=0, 1, =x+
1 2 2 p
B6), is the system 14) from the Main Theorem, obtained in Section 2.5.

=0, l;=x+

Configuration B7) (1r+4(2,2)c; 1r). The system having the configuration of the invariant
straight lines B7) was determined in Section2.4. It represents the system 15) from the Main
Theorem.
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OCOBEHHOCTHU NOCTPOEHUS BBIYMUCJIUTEJIBHOT'O MEXAHU3MA
A3BIKOB JIOTUYECKOI'O TIPOI'PAMMMWPOBAHUA
Cepreii [IEJIMH, YauBepcuret npukiaaabx 3HaHuit Monmgossl (USAM),
Huxkounaii IEJIUMH, Tupacnionsckuii ['ocynapctBennsiii Yuausepcurer (UST),

Rezumat. In articol sunt analizate elementele logicii, care sunt puse la baza unui deductor automat de
interpretare a programelor computationale scrisd in logicd, adica deductor cum in realitate si este
interpretorului limbajului de programare Prolog. Sunt descrisa pas cu pas: restrictiile fata de disjunctii a
formei conjuctiv normale carei poate fi aplicat efectiv principiu de rezolutie; rezolutia si unificatia
gestionate in conformitate cu o strategie fixa de cautare a solutiei; conditia stabilitd apriori pentru alegerea
disjunctilor din care sd retrage rezolventa In prim pas si in pasii ce urmeaza in continuare pind la
interpretarea deplind a formulei logice (program scris in Prolog) si obtinerii unui rezultat in forma
acceptabila pentru utizator. Se face analiza unor functii a produsului SPprolog — sistem pentru proiectari
in Prolog cu suport inteligent pentru instruire si consultare ce tine de lucrul cu sistemul si limbajul de
programare in logica.

Abstract. In this article are analyzed logic theory elements, which formed the basis of logic programming
interpreter, i.e. interpreter of Prolog logic programming language. Step by step are described: requirements
to the disjuncts of conjunctive normal form, where a resolution principle can be effectively applied,;
resolution and unification controlled in accordance with a specific decisions search strategy; established a
priori condition of disjuncts selection for resolvents extraction, on the first and succeeding steps the
resolution process, up to the full interpretation of logical formula (program written in Prolog language)
and obtaining a result in the form acceptable for the user. Are described some core functions of SPprolog
— a developing environment that represents means for developing applications in Prolog supported by the
intellectual training system which provides training for working with the system and logic programming
language.

Pe3rome. B craTtbe MMPOBOJUTCS aHAJIN3 JJICMCHTOB JIOTUKHU, KOTOPBIC JICTJIM B OCHOBY MHTCPIIpETATOPA
JIOTUYCCKUX MporpamMmmM, T.C. HHTEPIPETATOPA A3bIKA JIOTHYCCKOTO IMPOrpaMMHUPOBAHUS HpOJ’IOF. Iar 3a
mraroM OIIMCAaHBbI: Tpe60BaHI/I$I NpeaABbABIIACMBIC K JU3BIOHKTAM KOHLIOKTHBHO-HOpM&HLHOfI (I)OpMI)I K
KOTOpOii A(P(GEKTHBHO  MOXXHO TPUMEHHUTH MPHHIWI PE30JIONUHN;  PE30NIoNUs W yHU(DUKAIWS
YIPABJISIEMBIE B COOTBETCTBUU C KOHKPETHOM CTpaTerueil IoUcKa pelIeHN; allpuOPHO YCTAHOBIEHHBIM
YCJIOBUEM JJId BI)IGOpa AU3BIOHKTOB [JIA M3BJICYCHUA PE30JIbBCHT Ha INEPBOM U IMOCICAYIONIUX HIarax
PE30JIOTHBHOTO TpOIecca BIUIOTH O IMOJHOW HWHTEPIIPETAllMH JIOTHYECKOH (GOpMYIbl (IIPOrpaMMbl
HaIMMCaHHOM Ha si3bIKe [Iposor) u morydeHuss HEKOTOPOTO Pe3yabTaTa B MPUEMIIEMOM IS TTOJIH30BATEIIS
dopme.

KuroueBble cjioBa: HMHTEPIPETATOP, PE3OIIOLMS, TU3BIOHKTHL X0pHA, A3bIK [Iponor

DJIeMeHTbI TeOPUH
BBoauble 3ameuanus. VzBectHo [1-7], uTo siorudeckasi mporpamma, mpeICcTaBIIsSIONIAs
co00#i COBOKYITHOCTh JU3BIOHKTOB XOpHA, OMHCHIBAIOIIAS CUTYaLUI0 PEAIbHOTO MHpA,
MOXET OBITh TNPOUHTEPIPETHPOBAHA C MOMOMIBIO JIOTUYECKOTO HHTEPIPETATOPA,
o0ecreunBaroniero paboTy COOTBETCTBYIOLIETO MEXaHN3Ma BBIBOAA. DJIEMEHTHI TEOPHH,

Ha OCHOBEC KOTOPBIX CTPOATCA TAKOTO poJa MCXaHHU3MbI, pACCMOTPUM HHIKC.
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B cratbe [9], onyOnukoBaHHOI BBIIIE B 3TOM )KypHaJIe, Kak U B [ 14], MBI JOBOJIEHO MHOTO
BHUMAaHUS yJEIWJIA TEOPUHM U NMPAKTUKE JIOTMYECKOrO MPOrpaMMHUpPOBaHUsA. MBI BBEIH
COOTBETCTBYIOIIIME TMPEJCTABICHUS O KOHBIOKTHBHO-HOpManbHOU (opme (KHOD).
[IpoBeputs KH® Ha BBIMOTHUMOCTS (T.€., KOT/1a hopmyia, o KpalHel Mepe, OAUH pa3
MOKeT ObITh MHTEpIpeTupoBaHa co 3HaueHueM MCTHHA) MOXHO, HO 3TO HE BCeria
saddextrBHOE 3aHsATHE. Bcee ke ecTh yao0HbIM METO /I71sl BBISIBJICHUS HEBBITIOJIHUMOCTH
MHO’KECTBA TU3BIOHKTOB. MBI 3Ha€M, YTO MHOXECTBO IU3bIOHKTOB HEBBITIOJIHUMO TOT/Ia
U TOJIBKO TOTJIa, KOT/Ia ITYCTOW AU3BIOHKT JI SABJISETCS JIOTUYECKUM CIICJICTBUEM U3 HETO.
HeBpImotHuMOCTh MHOKECTBA S MOXKHO ITPOBEPHTD, MTOPOKIAst JOTHUECKUE CISICTBUS U3
S mo Tex mop, MOKa HE IMOIYYUM MyCTOH JM3BIOHKT. DTOT MeXaHu3M 3PHEKTHBHO
peayiu3yercs € IOMOINBIO, TaK Ha3bIBAEMOIO, IpaBWia pPE30JIOLHUH, OJHOIO W3

HaWBaKHEUIINX aCIIEKTOB ME€XaHM3Ma BEIBOJIA B JIOTHYECKOM IIporpaMMHUpPOBaHUU.

IIpaBuiio pe3omoumid. PaccMoTpuM cClieAymlOlIyl0 cXemy paccyxiaeHui. HMmeem
bopMyIIBI
(Pvg)u(=qvr).

Homyctrm, 4To OHM UCTHHHBI. Toraa, ecnm ( UCTUHHO, TO I TOXe UCTUHHO. Ecin
JOXHO, TO P — uctuHHO. [lpu mobom 3HaueHuu ( dopmyna (P v F) — HCTHHHA.
[lpencTaBuM HM3JI0)KEHHOE TMPAaBWJIO B BHJAC TaBTOJOrMH, OOO3HA4aeMo |=, a
MIPUBE/ICHHBIE BhITIIE ()OPMYJIIBI B TEOPETUKO-MHOXKECTBEHHOM TIpeicTaBieHuu. Toraa:

{pva,—qvr}|= pvr.
B cnydae, korma ( BbickasbiBaHue (aTomapHas (opmyna), a P U I IU3BIOHKTHI, 3TO
IIPABWJIO HA3bIBAECTCS ITPABUIIOM PE30JIOLMHU. BbIpakeHue Pv I Ha3bIBaIOT PE30JIbBEHTON
dbopmyn (pvq)u (—=q vr). CnocoOsl qOKa3aTeaIbCTBA
HEBBITIOTHUMOCTH (OPMYJT HAa OCHOBE METOJA  PE3ONIIONHUI Jal0T BO3MOXKHOCTH
HCIIOJIb30BaTh CPEJICTBA aBTOMATHYECKOT'0 JI0KA3aTENBCTBA, IPUMEHSIEMBIE B JIOTUYECKOM
MPOTPaMMHUPOBAHUY.
CpoiicTBO 3aBepmiaeMocTH MeToAa pe3orounmii. KoHeuHoe MHOXeCTBO S
HEBBITIOJTHUMO TOTJ]a U TOJIBKO TOT/Ia, KOTJa MyCTOM IU3BIOHKT MOXKET OBITh BBIBEJICH U3
S ¢ momomipio pesomonuid. ITycToi MU3BIOHKT HEBBIMOAHUM. OH HE MOXET OBITh
JIOTUYECKHUM CJICCTBUEM M3 BBIIIOJIHUMOI'O MHOXECTBA IU3BIOHKTOB. ECIM MHOXKECTBO
JTU3BIOHKTOB S HEBBIMOJIHAUMO U COJIEPKHUT PE30JIbBEHTHI CBOMX DJIEMEHTOB, TO OHO
00s13aTEIIbHO COJIEPIKUT MYCTON IAU3IBIOHKT. DaKT HEBBITOJIHUMOCTU (OPMYIIBI BCEr/ia
MOHO YCTAHOBUTH METOJIOM PE30JIFOLIHI.
Het noctatouno a¢dexTuBHOTO KpuTepHs 111 poBepkH BbimosHuMoct KH®. Onnako
BO3MOKHOCTb KOHCTATaI[U{ TOTO, YTO MHOXECTBO JU3BIOHKTOB S HEBBIOJIHUMO TOTA U
TOJBKO TOT/A, KOT/Ia MYCTOW JU3BIOHKT JI SIBJISIETCA JJOTMYECKUM CIIEJACTBUEM W3 3TOTO

MHOKXCECTBA, BCC K€ Oa€T BO3MOKHOCTb IMPOBCPKU HEBLIIIOJIHUMOCTHU S, opoxkaas
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JIOTUYECKUE CIICJICTBUS U3 S JI0 TeX MOp, TOKa He Oy/IeT MOJIYYeH IMTyCTOW TU3BIOHKT. Tak
MBI IPUIILITU K METOY PE30JIIOIUH.

Janexko He BO Bcex ciydasix 3TOT meTon 3ddexTtuBeH. OIHAKO €CTh CHEIUaTbHOE
MHOECTBO IU3BIOHKTOB, /11 KOTOPBIX MPUMEHEHUE PE30IIoLUN BecbMa 3 PekTuBHO. B
o011eM citydae, 3T0 Korja B Ka)XIOM U3 IU3bIOHKTOB MHOKECTBA COACPKUTCS He Ooiee
OJIHOM JHUTEpHl OAHOIO 3HaKa U ATOT 3HAK COXpAaHSAETCS OJHUM M TE€M e JJi BceX
JTU3BIOHKTOB MHOKECTBA, a BCE OCTAJIbHBIC JTUTEPHI B KAXKIOM M3 JU3BbIOHKTOB UMEIOT
MPOTUBOMNOJIOKHBIN 3HaK. Takoil TU3bIOHKT HA3BaH XOPHOBCKHM.

AJITOPUTM NPOBEPKH BBIMOJHUMOCTH MHOK€CTBAa XOPHOBCKHUX AU3BIOHKTOB. Eciun
MHOKECTBO XOPHOBCKHX JU3BIOHKTOB S HE COJEPKHT TaBTOJIOTHHA, TO aJITOPHTM
POBEPKH aHAJIOTHUEH anropuTmy mnpoBepku miss KH®. Ecnu JIZS u p — yHUTApHBIHA
MO3UTUBHBIN JU3BIOHKT U3 S, a ¢ — NU3BIOHKT U3 S, COACPKAIINA —p, TO BBIUYUCISICM
pe3osbBeHTY I' 1 3amensieM S Ha (S\{c}) (Ar}.

Ho otnnuune Bce ke ecTh. 3/1ech Ha KaXJJI0M dTare HeKas JIMTepa yJalsieTcsl U3 OJHOTO
IU3bIOHKTA [3, c. 46-47]. JIU3BIOHKT I' — HE YTO MHOE, KaK JAU3BIOHKT ¢, U3 KOTOPOTO
ynaneHa yiurepa —p. CremoBarenbHO, BBITIOJHEHHE AJITOPUTMA 3aBeplIacTCsl BCET[a,
HE3aBHCHMO OT MPHUHATON cTpateruu npu Beibope p u c¢. Ecnmu N — uucno nwurep,
NEPBOHAYAIBHO TMPUCYTCTBYIOIMKUX B S (C ydeToM IOBTOPEHHI), TO IHUKI OyaeT
BBITIOJTHATRCS HE Ooiiee N pas.

AJNTOPUTM MOXKET 3aKOHYUTHCA JMOO TOPOXKIACHUEM IYCTOTO JU3BIOHKTA, JHOO
MOJIyYEHUEM MHOXKECTBa S, YK€ HE cojJieprkaliee JU3bIOHKTOB, PaBHBIX p U ¢. [lepBbrit
MCXOJ] 03HAYAET HEBBIMOJIHUMOCTh MHOXKECTBA S, BTOPOI - MHOXKECTBO S 0053aTeIBHO
BBIIOMTHUMO. J[t000€ KOHEUHOE BBIMOJIHUMOE MHOXECTBO XOPHOBCKHUX JAH3BIOHKTOB
JIOMYCKaeT OJIHY M TOJBKO OJIHY MUHUMabHYI0 Mozenb [3, C. 48-49]. Kak u3BecTHO
MOAeNb0 (opMynbl  Ha3bIBAIOT Ciy4yad, Kkorga odTa (Qopmyna MOXeT ObITh
MHTEpPIpPETUpOBaHa €O 3HaueHueM MHcmuna. HaxoxneHne MHHUMAIbHOM MOJIEIH
03HA4YaeT, YTO HWCTUHHBIMH CYHUTAIOTCS TOJBKO SIBHO CHOpMYITUpOBaHHBIE (HAKTHI
(BBICKa3bIBaHUS1) U JIOTUYECKUE CIICACTBUS, MOJTy4aeMbIe U3 HUX COTJIACHO MpaBUiIaM. ITO
MOJIOKEHNE COOTBETCTBYET TUIIOTE3€ «3aMKHYTOIO MHpa», IIMPOKO HCIOJb3yeMOU B
obOnacTtu 60a3 JaHHBIX.

IIpaBuio pe3onaouuu B JIOTHKe NpeauKaToB. [IpaBuino pe3ononuu B JIOTHUKE
MpeanKaToB padoTaeT ciueayronmM obpazom [1, c. 55-56]. JIse ¢dpas3sl MOryT OBITH
PE30JLBUPOBAHBI APYT C IPYroM, €CIU OJHA U3 HUX COACPKUT MO3UTHUBHYIO JUTEPY, a
Jpyras — COOTBETCTBYIOIIYIO HETaTUBHYIO JINTEPY, C OJHUM M TE€M € 0003HauYCHHEM
npeaukara (MPeIUKaTHOM KOHCTAHTOM) W OJWHAKOBBIM KOJMYECTBOM apryMEHTOB
(TepMOB), W, €CIAM apryMEHThl y 00eux JUTEp MOTYT OBITh COTJIACOBAHbBI

(YHHU(HUIMPOBAHBI) APYT C APYTOM.
PaccmoTpum nBe dpassbr:
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P(@)v—-Q (b
Q (b,c) vR (b,c)
3nmech B mepBoi ¢pa3e comepkuTcs HeratuBHas jurepa — Q (b,C), a Bo BTopoit dpase
nosutuBHas sutepa Q (b,C), apryMeHTsI 000UX JIMTEPAIOB MOTYT OBITh YHU(DUITHPOBAHBI,
T.c. b yaudunupyercs ¢ b, a ¢ yaudunupyercs ¢ ¢. CnenoBatesbHo, 3TH (pa3bl MOTYT
OBITh PE30JILBUPOBAHbI JpPYyr ¢ ApyroM. B pesynpTaTe mnosyudaercs TpeTbs (paza:
P(@vR (b,c).
Ota (paza Ha3pIBaE€TCs PE30JIBBEHTON M BKIIIOYAETCS B MHOXKECTBO (pa3, B KOTOPOE 110
3TOr0 MOMEHTa BXOJWJIN TOJBKO HepBble 1Be (ppa3bl. I[Ipu BINOIHEHUH MOCIETYIOMUX
PE30JIIOLUI MOXKHO BOCIIOJIB30BAThHCS 1000 U3 ppas aTux ppas.
Yuaunduxkanus. Cyts yHudukanuu B cienyroniem. /[Ba aroma yHuuuupyemsl, eciiu:
- OHHU ITOCTPOEHBI M3 OJHOM NPEIMKATHOM KOHCTaHTHI, IPUMEHEHHON K ITOIApHO
YHUPUIUPYEMBIM TepMaM (371eCh JOCTaTOYHO PACCMOTPETh YHU(DUKAIMIO ABYX
TEPMOB);
- OJIUH U3 HUX — [IEpEMEHHAs, B 3TOM CIIy4yae MoJIy4yaeTcsi MTHOBEHHas! yHU(UKaIHS;

JIBA TepMa IOCTPOEHBI W3 OJHOM W TOW K€ (PYHKIMOHAJIHLHOW KOHCTAHTHI,
NPUMEHEHHOHN K MOMapHO YHUPHUIIMPYEMBIM TEpMaM.
[Tonydaerca (peKypCUBHBIN) aJrOPUTM YHU(PHUKAUUKU — OYEHb IPOCTOM M JIMHEHHOU
CJI0’)KHOCTH OTHOCHUTEJIBHO YHCJIa TEPMOB.
Ecnu onuH 13 TepMOB NEpeMEHHas X, a APYrol TEPM COAEPIKUT X, HO HE CBOJIUTCA K X,
TO B 3TOM KOHKPETHOM cllyyae yHU(]UKanus HeBo3MOXkHA. CucTeMaTuyeckas mpoBepKa
HE BXOXICHHS HEKOTOPOWM IMEPEMEHHOW B TepM, MOIJISKAIUN yHU(PUKALUUA C ITOM
nepeMeHHOHN, MPUBOIUT K HEAPPEKTUBHOMY aJIrOpUTMY. Bcee ke cpeacTBo amns pemeHus
npobeMbl MOKHO HalTH. B ornyeckoM nmporpaMMHUpOBaHUU NMPOBEPKY HE BXOKICHUS
4acTO OIYCKAalOT.
Hcnonb3ys yHUUKALMIO, MOXHO  pacHpOCTPaHUTh aITOPUTM  PE3OJIIONHUI Ha
VCYUCIICHUE TIPEIUKATOB.
VYuudukanus nepeMeHHoON ¢ kKoHCTaHTOW. Ecnu B oHOM U3 Ppa3 B KauecTBE apryMeHTa
BBICTYIIAET MIepeMEHHas1, TO OHA YHU(DUIIUPYEeMa C COOTBETCTBYIOIIEH KOHCTAHTOM IPYTOi
¢pa3sl, a pe3onbBeHTa OyaeT cojepkKaTb 3Ty KOHCTAaHTY Ha TOM MeCTe, TJe

paccMaTpuBaeMasl iepeMeHHasi pacrojaraiach B UCX0AHOH (ppaze. Hanpumep, ¢ppassi:
P(a,b) v —Q(b,c)
Q(xy) vR(x.y)
PE30JEBUPYEMBI, T.K. MNMPEAWKATHASA KOHCTAHTA Q CBs3aHAa C OJHMHAKOBBIM 4YHCIIOM
apryMeHToB B 00eux (paszax. [Ipu 3TOM nmepeMeHHasi X yHUPHUIUPYETCS ¢ KOHCTAHTOM b,
a mepemMeHHas Y yHupuIumpyerTcsi ¢ KOHCTaHTOH ¢. B mosydeHHol pe301bBeHTe
P(a,b) vR(b,c)

NMEPCMCHHBIC, CITYXUBIIUC apPT'yMCHTaAMU JJI R, 3aMCHCHBI Ha KOHCTAHTHI.
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IIpuHIUN JJOrHYeCKOro NpOorpaMMHIpPOBAHUS.
Konuenuus. Eciu ucnonb3oBath MNOAXOJAINIYI0 CTpaTerHi0 BbIOOpa, TO METOA
PE30JIONNI CTAHOBUTCS XOPOIIUM CPEJICTBOM JIJIsl TPOBEPKHU BHITTOJIHUMOCTH MHOKECTBA
XOPHOBCKHUX JIU3BIOHKTOB B JIOTUKE MPEIUKATOB.
[IpuHUKMI JTOTUYECKOTO MPOrPaMMUPOBAHHUS 3aKIII0UAETCS B TOM, YTO aJITOPUTMUYECKHE
CBOICTBAa HEKOTOPOW (YHKUIMU MOXKHO TMPEACTaBUTh MHOMXECTBOM JU3BIOHKTOB H
UCIIOJIb30BAaTh METO/1 PE3OJIIOIUH /IJIsl BEIUUCIICHUS 3HAYEHU I 3TON (QyHKIUU.
ABTOMaTHYECKUN pemiaTenb 3a7ad, 0a3upyoIHiics Ha MPUHIUIE PE3OJIOLUNA, MOXKET
BBITIOJIHUTH QJITOPUTM, ONUCAHHBIM HA0OPOM XOPHOBCKUX JU3BIOHKTOB.
B s3p1ke nporpamMmmupoBanust [Iposior mpuHIKMI pe30JIIOIUU - OCHOBA €ro PabOTHI.
Hucxoasimasi crpateruu pemieHus 3a/1a4 NP UCMOJIb30BAHUY MPABUJIA PE30JIIOIUN.
[Ipu mcnonb30BaHUM TIpaBUJIa PE3OJIIONMK BHIOMPAIOTCS PAa3HbIE CTPATETHH PEIICHUS
3amad. PaccMoTpuM ofHY U3 HUX, HA3bIBAEMYIO HUCXOSIICH Wi 0OOpaTHON cTpaTeruen
[1,c.57-59]. B atoli cTpaTeruu cTaBUTCS LETb OOHAPYKHTD, SIBJISICTCS JIU CIUHCTBCHHAS
dpaza P crneAcTBueM cyiecTByromero MEoxecTBa (paz Q. Hazpanue Hucxozsmieii sta
cTpaTerusi MoJy4usia M3-3a TOro, YTO MPOLIECC pelieHUs 3amadyu (TepBasi Pe30IOLNs)
HAYMHACTCA C OTPUIAHUS 3aKIIOUCHMs (IU3BIOHKTA II€JIM) M 3aTeM 3TO OTpHUIlAHUE
yHUPUIUpPYETCs (comocTaBisieTcs) ¢ (akKTOM WM MPABHIOM (YHUTAPHBIM WM TOUYHBIM
XOPHOBCKUM TU3BIOHKTOM).  [lojmyueHHass pe3oibBeHTa JOJHKHA Yy4acTBOBaTh B
CJIEIYIOIIEH PEe30IIOIUH U TaK MPOJIOJIKAETCS JI0 TEX MOp, MOKa He OyEeT BBIBE/ICH ITyCTOM
TU3BIOHKT. Takyr CTpaTeruio Ha3bIBalOT «IOMCKOM B TIIYOMHY» HW3-3a TOTO, 4YTO
pe3ysibTaT TMOCJIEIHEH PEe30JIIOIUKM BCETla UCHOJb3YEeTCS B CIEAYIOIIEH 3a Hel
PE30JIOLHH.
[Ipumep pesomonuu HUCXOASIIMM MeTojnoM. IlycTh uMeercss MHOXeCTBO ¢pa3
(mu3wpronkToB) [ 1, €. 58-59]:
1.p(@v—q(a,b).
2.9 (X, y)v—=r(xY).
3.5 (b).
4.1 (a, b).
TpebyeTcs BBIACHUTB, IBIIETCS U (pasa P(a) caeacTBUEM CYIIIECTBYIOIIEr0 MHOKECTBA
¢bpas. Jlnsa Havana 100aBUM K IEpBBIM ueThIpeM (hpasam otpuiianue ¢paser p(a), koTopas
B KOHTEKTHO-CBOOOTHOM TpaMMaTHKE 3alTUChIBACTCS B CJICIYIONIEM BHUJIC:
5. —p(a).
Jlanee BBITIONHSIEM TIEPBYIO PE30OJIONHUI0 ¢ 0053aTeIbHBIM HCIIOJIB30BAaHUEM TOJIBKO YTO
nobaBieHHOW (pas3bl moa HOMEpoM 5. YHuduuupyercs neppas xe ¢paza. [lomyuaem
PE30JIbBEHTY:

6. —q (a, b).
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Jlanee yaudumupyeM pe3osibBeHTy 6 ¢ (hpa3oit o Homepom 2.

[Tomyyaem cienyromnIyo pe3oabBeHTY:

7. =r(a,b).

3atem 7 ¢ 4 (ppaza 3 He ynudunupyercs). [lonygaem mycryro ¢ppasy, a 370 03Ha4aeT, 4YTO
oOHapyXeHO TpoTHBOpeure. Tak kak noOaBiIecHHAas K MHOXECTBY (pa3 dpaza —p(a)
NPUBOJUT K IPOTUBOPEUHIO, TO P(a) SIBIIAETCS CIIEACTBUEM MHOXKECTBA (pa3.

06 >¢dexTuBHOCTH cTpareruit pemenus. [IpuHIUI pe3oaonnn NpeACcTaBIsIeT OOJIbIION
UHTEpEC TaK KakK HEMOCPEACTBEHHO HaXOAMUTCS BO B3aUMOCBSI3M C BOIIPOCAMHU
“aBTOMaTHYECKOTO J0Ka3aTenbcTBa . OmHako B moucke 3PHEKTUBHOW CTpaTeTHH
pereHus Ui BCceX 00IacTeil MpUiIoKEHHs MPUBOIUT K BBIBOAY: JJIS 3alaHHOTO Habopa
¢dbpa3 J0Ka3aTeNbCTBO HAa KOMITBIOTEpPE MOJydaeTcs: JTUO0 O4eHb OBICTPO, JUOO OHO HE
nony4aercs BoBce [8, C. 173-174]. DddexTuBHOCTS pOTpamMM MagaeT C yBEIHUECHHUEM
yrcna ¢pa3. [I[pobrema 3akitouaercss B TOM, 4TOOBI ONPEACIIUTh TOT MOMEHT, KOT/1a HaJ0
OCTaHOBUTH MPOrPAMMY, IOTOMY YTO MPH 3TOM BO3HUKAIOT JIBE OMTACHOCTH:

1. naBuHOOOpa3HOE YBEIMUYEHUE YHCIIA TPEITIOKECHUN;

2. PHUCK IIPCIKACBPCMCHHOI'O IIPCKPAIICHHA pa60TBI rnepea CaMbIM MOMCHTOM ITOJIYYCHHA

perieHusl.

HNuTepnperanus JJOrnyecKuX NnporpaMmm
AOCTpaKTHBIN HHTEpPNpeTaTop JIOTHYECKHUX NMPOrpamMm. AOcCTpakTHBIN
MHTEPIIPETATOP, ONUCAHHBIN B [7, c. 21-23], BBINOJHSET BHIYUCIEHUS C OTBETAMHU

Hcmuna//loncs. OH mnonydaer nporpammy P u ocHOBHOW Bompoc Q u Jaer OTBeT
Hcmuna, eciiu Q BeiBoauMo u3 P u otBet Jloscy B IpoTUBHOM ciydae. Ecnu 1ienb He
BBIBOJIMMA, TO MHTEPIPETATOP BOOOIIE HE 3aBeplIacT pabOTy U HE BBIJIa€T HUKAKOTO
OTBeTA.
JleMoHcTpalust paboThl HHTEPIPETATOPA!
Bxoa: Ocnosnoii éonpoc Q u npozpamma P.
Pe3yabrTat: Hcmuna, ecnu naitoen 61600 Q u3 npozpammer P,

Josice 6 npomugnom cayuae.
Aaroputrm: Ilonoxcumso pezonveenmy pasnoii Q.

Ecnau Q ne nycma mo ona pezonveupyemcs ¢

1emenmom u3 P.

Ilonyuennasn pezonveenma Q1 ecnu ne nycma,

MO OHA Pe30Nb8UPYEMCA C CNEOYIOUUM

anemenmom u3 P 0o ux nonnozo nepeoopa.

Ecnu pezonveenma Qx--nycma, mo pezynomam —H,

unaue pezyaromam - Jl.
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MexaHuU3MBbI YIpPaBJIeHHs, 32/J10KeHHbIe B HHTEPIPETATOP JOTMYeCKHX MPOrpaMM.
PykoBOACTBO HCIIOMTHEHHEM JIOTUYECKHX IPOTPAMM OCYIIECTBISCTCS MEXaHW3MaMHU
yIpaBJICHUSA, 3aJOKEHHOTO B HMHTepmperaTop. [IporpaMMuCT ke MOXKET OKa3bIBaTh
BIMSIHUE Ha OOIMMH XOJ WCIHOJHEHHWS TPOTPaMMBbI, YCTAaHABIHMBAs, HAIPHMED,
HOCJIEZI0BATEIFHOCTD BHIYMCIICHHH.

Jlornyeckue MporpaMMbl HEIETEPMUHUPOBAHBI, T.€. B HUX OTCYTCTBYIOT ()aKThl, TOYHO
OTIPENeNSIONNe XOJA WCIONHEHHUs MPOrpaMMbl. DTO OOCTOATENBCTBO BBIHYKIAET
UHTEPIIPETATOP OCYIIECTBIATh MOUCK UL TOTO, YTOOBI HE MPOMYCTUTh HU OJHOTO
pemienna. HyxHa cTaHzapTHas cTpaTerus IOMCKa (JI€peBO IOMCKAa), KOTOpOe
UHTEPIPETATOP CTPOUT ISl TOTO, YTOOBI, NUMES MPOTpamMMy, MPOU3BECTH KOHKPETHHIE
BBIYKCIICHUS. J[epeBO MOMCKa IIPOCMATPUBACTCS IO METOTY «IIOMCKA B TIIyOHHY» [2, C.95].
MexaHH3M MTOKCKa TpeICTaBlIeH Ha puc.4.

Hauyano ncnoaneHust 3aBepmeHI/Ie IIponecca

IIpOorpaMMabI HCIIOJIHCHUS ITPOIrpaMMBbI

‘—
—

=

\

o R

/\+\

0 n [ |

4

Puc. 4. ITouck B rmyOuny.

HHTeprpeTaTop CTPOUT BBIYMCICHHs, HAYMHAs C KOPHA JE€peBa BBIYUCIICHUH, 3aTE€M
IIPOJIBUTAETCs] BHU3, 10 BBIXOAALICH U3 KOPHSA BETBU 0 TE€X IIOpP, IIOKA HE JOCTUIACT
OuepeIHON KOHEYHOW BEPIIMHBI (10 MOJIYYEeHHs TyCTOr0 TU3bIOHKTA | |) WM TOCIeaHeH
sepmmasl M. Ecom nocturaercs Hexortopas BepmmHa [], TO MHTEPHIPETATOP MOXKET
U3BJIEYb OTBET W COOOUIUTH O HEM YCTpOHCTBY BbIBojga. OO uHTepmnperaTopax,
YIPABISEMBIX TAKOW CTAHAAPTHON CTPATETUEN, MHOT 1A TOBOPAT, YTO OHU OCYLIECTBIISIOT
MOMCK «CJIEBA HAIIPABO B MIYOMHY C BO3BPATOM.

Oneparop oTceueHuss JIOMOJHSAET CTAaHAAPTHYK  CTpaTerul0 g YJAJICHHUA
HEXEJIATCIbHBIX BBIYMCICHUN, M OTYaCTH M IOITOMY HMHTEPIPETATOPBI HE MOIYT

UCII0JIb30BaTh B MOJHOM Mepe pe3oionuto [4, c. 73] .
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B HekoTophIX MHTEpIIpeTaTOpax MUMEITCS CPEICTBA s «KOHTPOJS 3alUKIMBaHUAY,
KOTOpBIE MBITAIOTCS PACIIO3HATh OECKOHEYHbIE BHIUUCICHUS.

HcnonHeHne nporpaMM JIOTHYECKUM MHTEpHpeTaTopoM. MHTEprpeTaTtop npeacTaBisieT
co00i1 mporpammy, CHOCOOHYIO CTPOUTH PE30IIOTUBHBIE BBIBOJIBI, KaK ITPABUIIO, METOJOM
«CBEpPXy BHM3, CI€Ba Hanpasoy. Jlornmdyeckas nporpaMMa HauMHAET UCIOJIHATHCA IOCIIE
€€ IoJayu Ha BXOJ JIOTMUecKOMYy uHTepnperatopy [4, c¢.55]. Ilomy4uB BXOmHYIO
JIOTUYECKYI0 IIpOrpamMMmy, HHTEPIPETATOP OpeanpuHUMaeT OOBIYHBIE IIardy,
HEO0XOAUMBIE JUIsl HCIIOJTHEHMSI TPOrPaMMBbI B PEKUME UHTEPIIPETALINN:

1. OcymecTBaseT CHHTAaKCUYECKUH KOHTPOJIb BXOJIHBIX YTBEPKICHUM;

2. XpaHUT WX B IEHTPAIbHOM NaMSATH B COOTBETCTBYIOIICH YIPOIICHHOM,
KOMITAKTHOM M JOCTYIHOM (hopme;

3. IlepeBoauT BXOAHOE II€JIEBOE YTBEPXKJIEHHE BO BHYTPEHHEE IPE/ICTaBICHUE U
3aT€M HAYMHAET IIPOLlECC IOCTPOEHHS BBIBOJA IIYTEM IIOCIIEIOBATEIBHOIO
NPUMEHEHMsI TPaBWJIa PE30JIIOLIUU K TEKYyIIEMY LEJIEBOMY YTBEPKICHUIO
(Bompocy) W HEKOTOPOW pOIUTEILCKOW Tporenype (K (hakTy Wi TpaBUITy),
BbIOMpAEMOil U3 XpaHsUIeics B MaMsITH BEPCUU BXOJIHON MPOrpaMMBI.

Ecnu wuHTEepnperaropy ymaeTrcsa BBIBECTH IIyCTOE OTpULAHUE [/, O3HAYaroliee, 4To
pellleHre TOJYYEeHO, TO OH BBIJAET Kakoe-nubo coolmieHne 00 3TOM BMECTE C
HalJCHHBIMU 3HAYEHUSIMU LEJIEBBIX IEPEMEHHBIX.

Hcnonnenue nporpaMm B pexxuMe HHTepnpeTranuu. VcroiHeHue nporpamMmm B pexume
UHTEPIIPETAllM WHUIMUPYIOTCS M YIPaBISAIOTCS HHTepnperatopom [4, C. 227].
[Tporpamma — HHTEpIPETATOP OCYLIECTBISAET JOCTYI K ABYM Ba)KHBIM 00JaCTSM JaHHBIX,

PACIIOJIOKCHHBIX B ITaMATHU KOMITIBIOTEpA:

1. ctaTnueckast (MM BXOJAHOM MacCHUB JIaHHBIX ) 001aCTh JAaHHBIX, B KOTOPOM COJEPIKUTCS
3aKO/IMPOBAHHAsl BEPCHUsl BXOJHOM JIOTMUECKOM NPOrpaMMbl,  HE IOJBEpraercs
U3MEHEHUSAM B TE€YEHME BCETO IE€PHOJIa UCIIOJHEHUS;

2. Jlunamuyeckass (o CTeK  WCIIOJHEHHs) 00JacTh, KOTOpas HMCIOJIb3yeTCs
UHTEPIPETATOPOM JJIsl BEZCHUS ITPOTOKOJIa COOCTBEHHBIX JIEHCTBHI.

B creke mpenctaBieHbl COCTOSHME  YIPABJICHUS  HMCIOJHEHHUEM  IPOrpaMMbI
UHTEPIIPETATOPOM M COCTOSIHME JaHHBIX ( KaKMM TepPEeMEHHBIM, KaKhe 3HA4YCHHS
MPUCBOEHBI B TEKYILIUH MOMEHT BPEMEHH).

IIpennono:xkenue o 3aMKHyTOoCcTH MHpa. l[IpenmnonoxeHne O 3aMKHYTOCTH MHUPA
3QJI0)KEHO B MEXAaHW3M MHTEPIPETAllMY BXOJAHOU MPOrpaMMbl, HAlIMCaHHOM Ha IIpoiore
[1, c.70-71]. Ilpomor peilcTByeT Tak, Kak OyaTo ObI MHOXECTBO (hpa3 TeKylien

nporpaMmel  ABJIACTCA CAMHCTBCHHBIM MCTOYHUKOM 3HaHui. Ecim 3a1poC TCPIIUT

95



HEeyAady, TO 3TO 03HA4YaeT, YTO MHTEPIPETATOP HE CMOT BBIIIOJIHUTB €TI0 JOKA3aTeIbCTBO
0 MHOXECTBY (ppa3, BXOASAIINX B TEKYIIYIO TPOTPAMMY.

Wntepnperatop Ilposora uCXOOUT W3 NPEANONOKEHUS, YTO €CIH COONIOACHHE
HEKOTOPOr0 KOHKPETHOI'O Ciydyas OTHOLICHWS JO0Ka3aTb HENIb3s, TO OTO CIydau
OTHOILECHHUS SIBISIETCA JIOKHBIM. 3JE€Ch HE JENAETCS OTINYUE MEXIY HEU3BECTHBIM
OTHOILIEHUEM M OTHOUIEHUEM, HEUCTUHHOCTh KOTOPOTO JOKa3yeMma.

«Hucreii Hpoaor». [Iporpamma Ha «uuctom I[Iposiore» — 3To Joruyeckas nporpamma,
B KOTOPOM 3a/1aH MOPSAI0K Ppa3 U LUENEBBIX YTBEPKACHUNH. AOCTPAKTHBIN UHTEPIIPETATOP
MOCTPOEH TaK, YTOOBI HCIOJB30BaTh HH(GOPMAIIMIO O 3aJaHHBIX mopsakax [7, ¢.80-81].
Jlornyeckass mporpamma, peanu3oBaHHass B BHIe (pa3 (Iu3blOHKTOB) XOpHa C
UCIIOJIb30BAHUEM 33JJaHHOTIO aj(aBUTa U CHUHTAKCHCA COBMECTHO C MHTEPIPETATOPOM
ATOW MPOrPaMMbl OTMIMCAHHBIM BHIIIE BIIOJIHE MOXHO CYUTATh (POPMaIbHOU CUCTEMOU B
cmeicie [6, . 81].

Jlornueckue  TporpaMMbl, HCIOJHSEMbIE C TMOMOUIBIO BBIYUCIUTEIBHON MOJEIN
IIpomora, Ha3piBaroTCs mnporpammamu Ha «4uctoMm IIposore». «Hucteit Ilposor»
MpeACTaBIsieT CO0OM MPUOMIDKEHHYIO pealn3alii0  BBIUUCIUTENIBHONW  MOJETH

JIOTHYCCKOTO MMpOTrpaMMHPOBAHN Ha HOCHGHOB&TCHBHOﬁ MaIlluHEC.

MeTomoJioruueckne acneKThbl H3yYeHHUsI JJOTHYeCKOro mNporpaMMUpoOBaHus.
HexoTtopble HalJ101eHMA. Kak BuAMM U3 BBIIIEH3JIOKEHHOTO JIOTHYECKOE
IpOrpaMMHPOBAHKE KaK TEOPHs JOCTaTOYHO MpocTa. OIHAKO, KaK MMOKA3bIBACT MPAKTHKA
NPEeroIaBaHusl JOTMUECKOTr0 MPOTPaMMHPOBAHMS B pPsJieé YHUBEPCUTETOB PecmyOmmku
MonnoBa u PymbiHHH, a Takke NpernojaBaHue €ro Ha COOTBETCTBYIONIMX KypcaxX BHE
YHUBEpPCUTETCKOW mporpamMmbl [13], ocMmbicieHue ydeOHOro maTepuana NPUXOIUT
MEJICHHO, PUOOPETaeMbIe HABBIKH TSI MPAKTHYECKOTO MPOTPAMMHPOBAHUS HA SI3BIKE
[Tponor He noctaTouHO BhICOKH. [10 HameMy yOeKJIEHHIO CBSI3aHO 3TO, MPEXE BCETO, C
HEMPaBWIBHBIM IOAXO0JIOM K IPernoAaBaHUI0 Kypca MHPOpMATHKH emie B mkose. Kak
oTMevaercss B [5], mydmmii pe3yibTaT MOIy4aeTcs NMpU HU3YyYEeHUHM BHAYaje OCHOB U
TEXHUKH JIOTHYECKOTO (JIeKJIapaTUBHOT0) MPOrpaMMHUPOBAHUS U YK 3aT€M MEPEXOIUTh K
U3YYCHHMIO  allTOPUTMHUYECKOro  (ImpoueaypHOro)  mporpammupoBanusa.  OpHaxo
UCTOPHUYECKU CIOXKHIIOCh MHAsI CUTYallMsl U ceivac MPUXOAUTCS MCKATh d()PEeKTHBHBIC
METObI TIPETOIaBaHusI U BapUAHThl TEXHUYECKHUX PEIICHUH, KOTOPHIE CIIOCOOCTBOBAIH
YMEHBIICHHUIO «AJITOPUTMUYECKOTO 3P PEeKTay B MBIILICHHH 00y4aeMOro, IIOBBICUIIO ObI
Pe3yIbTATUBHOCTD ISl HAYMHAIOIINX, MPEIOCTaBUIN Obl HOBbIE BO3MOYKHOCTH KaK JUIS
TPaaUIIMOHHOTO, TaK U JUIA JTUCTAHIIMOHHOTO 0OydeHus: yepe3 MHTEpHET, a TakkKe I
caMoOOyUeHUs.

Hamwu pa3pa®oTaHbI psii METOOB U CPEACTB, KOTOPBIC MPHU3BAHBI YIYUYIIUTh METOIUKY

nperoaaBaHuA MPEXKIAC BCCTO KYpCOB CBA3AHHEBIX C TCOpHCfI u HpaKTHKOﬁ JOINYECKOT'O
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porpaMMHUpOBaHUs. DTO Tpexe Bcero cucrema SPprolog, 6osee moapoOHO onurcaHHAs

OJIHMM U3 aBTOPOB B [9], METO CTPYKTYpU3aLMK 3HAHUN C MOMOIIBIO TaK HA3bIBAEMOI1

«MaTpullbl 35eMeHToB 3HaHui» [11, 12] u Tak Ha3zpiBaemas cuctema USAM SOFT

«QUEST» npegna3znaueHHas 1 caMO0Oy4eHUs 1 00yUeHHU s, aBTOKOHTPOJISI U KOHTPOJIS

3HaHui. M3-3a HamW4us OrpaHUYeHUd MO 0O0bEeMY CTaThH, NAJUM JIUIIbL HEKOTOPHIC

npeacTaBieHus o cucreme SPprolog.

SPprolog - 3T0 KOMIUICKCHAsE CHCTEeMa, MO3BOJIAIONIAs pa3padaThiBaTh MPOTPAMMHBIC

NPWIOKEHUSI Ha SI3bIKE JIOTUYECKOro HporpammupoBaHusi [Iposor, B compoBoXaeHUN

MHTEJJIEKTYaJIbHOM oOy4aroleld cucTemsl, oOecreynBaronieil oo0yueHnue, kak padbote ¢

CUCTEMOW TakK U, SI3bIKY JIOTUYECKOTO IPOrPaMMHUPOBAHUSI.

[Tox uHTENNEKTYyaNIbHONW 00yYarolie CUCTEMOM MOpa3yMeBaeTCsl KOMILIEKC CPEICTB U

Mep KOTOPBIN BKIIIOYAET:

« HHTEJUICKTYaJbHBIA, MYJIbTUMEAUMHO-UHTEPAKTUBHBI  WHTEPIPETATOP  S3bIKA
JIOTUYECKOTO MPOrPaMMHUPOBAHUS, KOTOPBIM TMO3BOJISIET JOCTYIIHO WU HATJSIHO
NPOBECTH JCTANbHYIO BHU3yalbHYI0  HMHTEPIIPETAMIO MPOTPaMMBbI, TpaduvyecKu
BBIIEIUTh ~ COOTBETCTBYIOIIME  (PparMEHThl  IPOrpaMMbl,  OOECIEUMBAIOIIMX
peain3alio KOHKPETHBIX MHPOLEAYp M MEXaHHU3MOB (OIKTPIKUHI, PEKYpCHUBHbBIE
npaBwia, apupMeTHUeCKHe, JOTMYECKHE M HHbIE ONEepalMH fA3blKa JIOTUYECKOTO
NpOrpaMMHUPOBAHUS), CHAaAOWTh  BBIJIEJICHHBIC (HpParMeHTHI HEO0OXO0IMMBIMU
TEKCTYaJIbHBIMU PA3bSICHEHUSIMH 110 CYTH MPOTEKAEMBIX B HUX MTPOLIECCOB, IPUMEHSIS
ayuoBU3yalbHbIe A3(PGEKTHI I MOBBIIIEHUSI YPOBHSI BOCIIPUATHS MaTepHalia;

« aBTOMAaTU3HMPOBaHHBIA pexuM «CoBeT OKCIepTa», OCHOBAHHBIM HAa 3KCHEPTHBIX
3HAHUSIX O «KYJIbTYPHOM», 3 (HEKTUBHOM M ONITUMHU3UPOBAHHOM NPOTPaMMHUPOBAHUH,
a TaKkKe 3HaHMSAX O S3bIKE M TEOPHHM, Ha KOTOPBIX OCHOBBIBAETCS 3TOT SA3BIK
JIOTUYECKOTO MPOrpaMMHUpOBaHUs, 00 OCHOBHBIX MMpoOieMax, BO3HHMKAIOUIUX MpU
W3Y4YEHHMH sI3bIKa. J[aHHBIA PEXHMM MO XOAY HAIMCAHUS MPOTPAMMBI «IOJICKAXKET»
OPOTPaMMHUCTY O TOSBJISIONIMXCS OIIMOKaxX MM O BapHaHTax HaNKMcaHus Oolee
3P PEKTUBHOTO KOJIa; KIPEUIOKUTY» CIIUCOK JOCTYIHBIX MPEAUKATOB, KOTOPBIE MOKHO
IPUMEHHUTH B COOTBETCTBYIOLIEM MECTE IPOIPAMMBI; «IIPEAJIOKHUT» TUIIOBOI BApUAHT
pelIeHusT HEKOTOpOM 3aJauM M «Pa3bSICHUT» MNPUHIUN pPabOThl MPOTrpaMMBlI,
peanu3oBaHHOW MO ATOMY BapuaHTy. B ciydae kakux-mubo 3aTpyJHEHUI peXuM
«CoBet JKcnepra» UACHTUPUIUPYET COOTBETCTBYIOIIYIO MPOLIEAYPY WM MEXaHU3M,
0 KOTOPbIM Yy IPOTrPaAMMMCTa HET IIOJHOM SCHOCTH U «IIPEMJIOKHUT» JUIs
KOHCYJbTAlMH HYKHBIH Y4aCTOK B 3JIEKTPOHHOM y4eOHOM MOCOOuH.

« DJEKTPOHHBIN Kypc s3blKa nporpammupoBanus [Iposor, mnpencraBisieMoro B BHJE
«MATPUIIBI JIEMEHTOB 3HaHWI» [12] U CHaOXKEHHBIA CHCTEMOU MOCIE0BATEIHEHOTO
(3amporpaMMHUpOBAaHHOTO  MPEMNoOJiaBaTeleM)  BOCIPOU3BEACHHUS  3HAHUU IS

caMOOOy4YeHUsI U KOHTPOJISL.
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+ YCKOpPEHHBII Kypc OOy4eHusi s3bIKy H cucteme SPprolog, ocHoOBaHHBIN Ha
3amporpaMMHUPOBAHHOM,  IIOCIENOBAaTEIBHOM  Habope  jgedcTBumid  (actions),
TIO3BOJISTFOLIMIA MCTIOIB3Ys MPEABLIYIINE IBa MEXaHI3Ma CUCTEMbI HATIISHO M TOYHO
Pa3bsCHUTH OCHOBHBIC IPUHIIMITEI PA0OTHI CHCTEMBI H SI3BIKA ITPOJIOT.

Taxxke omHOW W3 OCHOBHBIX oOcoOeHHocTedl cuctembl SPprolog otHocuTCS

(YHKIIMOHAIBHO paciIMpeHHas (10 CPABHEHHIO C CYIIECTBYIOIIMMH CUCTEMaMH) CPeIy

pa3paboTku nmporpamm Ha sizbike [Iposor, ¢ MHOTO(YHKIIMOHATBHBIM PEAAKTOPOM KOJa,
aBTOMATH3MPOBAHHOW  CHCTEMOW  OpraHM3allid  IEPCOHANBHBIX  DJICMEHTOB
nporpammupoBanus (t00lbox).

Cucrema SPprolog MoskeT OBITH HCIONB30BaHA TEMH KTO TIPOSIBIISIET HWHTEpEC K

JOTHIECKOMY ITPOTPAMMHUPOBAHHIO: IPH OOYICHUH ¥ CaMOOOYUCHHH, TIPU TPAIHIIMOHHOM

¥l IMCTaHIIMOHHOM O00YYEHHH, a TAKXKE TPH MMOBCEAHEBHOM 3aHATHH IPOIPAMMHUPOBAHHEM

KaK BHIOM MpOo(decCHOHANBHOM JesTenbHOCTH. OHAa MOXKET UCIONIb30BaThCs B Pa3HBIX

00pa30BaTeIbHBIX YUpeXIeHUsX (IIKOJaX, By3ax, HA CHCHUATU3UPOBAHHBIX Kypcax)

o0y4aeMbIMH - KakK cpema uis pa3pabOTKH TPOrpaMM U HATJSIHOTO TTOHMMAHUS

PE3yJIBTATOB COCTABJIICHHON MPOTrpaMMBbI, KaK SKCIICpUMEHTAIbHAS Cpe/ia TPU U3YUCHHH

TOTO WJIM WHOTO MeEXaHW3Ma s3blKa, KaK TEXHUYECKOEe CpPEACTBO OOy4YCeHHUS -

NPETNOaBaTeIIIMU B TPOIIECCe OOBSICHEHUS Pa3IMYHBIX MEXaHU3MOB M MPUEMOB WU B

npolecce 00bSICHEHHs PUHIUIA PA00ThI HEKOTOPOI IPOTPaMMBI.

OIHaKO TpeAroaraeTcs, YT0 OCHOBHOHM yCIeX MaHHOH CHCTEMbI TOJDKEH OBITH
UMEHHO B IIPOIECCe CAaMOOOYUCHHs SI3BIKY JIOTHYECKOTO MPOrPAaMMHUPOBAHUS, TaK Kak
CHCTEMa caMa «PacCKaXeT» U «OOBSICHUT» HOBYIO TEMY IO 3aJI0OKCHHOMY IUIaHy (110
3aIporpaMMHUPOBAHHBIM JICHCTBUEM); MPEIUIOKHUT HEOOXOIUMBIE TIPUMEPBI, TOPOOHO H
HAIJISTHO OOBSCHUT MPUHITUIT UX PA0OTHI, @ B IPOIIECCE CAMOCTOSATEIIEHOIO COCTABIICHHUS
MPOrpaMM 3aMEHHT «OTIEKY» MPEIOAaBaTelis — ICHHBIMU U CBOCBPEMEHHBIM COBETAMH U3

3QJI0)KEHHOM IKCIIEPTHOM CUCTEMBI.

3akiouenue
B cratbe nmaH 0030p 3JE€MEHTOB TEOPHUM, Ha OCHOBE KOTOPBIX IOCTPOCH MEXaHH3M
JIOTUYECKOTO BBIBOJIAa 3aJIOKEHHOTO B HWHTEpPHpeTaTopax s3bIka JIOTUYECKOTO
nporpammupoBanusi [Ipomor. Ha ocHOBe mpoBeneHHOrOo aHanmW3a JUTEPATypHI,
pe3yabTaTOB MPOBEICHHBIX HCCIIEIOBAHUI BBICKA3bIBACTCSI MHEHHE O HEOOXOJIUMOCTHU
nepecMoTpa MPOrpaMMbl y9eOHOTO Kypca 1o HHGOPMATHKE B TUIESX U BBICIINX Y4eOHBIX
3aBEJCHUSIX C 1EeJbI0 BBEJICHUS COOTBETCTBYIOLIErO pa3fieia, MOCBAIIEHHOTO
JIEKJIApAaTUBHOMY MPOTPAMMHPOBAHUIO U MPOTPAMMHUPOBAHUIO B JIOTUKE, B YaCTHOCTH.
[TpoBoIUTCS OMKMCAaHWE OCHOBHBIX XapakTepucTuk SPprolog, paspaboTaHHO! OJHUM M3
aBTopoB [10] KOMIUIEKCHON CHCTEMBI, MO3BOJISAIONICH MPOCKTHPOBATh MPOTPAMMHBIC

MPUIIOKCHUA Ha A3BIKE JIOTHMYCCKOI'o MporpaMMupOBaHUSA HpO.]'IOl", B COIIPOBOXACHUU
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MHTEJUIEKTYaJIbHOU 00y4aroliel cucTeMbl, o0ecrieunBaroniel 00yueHue u caMooOyueHue

KakK paboTe ¢ CUCTEMOW TakK U, SI3bIKY JIOTHUECKOI'O TPOrPAMMHUPOBAHUS.
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BOIIPOCHI TEOPUU U TPAKTUKU JIOTHYECKOI'O
IMPOTI'PAMMMUPOBAHMUAI.
Huxkounaii IIEJIMH, Tupacnionsckuii ['ocynapctBennsiii Yuausepcurer (UST),
Cepreii [IEJIMH, YauBepcurer npukiaaabix 3Hanuit Monmgossl (USAM),

Abstract. In articol sunt descrisi etapele de dezvoltare a teoriei si practicii aplicdrii programarii logice.
Atentie sporitd este acordata disjunctiilor lui Horn, care direct pot fi considerati in calitate de parti
componente a unor programe coputationale prezentate in logica. Este descrisd sintaxa si procesul de
retransformare formulei logice de la o formula atomara pina la un model logic a lumei reale si prezentarea
lui (modelului) intr-o forma conjuctiv-normala care, in calitate de componente contine numai multimea
disjunctiilor Iui Horn. Forma obtinutd a formulei logicii predicatelor deja poate fi interpretata prin
intermediu unui motor de inferentd cum este, de exemplu, interpretorul limbajului Prolog.

Abstract. In this review paper a development stages of logic programming theory and practice of usage
are analyzed. Special attention is paid to the Horn clause, which formed the basis of computer programs
written in logic. The syntax and step by step transformation analysis is described, starting from atomic
formula of predicate logic to the logical model of the real world, presented in Conjunctively-normal form
and consisting of Horn clause set only. This set is almost the real program code written in the Prolog - the
logic programming language. It is mentioned that the resulting form is interpreted by the inference engine,
which is for example, the interpreter of Prolog programming language.

Pe3ome. B 0030pHOI paboTe mpoaHaIM3UpOBaHbI 3TAlbl PA3BUTUS TEOPUU U NPAKTHKA HCIIOJIB30BaHUS
JIOTHYECKOTO TporpammupoBanus. Ocoboe BHUMaHUE YAETCHO AU3BIOHKTaM XOpHa, KOTOpPbIE JIETJIN B
OCHOBY KOMIIBIOTCPHBIX MNPOTpaMM HallMCAHHBIX B JIOTHKE. OnuceIBaeTCs CUHTAKCUC U IIPOBOAUTCA
MOIIATOBBIA aHAJIM3 MPEeoOpa3oBaHU OT aTOMapHON (GOPMYINBI JIOTUKK TPEAMKATOB J0 JIOTHYECKON
MOJIENTN PEeabHOTO MHPA, PECTABICHHON B KOHBIOKTHBHO-HOPMAIILHON (hOpMeE U COCTOSIICH TOJBKO U3
MHOXECTBA JIU3BIOHKTOB XOpHAa. JTO MHOXECTBO MPAKTHYECKH U €CTh TEKCT pealbHOH MpPOrpaMMBbl
HaIMCAaHHOM Ha sI3BIKE JIOTHYecKoro nporpammuposanus Iposnor. Otmeuaercs, 4o noixydeHHas Gopma
MHTEPIPETUPYEMa C IIOMOIIBI0 MEXaHM3Ma JIOTHYECKOTO BBIBOAA, KAKOBBIM, K HpPUMEPY, SBISETCS
uHTEpHpeTaTop sA3bika [Iposmor.

KroueBnble cjioBa: JIOTHKA, JIOTUYCCKOC NPpOrpaMMHUPOBAHNC, TU3BHOHKTLL XopHa, SA3BIK HpOHOF

BBenenune

B XIX Beke mosBuUiCS mepBbIN (bopManbHBIN S3BIK JIOTUKKH - HWCYHUCIICHUE
BBICKA3bIBaHUM, @ HECKOJIBKO MO3/IHEEe 00Jiee Pa3BUTHIN SI3bIK — HCUUCIICHHE MPEAUKATOB.
TakuMm 006pa3oM, JOTUKY APUCTOTENS, TECHO CBSI3aHHYIO C €CTECTBEHHBIM SI3BIKOM, JUIS
pemieHust psAna 3anad TpeOyromMX  MOJHOM ¢dopManu3alud, YAaloCch HECKOJIbKO
OTOABUHYTH Ha BTOPOH IUIaH.

B pamkax »tux ¢opmanmusmoB wuaen PoOuncona, KoBanbckoro psma apyrux,
NPEUMYIIECTBEHHO OPUTAHCKUX YYEHBIX M CIEIHAIUCTOB, B 60-¢ TOABl MPONLIOTrO
CTOJIETUS 3AJI0KWJIM OCHOBBI TEOPHM JIOTMYECKOrO MPOTrPAMMHUPOBaHUA. A BOT nepBas
BepcUs S3bIKa JIOTHYECKOro mporpammupoBanus Ilpomor paspabortana ¢paniryzom
Anenom Konmepoo, nuHreuctoM no cneunanbHoctd. B 1971 romy, B Mapcene on

NPOJEMOHCTPUPOBAN paboOTy MEPBOr0 HHTEPHpPETaTopa s3blka MPOrpaMMHUPOBAHMUS

101



[Tponor. Camo Ha3BaHue sA3bika [Iponor oOpa3oBaHO COEAMHEHHEM MEPBBIX TPEX OYKB
Kaxgaoro u3 cinoB  cinoBocodetanuss  "IIPOrpammupoBanne  JIOI'mueckoe".
OTtoxaecTBiATh s3bIK [Iposor ¢ camum JlornueckuM nporpaMMHpOBAaHUEM HE CIENYET.
[Iposnor - nump Manas 4acTb TEOPHUM JIOTUYECKOTO MPOrpPaMMHUPOBAHUS, HALLIEIIAs B
TaKOM BHJIE CBOE IIPAKTHYECKOE IIPUMEHEHHUE.

HTtak, yto npeacrasiseT coOoi Joruueckoe mporpaMMHpoBaHue Kak Teopus. B ocHose
A3bIKa JIOTMYECKOrO0 IPOrpaMMMPOBAHUS JIEKAT JJIEMEHTHl JIOTMKH. [Iporpamma,
HalMCaHHAas Ha TaKOM f3bIKE, NPEICTaBIseT COOON MHOXXECTBO IU3IBIOHKTOB ((hpa3)
XopHa. Ilpouecc BbpIBOJA@ YMO3AKIIOYEHHS HA OCHOBE HEKOTOPBIX MPEANOCHUIOK
Ha3bIBAIOT JIOTMYECKMM BBIBOAOM. B HeM Kiacc NpeauKaToB OJHOTO CYXKIECHHUS
corjacyercs ¢ KJIAacCoM CYOBEKTOB JAPYroro CyxiaeHus. B Xoje BbIBOJa Ha OCHOBE
CyObEeKTa OJIHOTO CYXXICHMsS M IpeauKaTa JPYyroro CyxiaeHus (popMupyercss HOBOE
cyxnenue. Takum o0pa3oMm, JOrMYECKUM BBIBOJ MOXKHO OIPEICIUTh M KaK HEKH
IIPOLIECC PACCYKICHUS.

B nanHoii craree, kak U B pabore [13], MBI OrpaHMYUMCS PACCMOTPEHHUEM JIULIb
AJIEMEHTaMU  TEOPUM  SI3bIKa  JIOTUYECKOTo  IporpaMMupoBaHus. Jlormyeckoe
IpPOrpaMMHUPOBAHUE - 3TO YHUBEPCAJIbHbBIN, A0CTPAaKTHBIN S3BIK, IPEIHA3HAYECHHBIN IS
Npe/ICTaBICHUS 3HAHUM U pellieHus 3a7a4d. DTO OJMH U3 MOAX0A0B K HH(OpMaTHKe, TPU
KOTOpPOM B KaYECTBE A3bIKa BBICOKOTO YPOBHS UCIIOJIb3YETCS JIOTHKA ITPEAUKATOB IIEPBOTO
nopsika (BeTBb popmanbHOU oruku) B hopme dpas Xopha [1, c.17].

[Tponor 6osee mpucmocobeH I peleHus 3a1a4 UCKYCCTBEHHOr0 MHTesuIeKkTa. OTHaKo
CUYUTATh €r0 TAKOBBIM, B CMBICJIC €IUHCTBEHHOCTH, ObIII0 ObI HeBepHO. JIMCII umeeT He
MEHBIIYI0O HU3BECTHOCTh B c(epe MCKYCCTBEHHOro HHTeiekTa. [Iponor nocraTtoyHo
XOpOILIO MPUCIIOCOOJIEH M K PEIICHUI0 JPYrux 3ajad, U BCe ATO JEeNaeT ero Bechbma
NpUBJICKATENIbHBIM M TEPCIEKTUBHBIM. Bce ke, ero M3sIHOCTh NpU NOCTPOCHUU
AJIEMEHTOB CHCTEM HCKYCCTBEHHOIO MHTEIJIEKTa HE yZAep)kKaja aBTOpOB MOHorpaduit
[2,3] ot xenaHus 0OpaTUTh BHUMAaHHUE YUTATENICH Jake B HA3BAHUSAX CBOMX KHHT Ha TO,
yt0 IIposor - A3bIK HICKyCCTBEHHOT'O MHTEIIEKTA.

S3pIk  mporpammupoBanus IIposor mnpusiekareneH cBoed mnpoctoTou. Ilposor —
nporpaMMmy JIETKO 4YWTaTh. YHUBepcalbHble ¢GopManu3Mbl (pa3 XopHa, MEHbIIE
nojBepratoT Tekct [Iposior — mporpamm BIUSIHUIO MAIlIMHHO-3aBUCUMBIX OCOOCHHOCTEH,
HEXEJIU POrpaMMbl, HAITMCAHHBIE HAa APYTHX A3bIKax [1, c.18].

B Hacrosmee Bpemsa Ilposor - mmpoxo m3BecTHbM s3bIK. Han paszsutmem IIpostora
paboTalOT U3BECTHBIE HAYYHBIE IEHTPHI U KPYITHENUIINE KOMIIAHUA MHUPA, CPEAN KOTOPBIX
Acconmanust Jlornueckoro IIporpammmupoBanus (Jlommon) [14], Ilentp PazButus
[Tponora (Konenraren) [15] u npyrue [16].

[Ipy uCmONAB30BaHUU SA3bIKA JIOTUYECKOIO MPOTrPAMMHUPOBAHHS OCHOBHOE BHHMMAaHHE

yIETSIeTCsl ONMUCAHUIO CTPYKTYpPhl MPUKIATHON 3a/lau, a HEe BbIPAOOTKE MpearucaHui
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KOMIIBIOTEPY O TOM, YTO EMY clieyeT jieaaTh. C NOMOIIbIO JOTHYECKUX TPOIPaMM MOYKHO
ONMCaTh M pEAN30BaTh TAKKE PESLUOHHbIE 0a3bl JAHHBIX, 33Ja4d MPOTPAMMHOM
WH)XEHEpUU W IpeactaBieHus 3HaHui. Ha IIposore MoXHO peann3oBaTh U MHOTHME
JIpyTHe 3a/laydl, — BOIPOC CTOUT TOJBKO B CTENEHHU 3()P(PEKTUBHOCTH U LIETECOOOPa3HOCTH.
S3pIK pOrpaMMHpOBAHMsI HAaBSI3bIBA€T I0JIH30BATENSIM OIPENEICHHbI B3IV Ha
OKpY)Xalolil Mup. DTO MPOSIBISETCS B TOM, YTO MPOTPAMMUCT, JUIUTEIBHOE BpEMs
HOJIB3YIOIIUNCS HEKOTOPHIM SI3bIKOM U YCBOMBIIMH COOTBETCTBYIOLIUM 3TOMY SI3BIKY
B3IJISLT HA MUD, OyZIeT CTPEMUTHCS HAaXOAUTh HOBBIE c(pephl MPUMEHEHHUS JUIsl TEX TUIIOB
BBIUMCIIEHUH, K KOTOPBIM JIaHHBIM A3BIK MPUCIOCOOJIEH, U OyneT u3derars 3amad, AJs
pelIeHns KOTOPBIX 3TOT A3BIK He roaurtcd. LlenecooOpa3Ho OLEHUTH B3IJSAAbI HA MUD,
HaBSA3bIBAEMbIE PA3JIMYHBIMU SI3bIKAMH IPOTPAMMHPOBAHUS, B COOTBETCTBHUH C TEM,
HACKOJIbKO XOPOILIO OHH COTJIACYIOTCS C TOCTABJICHHBIMU LIEsIMU. JlaHHbBIE pacCyKIeHUs
OTHOCSTCS K METa IIPOrpaMMHON HHXKEHEPUU: 3a/1aHa LeJIb IPOrpaMMHUPOBAHUS - CIIEYET
ONpeNeanTh, Kakue S3bIKM M MpOrpaMMHBIE CpEACTBa HAWIY4IIUM 00pa3oM

yAOBJIETBOPAIOT €M [1, c.13].

O soru4eckoM NpPOrpaMMHPOBAHHUHU KaK TEOPHH
Kak yxe oTmeuanoch BbIIIE, JIOTHYECKOE MPOrpaMMHUPOBAHUE 3apOJWIOCH B HEIpax
dbopManbHOM JOTUKH U 0€3 HEKOTOPHIX BAXKHBIX AJIEMEHTOB JIOTUKHM BBICKA3bIBAHUM U
JIOTUKHU TIPEIUKATOB HAM HE 0OOUTHUCH.
Jlornka BbBICKa3bIBaHUIl — MIPOCTasi TEOPHs, HO OHA LIMPOKO UCIOIb3YETCS B Pa3HbBIX
obnactsax. OHa JIEKUT B OCHOBE MIPAKTHUYECKH JTFOOOW JTIOTUKO-MaTeMaTUYeCKON TEOpHH,
€€ MPOCTOTa HE MPEMATCTBYET OBITh BHICOKO COJEP)KATEIBHON U IIUPOKO MPUMEHUMOMN
JUIS 3a7ad KaK TEOPETHYECKOro, TaK M MPHUKIATHOTO xapakrepa. HMudopmatukam
HE00X0JIMMO 0CO00 CTapaTeIbHO OTHECTUCH K M3YYEHHUIO JIOTUKU, YTOOBI BIOCIEICTBUU
ObuTO0 Jlerye pa3o0OpaThCsi BO MHOTOM, BKIIIOUYas JIOTUYECKOE MPOrpaMMHUPOBAHUE,
NPUHIAI pabOThl WHTEPIPETATOPOB S3bIKA JIOTMUECKOTO MPOTPAMMHUPOBAHUS |
KOHCTPYKUHUW s13bIKOB THIa [IpoJtor.
Kak wn3BeCTHO, JIOTMKa BBICKa3bIBAHUW A3TO S3BIK, KOTOPBIM HM3y4aeT 3JIEMEHTapHbIE
BBICKA3bIBaHUsI, T.C. BBICKA3bIBaHUS (TIPEHJIOKEHHUS), KOTOpHIC HENIb3s pa3OuTh Ha
KOMITOHEHTBI. OHM MOTYT OBITh 0003HaUYEHBI, HAPUMEP CUMBOJIAaMH P,J,I U Ha3bIBATHCS
Janee Kak ayeMeHTapHbie GpopMynbl. UHTEppeTUpYIOTCS Kak ucmuHa unv aoxcw [U,
.
Jloruka npeauKaToB MO3BOJISIET BOUTH BO BHYTPEHHIOK CTPYKTYPY BBICKA3bIBAaHUS, T.€.
umes: npenacrasienue Buaa p(a,b),p(b,c),g(a,c) u HaspBaTHCA yKE ATOMapPHBIMU
dbopmynamu. Ho WHTEpHpeTHpPYIOTCS, TaKKe KaK B JIOTUKE BBICKA3bIBAHUH, TOJBKO

BOeIUHO Kak [HU, JI].
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Cno>xHbl€ BBICKa3bIBaHUS (POPMUPYIOTCS C IOMOIIBIO CBA30K, AaHAJIOTMUHBIX COI03aM 1,
0003HayaemMoro B popmyJie ¢ IOMOIIbIO CUMBOJIA - A, KHIIN» - V, «ECTH ..., TO» - D,«TOraa
U TOJIBKO TOTJA, KOT/Ia» - = u OTPUIIAHUs «HE» 0003HauaeMoro - —. [IpuoputeTHOCTH
CBSI3KM B CJIO)KHOM BBICKAa3bIBAHWU YCTAHABIMBAETCS, TaKK€ KaK U B MaTeMaTHKe, C
MOMOINbI0 CKOOOK. WMHornma, mjisi mNpeacTaBli€HUs COBOKYIMHOCTH BBICKa3bIBaHUM,
o0pa3ylonmx HEKH eIHWHBIA TEeKCT, WCIOIb3YIOT 3HAK «,». B JOruke mpeaukaToB
OTIEpUPYIOT €llle KBaHTOpaMU OOLTHOCTH U KBAHTOpPAMU CYILIECTBOBAHUS, MOHSATHUSIMHU O
KOHCTaHTe W nepeMeHHoil. [IpaBuna moctpoeHus: GopMyn CBOISTCS K YCTAaHOBIICHHUIO
0asuca, 9TO IeMEHTAPHbIC BHICKAa3bIBAaHKS P U (| B JIOTMKE BbICKa3biBaHui (v p(a,b) u
q(X,y) B JOrMKe NpPEIUKATOB), €CTb  (GOpMYJbl (dJIEMEHTApHBIC MM aTOMapHBIC
dbopMybl), a CIOXHBIE BBICKa3bIBaHUS (QOPMUPYIOTCS  TOCIEAOBATEIBHBIM
NPUMEHEHHEM MHAYKTUBHOTO mara —P, P AQ, p v, p>Ju p =7 HEOOXOAUMOE YHUCIIO
pas.

HctunaHOCTH GOPMYIT yCTaHABIUBACTCS C MTOMOIIBIO TAOIUI] UICTUHHOCTH, (HOpMyIT Oojee
CIOXHBIX - anropuTMuuecku. MHTepriperanus, Ipu KOTOpOW 3HAYEHHWE HCTUHHOCTH
dbopmybl ecth M, Ha3BIBAIOT MOOenbI0 3TON hopMyIibl. DopMyIly, JAOMYCKAIONIYIO OJHY
win 0Oojee YeM OJHY MOJIelb, HA3bIBAIOT BBHIMOJHUMOW, HU OAHY MOJEIb —
HEBBITIOTHUMOM. Eciii oHa  momyckaeT Mozenb mpH J000M 3HAYCHUH, BXOASAIINX B HEE
aToOMapHbBIX (OPMYII, TO €€ Ha3bIBAIOT OOIIE3HAYUMOM.

Hns uHTepmperanud (QopMya C TOMOIIBI0  aJTOPUTMUUYECKUX METOJO0B MOTYT
NPUMEHSITHCS DKBUBAJIGHTHBIE MPEOOpa30oBaHUsl C IENbI0 WX TPUBEICHUS K HEKUM
HOpMaJbHBIM (hopmam.

B ormueckoM mporpaMMHUpOBAHUM OINEPUPYIOT, KaK MPaBUIO, KOHBIOHKTUBHO-
HOPMaJbHBIMH WJIH JU3BIOHKTUBHO-HOPMaJbHBIMH (GopMaMu. B 1maHHOW cTaThbe MBI
OTPAaHUYUMCSI PACCMOTPEHHUEM JIHIIh KOHBIOHKTUBHO-HOPMAIBHBIX (opM. [ns sToro
YMECTHO BBECTH MOHITHUE O IU3BIOHKTE.

JAu3bIoHKT. J[n3bioHKTOM (Clauses) Ha3bIBaeTCs TU3BIOHKIIMS KOHEUYHOTO YHMCIIa JIUTEP,
T.€. DJIEMEHTAPHBIX BBICKAa3bIBAHUM WM €10 OTpulanuil. Ilycte p1, p2, «o.y pnuQ, g2, ...y
gm MHOXECTBO JIUTEP, TOTJa (OpMaibHOE MPEICTABICHUE TU3BIOHKTA MOXET OBITh
CIEYIOMUM: (PLV P2V oo VP V—QLV—2,ee0y —Om).

[lonsiTie O MU3BIOHKTE MMEET BaXKHOE 3HA4YeHue Mg npaktuku. OnucaHue 3aaad u
QITOPUTMOB B  TEPMHMHAX  JU3BIOHKTOB, COCTABJISIIOT  OCHOBY  JIOTHYECKOTO
nporpamMmmupoBanusi U si3bika [Ipomor B wactHoctH. CobctBeHHO [Iposor omepupyet
TOJIBKO TOJKIACCOM JU3BIOHKTOB, HA3bIBAEMBIX XOPHOBCKUMH JU3BIOHKTAMH, PE€Ub O
KOTOPBIX TIOMIET HIKE.

IlycTol TM3BIOHKT, T.€. TU3BIOHKT, HE UMEIOIMIA HU OJHOM JINTEPHI - €AUHCTBEHHBIN 13

TM3BIOHKTOB, KOTOPBIA HEBBINMONHUM. Ero o0o3nauator yepes JI. OnpeneneHne MOHATUS
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NyCTOM JU3BIOHKT OYEHb Ba)KHO B JIOTMYECKOM IporpamMmupoBaHuu. C ero BBEAEHUEM
HOSIBJISIETCS] BO3MOKHOCTbD JIETEPMHUHALIMH 1I€JIM B aBTOMAaTHUYECKOM peIIaTese 3aaay.
KonbronkruBHo-HopmanbHbie ¢opmbl (KH®). Pazo0paBminch ¢ HOHATHEM O
nu3bloHKTE, naaum cedac onpeneneane KH®. KH® — 370 KOHBIOHKIMSA KOHEYHOTO
qrciia AU3bIOHKTOB. @OpMaIbHO €ro MOXKHO MPEICTABUTD CIIEAYIOUM 00pa3oM:
PL1vp2v ..V p)AQL V.o vV OQm) AceA(TLV T2V o Vo).
B teopernko-muoxxecTBeHHOM nipencraieHnu KH®, o6o3nauennas uepes S, Oyzaer:
Se{(prvpev ...v pr), QL V... vV Q) seee, (L V 2V oo v D)
Jlio6as popmyna MokeT ObITh MpeoOpa3zoBaHa B JIOTHUECKH dKBHUBaJIeHTHYIO eii KHO,
UICTIOJTB3YS COOTBETCTBYIOIIUE SKBUBAICHTHBIE (popMynsl [2,4,5,14 u np.] .
Onpenesnenne XOpPHOBCKOI0 AM3bIOHKTA. B Hacrosmei pabore, OyeM paccMaTpuBaTh
TOJIBKO CITy4aid 1711 XOPHOBCKHX JTU3BIOHKTOB, B KOTOPBIX JOMYCKaeTCsa HAIMYUE He Ooliee
OJIHOW TO3UTHUBHOM JUTEpPHl. B COOTBETCTBUUM C 3THUM ONPEIEICHUEM, IU3BIOHKT
—Pv—Qv—I\s, sBisieTcs XOpHOBCKUM. OH 3KBUBAJICHTEH MUMILTUKAUU (P A 0 A F)DS.
Ecnu 5TOT ke AN3BIOHKT Nepenucarb B BUAE S:-P,q,I. , TO IpHU TaKO# 3alIMCU XOPHOBCKUI
JTU3BIOHKT MOKHO YHOJOOWTH MpaBHIy MEPENHCHIBAHUS, a MHOXKECTBO XOPHOBCKHX
JTU3BIOHKTOB — HEKOTOPON KOHTEKCTHO-CBOOOIHOHN rpammatuke [8, c. 49]. B Helt
BBICKa3bIBaHHUA M CUMBOJA J/ MOXXHO paccMaTpuBaTh B KayeCTBE HETEPMHHAJIbHBIX
CUMBOJIOB 3TOM rpaMMaTuku. Takas popma npeacraBieHus 01u3Ka U K popMe, MPUHATOM
B s3bIKE IporpaMmmupoBaHusi [Iposor ecnu auTepsl paccMaTpuBaTh KAaK BbI3bIBa€MbIe
IPOLENYPHI.
YHUTApHBIN XOPHOBCKUW JU3BIOHKT — 3TO JU3BIOHKT, COJEpKallMid OJHYy —
€AMHCTBEHHYIO MOJOKUTENIbHYIO JuTepy. Popmar 3anucu: S:-. ITOT JU3BIOHKT CIYKHUT
JUTSI TIPEICTABIICHUS HEKOTOPOTO (haKTa.
XOpHOBCKHI JU3BIOHKT HA3bIBAE€TCS TOYHBIM, €CJIM OH COACPKUT OAHY MO3UTHBHYIO
JUTEPY U OJHY WK OoJiee HeraTuBHbIE JUTEPbl. TOYHBIA TU3BIOHKT BbIpaXKaeT MpaBuio,
B KOTOPOM HETaTHBHbIE JIUTEPHI - TUIIOTE3bl, MPEJCTaBICHHBIE COOTBETCTBYIOIIUMHU
BBICKA3bIBAaHUSIMU, a TO3UTHUBHAS JIUTEpa — 3akitoueHre. @opmart 3anucu: S:-p,d,r. Ito
BBIpa)KEHUE COOTBETCTBYET 3aIMUCH JIJISl TOUHOTO JTU3bIOHKTA.
HeraTuBHblii XOPHOBCKUN NHU3BIOHKT MPEACTABUM B cienayrouieM Buae: JI:-p,d,r. OnH
COOTBETCTBYET MOHATHUIO «II€Jb, BOIPOC)» WM TOYHEE «OTPUIIAHHUE LI€NH, Bompoca». B
MIPUBEJICHHOM IIPUMeEPE LIeIb CloxkHas. [Ipumep npocrout uenu: JI:-p.
®opmar 3anucu 1enu u dakra B TypOo-Ilpomore (Hanbosiee m3BecTHAs BEPCHUS SI3bIKA
JIOTUYECKOTO MPOrpaMMHPOBAHUSL JJIi PYCCKOSI3bIYHOM ayAMTOPHHM, B CBS3H C
UMEIONUMHUCS MHOTOYHCIICHHBIMH  PYCCKOSI3BIYHBIMH  ITYOJIMKAIMSIMHU)  HECKOJIBKO
OTJINYAETCS OT 3alKUCH, IPUBEACHHOMN BBIIIE 3alUCH, XOTS HECET Ty K€ CMBICIOBYIO
Harpy3ky. 3anuch npoctoi uenu B Typoo-Ilponore: p. 3anucek CloXKHOW LIETU B 3TOM

s3pIke: P,g,r. 3anuck dakra: p. OnHAKO, YTOOBI HE TEPEIyTaTh, HApUMEpP, QaKThI p C
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BompocaMu p, (GakThl W TpaBUja 3alHCHIBAIOTCS B OJHOM pasjielie MpOoTrpamMMbl,
obo3HawaeMoM Clauses, a menu 3amUCHIBAIOTCS B JPYrOM pasfelie MpOTrpaMMEI,
obo3Havaemom goal.
Jloruka npeaukaroB. [0 HacTosIIEro MOMEHTAa, JUIsl OMNMCAHMS psia SJIEMEHTOB
NPUMEHSIEMBIX B JIOTUYECKOM MPOrpaMMHUPOBAHUHU, MBI OOXOAWIUCH (DopMaIU3MOM
JIOTUKUA BbICKAa3bIBaHUM. JI7s BBINOJNHEHUS TMOCIEAYIOIIMX IIaroB B JIOTHYECKOM
IpOrpaMMHUPOBAHUU MOHATO0UTCS (HOPMATTU3M JIOTUKH MPEAUKATOB.
Kak y>xe oTMeuasnoch BbIIII€, B JIOTUKE MPEAUKATOB dJIEMEHTAPHOE BHICKA3bIBAaHUE TaK XKeE,
Kak ¥ B JIOTMKE BBICKa3bIBaHUM, paccMaTpuUBAETCd KaK HEYTO LEJIBHOE,
uHTepnpeTupytomeecs co 3HaueHueM wiu MCTHHA v JIOKb, HO 1pu 3TOM
NpPEJCTaBIsSETCS BO3MOXKHBIM  (hopMain3oBaTh U BHYTPEHHIOIO  CTPYKTYpY.
[IponemoncTpupyeM  3TO Ha mpocToM mpumepe. IlycTh umeeM »3ieMeHTapHOe
BBICKa3bIBaHUE:

«A3vik Ilponoz r¢hpekmuenee azvika C».
B Tnoruke BbICKa3pIBaHM MBI MOXKEM YCTAaHOBHUTH JIMIIb HCTHHHOCTH OTOTO
BBICKa3bIBaHUs. B j10rMKe npeaukaToB MpeACTaBIsSETCA TAKKE BOZMOXKHBIM MPEACTaBUTh
ATO BBICKA3bIBAHUE B BHUJIC aTOMapHOU (HopMyIibl (aTOMa) ¢ BHYTpeHHEHN CTpyKTypoil. s
ATOr0 OTHOUICHUE «I¢hhexmuernocmsv) B NPUBEACHHOM BbICKa3bIBAHUU 0003HAYUM €TO
yepe3 P, a CBsA3aHHBIC C OTUM OTHOIIEHUEM OOBEKTH “a3sik IIponoc* n  “azvik C”
0003HaYMM COOTBETCTBEHHO 4epe3 (i u (2. Torma QopmalbHBIM TpeacTaBICHHEM
aToMapHoOU popMyIbI 715t

Hzvik Ilponoz  r¢ppexmuenee  azvika C.

00BEKT OTHOIIICHUE 00BEKT
o[} P 02
Ooynet BeIpakeHue Buaa: P(Qz, g2). st Toro utoObl OnepupoBaTh MOHATHIMH JIOTHKH

MIPEAMKATOB OYEHb BaKHO MMETh 0OJIee YeTKOe MpeICTaBICHUE 00 aToMapHOi hopmyiie
U HE 3aIyTaTbCsl B MHOXXECTBEHHOCTH ONPEJCNICHUI Ka)XJI0To U3 €€ 3JIEMEHTOB. JTU
ompeieNIeHNs JOCTATOYHO XOPOUIO JAIOTCS B Pa3HbIX JINTEPATypHBIX HCTOYHUKaAX [1, 4, 7,
13,14]. U Bce ke, Kak MOKa3bIBAaET MPAKTUKA, OHU TPYTHO OCBAWBAIOTCS CTYACHTAaMH B
nporecce o0yueHus.

Ham mpencraBisieTcss MoJIe3HBIM JPEBOBUIHOE TPEACTABICHUE aTOMAapHON (GopMyIbl
(puc.1), npennoxxenHoe B [14] ans Goyiee JErkoro OCMBICIEHUSI BCEX €€ AJIEMEHTOB BO
B3aUMOCBSI3SIX.

B xauecTBe cMMBOIMYECKOTO 0003HAUCHHUS B aTOMapHOU (hOpMyIie OTHOIIEHHUS BOOOIIE U
st P B gopmyne P(Q1, (2) MCHONB3YIOT TEPMUH TOJ Ha3BaHHEM «HPEOUKAN) WIIH
«npeduKamuasa KOHcmanmay» , a 00bEKTOB (1, (2 —«mepmbl», KOTOPHIE BBHICTYNAIOT B

POJIM apryMCHTOB 3TOr0O ImpeauKara. KommuecTBo APTYMCHTOB B IIPCAHUKATE ONPEACIIACT
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ero apHocth. Hammpumep, npeaukar P(Q1, §2), UMeeT apHOCTH J1Ba, MpeanuKkaT P — apHOCTh
Hyinb, P(a,b,c) - Tpu.
Wrtak, atomapHas (popMyiia Wik aTOM — 3TO MpeaukaTHas Gopma (Hampumep, p(a,b) wim
p(a,b,x) ), mpeacraBnennas B mpedukcHOW (opMe, I HEKOTOPOE  OTHOIICHHE
(Hanpumep, S=t), mpencraBieHHOe B HHPEKCHOI hopme. MHpekcHas popma MOKeET ObITh
3aMeHeMa Ha MPe(UKCHYIO, €CJIM TaKOe COTJIAlIEHNE B KOHKPETHOM Clly4ae JOMyCTHUMO.
Torpa, Ay Haliero mpuMepa, 3Ta aromapHast Gopmyiia MpeAcTaHeT Kak
=(s, t).
OObeKkTaMu JIOTUKU MPEIUKATOB SIBJISIIOTCS IEPEMEHHbIE U UHANBUIHBIE KOHCTAaHTHL. B
S3bIKE TPEIUKATOB COJEPKUTCA S3BIK BBICKA3bIBaHWU. BbICKa3biBaHME B JIOTHKE
NPEeIMKATOB pacCMaTpPHUBAECTCs KaK MpeIuKaTHas KOHCTaHTa 0e3 aprymeHToB. Ee emie
Ha3bIBAIOT HYJIbMECTHOMN MPEANKATHON KOHCTAHTOW WMJIM KOHCTAHTa apHOCTHU HYJIb.
B ecTecTBEeHHOM SI3BIKE YACTO BCTPEUAIOTCS BBIPAKECHUSI TUIA «IJISI BCEX MYKUMHY, «JJIS
HEKOTOPBIX CTYACHTOB» M MHOXECTBO JIPYrUX, AaHAJIOTUYHBIX WM BBIPKCHHM.
BripaskeHus OOIIHOCTH THUIA ISl BCEX...» B JIOTHKE MPEAUKATOB HHIACHTU(DUIUPYIOT
yepe3 KBAaHTOP OOUTHOCTHU, «JIJIs1 HEKOTOPBIX. ..» — KBAHTOP CYIIECTBOBAHUSI.
3anuch PxP(x) 03HAYaeT <« BCAKOTO 3Ha4YeHUsI X P(X) — HCTUHHOE BBICKa3bIBaHUEY.
IIpumep: Va(x?+1>0) — 114 BCAKOro 3Ha4eHUs X HEPaBEHCTBO (x>+1>0) - ucTUHHO.
3anuch ZxP(x) 03HAYACT «J1JIsl HEKOTOPBIX 3HAYCHUN X P(X) — MICTUHHOE BBICKA3bIBAHUE.
Hanpuwmep: Zx(3+x=3) — npu x=0 paBeHCcTBO (3+Xx=3) — UICTUHHO.
CrnenyeT MOMHUTB, YTO, €CITU B COCTaB (DOPMYJIIbI BXOJIUT NIEPEMEHHAsI, TO MePe1 TeM, Kak
aToil (dopmyle MOXHO OyAeT TPUCBOUTH HCTUHHOCTHOE 3HAYEHUE, TMEPEMEHHYIO
HE0OXO0IMMO KBaHTU(UIIMPOBATh.
OCHOBHBIC CHUMBOJIBI SI3bIKa JIOTUKH TPEIUKATOB 3TO TIEPEMEHHBIC, WHIAUBUIHBIC
KOHCTaHThI, IPEIMKATHbIE KOHCTAHTHI, CBSI3KU (OTPULIAHNE, KOHBIOHKIIUSA, TU3BIOHKIINS,
UMIUTHKAIUS ¥ DKBUBAJIEHTHOCTD ), KBAHTOP OOIIHOCTH M KBAHTOP CYIIIECTBOBAHMUS.
IlepemenHble U UX poJib. B MmaTeMaTrke nepeMeHHbIE TO3BOJISIIOT YKa3aTh B CTPYKTYpeE
MaTEeMaTHYEeCKOT0 00BEKTa TE MECTa, KOTOPBIEC IPU UCTIOIL30BAHUH ATOTO 00BEKTa OYIyT
3aHATHI APYTUMHU 00BbeKkTaMH. [lepeMeHHbIe Moapa3esatoT Ha CBOOOJHBIC U CBSI3HBIC.
Hamnpumep, B hopmyie
n
S=>6X,
i=1
X - cBOOOJHAS IEPEMEHHAs, a | — CBSI3HasL.
B noruke u3 MHTYUTUBHOTO MOHUMAHUSI KBAHTU(UKAIIMHA BBITEKACT, YTO WMEETCS CBS3b
MEXIy BXOXIEHUSAMH TIEPEMEHHOH, cojaepikamieiics B KBaHTH(uKanuu. PaccMoTpum
dopmymy
Vxp(x).
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3/1ech NepeMEHHAs X «CBS3aHAY.

O6uacTp IeHCTBUS HEKOTOPOM KBAaHTHU(UKALIMK €CTh (OPMYJIa, K KOTOPOU PUMEHSETCS
3Ta KBaHTU(UKAIUsA, a TEPEMEHHAsl X B KBaHTH(UKAIUAX VX WKW JX Ha3bIBaeTCs
kBaHTU(UIIMPOBaHHBIM. Kaxkioe BXOXJIeHHUE MEPEMEHHON X B 00JIacTh JEHUCTBUS 3TOM
KBaHTH(UKAIIUK SBISIETCS CBSA3HBIM. Paccmotpum apyryro gopmyny: VX p (X ) ~q(X).
3/1ech MepBOe BXOXKICHHE IMTEPEMEHHON X — «CBSI3aHO», BTOPOE — «CBOOOTHOY.

O0 uHTepnperamuu ¢opmMysa B JIOTHKe NpeIuKaToB. Tak ke, KaK U B JIOTHKE
BBICKA3bIBaHUM, (HOPMYJBI JIOTUKH MPEIUKATOB MOTYT OBITh HHTEPIPETUPOBAHBI CO
sHayenusmu [HM, JI|. OgHako B JOTHKE MPEAUKATOB (HOPMYJIBI COCTOST HE TOJBKO U3
noAGpOpMYJI WU TUTEP, HO U U3 TEPMOB, T.€. IEPEMEHHBIX U PYHKIIMOHATIBHBIX (OPM WIIH,
KaK UX €IlIe HAa3bIBAIOT, (PYHKIMOHAIBHBIX KOHCTAHT, COOTBETCTBEHHO COEAMHEHHBIX C
MOAXOASAIINM YHUCIOM TEPMOB. TepM HMHTYUTHBHO O3Ha4yaeT 00BekT. ClemoBaTeabHO,
HHTEpIpeTaus JOJDKHA CHeHU(PHUIIMPOBaTh MHOXKECTBO OOBEKTOB, Ha3bIBAEMBIX
00J1aCThIO MHTEPIPETALTHH.

PaccmoTpuM ouH B3 CITOCOOOB MTOCTPOCHHS CEMAHTHUKH JIOTHMKU MPEAUKATOB, KOTOPBIM
3aKJTFOYACTCS B CICTYIOIIEM:

1. Beimensercs HEKOTOpOE HEMYCTOE MHOXKECTBO, Ha3pIBa€MOE  OO0JACTHIO
UHTEpIpETAIIH.

2. Onpenensiercss PyHKINSI, COTTOCTABIISIONIAS BEIPAKCHUSAM sI3bIKa 00bEKThI, MHOXKECTBA
00BEKTOB WIJIM OTHOIICHHUS MEXKy 00BEKTaMHU 00JIaCTH HHTEPIIPETAIUH.

3. Ha 3TOli OCHOBE ONpPEAENAIOTCS Ba)KHbIE MOHSATHS BBINOJIHUMOCTH, UCTUHHOCTH U
oOmie3HauynMocTu (POpMyI pacCMaTPUBAEMOTO SI3bIKA.

bonee mnonpoOHyro wuHbOpMaIMIO O MEXaHU3ME HHTEpIIpPETAllMi S3bIKa JIOTHUKH
NpeIMKAaTOB MOXKHO HaiiTH B [4, €.62-64] u [6, c. 23-24].

B rnoruke mnpeaukatoB, B JOMOJHEHHH K HWMEIOIMIUMCS B JIOTUKE BBICKA3bIBAHUI
HKBUBAJICHTHBIM MpeoOpa3oBaHUsIM, €CTh CBOU JIOMOJHUTEIBHBIE CXEMbI (QopMy,
OIKCHIBAIOIINX B3aUMOOTHOIICHUS MEK/y KBaHTH(GHUKaMIMu U cBsiskamu [ 4, 9, 11,13].
IIpenBapennas ¢gopma u ee cBs3b ¢ GopMyJamMH JIOTUKH BbICKa3biBaHuil. [lo
AQHAJIOTMH C JU3BIOHKTUBHOW W KOHBIOHKTUBHON HOpManbHBIMH (opmamu (HopMy,
NIPUBEICHHBIMU B JIOTHKE BHICKA3bIBAaHUH, IPUBOISATCS K HOpMaIIbHOU (hopme U hopMyITbI
JOTUKU TpeaukaTtoB. OjHako MpoOJEeMbl, BO3HHUKAIOIIME TMPU OMEPUPOBAHUHU C
KBaHTU(DUKAIUSIMH, U 00JIACTH UX JICUCTBUS OBIBAIOT CIIOKHBIMHU.

[Ipobnema ymporaercs s cirydasi mpeaBapeHHbIx ¢hopm. Kak nzBectHo, mpenBapeHHas
dbopma ecth ¢opmysa, coCTosIIas W3 MaTPUIBI, Teped KOTOPOM CTOUT KOHEYHas

MOCIIeIOBaTeNbHOCTh KBaHTH (UK. Dopmyna umeet Bua QiXi, Q2X2, ..., OnXnM, T1e
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cumBost Q o3Hawaer ymbo V, nmubo 7, ansg i= 1,2,..., n u M — dopmyna (MaTpuia), He
cojieprKaniasi KBaHTU(DUKAIIHA.

OTH KBaHTU(PUKALHUU OTHOCATCS K pa3JIMYHBIM [EPEMEHHBIM M HX MOPAIOK —
cyliecTBeHeH. B ciyuae moBTopeHus: KBaHTU(UKALMI AJI1s1 OTHOM U TOM K€ MepeMEHHOMI
MOKHO TMpPHUHATh, YTO CYIIECTBEHHA TOJBKO camas IepBas KBaHTU(QUKALMSI: 3TO
corjacyercs ¢ oOLUIUM MPaBUIIOM UHTEPIPETAlMU KBAaHTU(DUIIMPOBaHHBIX (hopmyd [4, c.
69-70].

HHTepec k mpeaBapeHHBIM dopMaM CBs3aH C Cleayromend Teopemoit: ~Jlns  mroboi
JIOTUYECKOU (OpMYIIbI  CYIIECTBYET JIOTUYECKHU SKBUBAJICHTHAs €W IpeBapeHHas
dopma”. Mbl He Oyaem 3lech paccMaTpUBaTh AITOPUTM TMOJYYEHUS MpPEIBapEHHOU
(GopMBI. DTarbl MoydeHus peaBapeHHoi GopMbl MOXKHO yBUIETH B [4, €.70-71].
KH®, BbIBeAcHHBIE B JIOTMKE BBICKa3bIBAHUM, PpACIPOCTPAHSIOTCS W HA JIOTHKY
npenukaroB. KH® — sto mpenBapenHas ¢opma, mMaTpuila KOTOPOl €CTh KOHBIOHKIIHS
JU3bIOHKTOB.

O npodjieMax, BO3HUKAIIUX NpH padoTe ¢ mnpeaBapeHHbIMU (opmamu. Jlrobas
dbopMyna JOTMKM NPEIUKATOB JOMYCKAaeT 3KBUBAJIEHTHYIO MpelaBapeHHyio ¢opmy. C
JIpYroil CTOPOHBI, MpeaBapeHHas (opMa JOMYCKAaeT SKBUBAJICHTHYIO, HOPMaIbHYIO
dbopMy, xoTsi MHOrzna U Oosiee poMO3AKYyl0, yeM ucxonHas. lIpenBapeHHbie (opmbl
MHTEPECHBI TEM, YTO OHHM COXPAHSIOT BBIPA3ZUTENBHYIO CHIIY UCUUCIICHUS PEAUKATOB U
TpeOYIOT JHIIb “AUCIUTUIMHUPOBAHHOTO” HCIIONBH30BAHUSI MEXaHU3Ma KBaHTU(HUKAIUH.
Ho xak pa3 310 1 ABIsAETCA UCTOUHUKOM CIIOKHOCTH JIOTUKH MTPEAUKATOB.

Bonee crtporue mpenenbl HWCHOJIB30BaHMS MeXaHM3Ma KBAHTU(UKALUU MOXKHO
YCTAaHOBUTb, XOTSA NPU OSTOM BbIpa3uTElbHAs MOIIb MEXaHHM3Ma KBaHTU(DUKAIUU
HECKOJIbKO YMEHBIIUTCS.

st aToro kaxaou ¢opmyine A COMOCTABISAIOT HEKOTOPYIO (POpMYyTy Sa - IO CTPOSHUIO
IPOCTYIO0, YJIOBJIETBOPSIONIYIO JHIIb YCIOBHIO, YTO U Sa , © A 1uO0 OAHOBPEMEHHO

BBIINIOJIHMUMBI HJIM HCBBLIIIOJIHHMMEIL. CDopMa SA HN3BCCTHA 1104 Ha3BaAHHMCM CKO0JIEMOBCKOM

dbopmbl. CBs3b MeXy A U Sa cTporo cimabee, deM Joruyeckas S3KBUBAJICHTHOCTh. Bee ke
JI0Ka3aTeIbCTBO HEBBIOJHUMOCTH CTAHOBHUTCS J(PQPEKTUBHEE, €CIIM OrPAHUYUTHCS
TOJILKO (hOpMyJIaMH, MpeACTAaBICHHBIMU B CKOJIEMOBCKOM (hopme. Ilpu onepupoBanuu
CKOJIEMOBCKUMH (OpMaMH  pacCMaTpUBAIOT TOJBKO MpeaBapeHHbIC (OpMBI (HOpMYIT
JIOTHKH MPEAUKATOB, 3TH (OPMYJIBbI JOKHBI OBITH 3aMKHYTHIMH.

Kak u3BeCTHO, 3aMKHYTBIMU SIBJISIFOTCSI T€ (DOPMYJIbI, KOTOPhIC HE UMEIOT CBOOOIHBIX
nepeMeHHbIX. [Ipumepsr:

1. W [Q (X) A VW Fz P (ay,2)] AR (x) - He 3amMkHYyTas popmyiia.

2. "X [Q (X) A Wy 2 P (a,y,2) A R (x)] - 3amknyTas ¢popmyia.

[IpenBapuTenbHBIC ONEPAMUA IO TNPUBCACHHUIO TMPOM3BOJILHOW (OPMYIBI JIOTHKH

NPEIUKATOB K CKOJIEMOBCKOW TMPUBOMIT K 3aMKHYTOH TMpeaBapeHHOW Qopme.
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CooTBeTCTBYIOIIAs €i1 CKOJIEMOBCKasi (hopMa MOTYyYUTCS B PE3yIbTaTe MPOBEACHHS, TAK
Ha3bIBAEMOT'0, CKOJIEMOBCKOTO ITPeo0pa3oBaHus, IPeIHA3HAUEHHOTO ISl UCKITIOUEHUsT 7
- KBaHTU(UKAITII.
Kaay3anbnasa ¢popma. KnaysansHol (hopMoii Ha3bIBaeTCsl Takas CKOJIEMOBCKasi ¢popma
Sa popmyel moruku npeaukatoB A, MaTpuia KotTopoi seisiercs KHD, t.e.
Sa=<nocnedooeamenvnocmo keanmugurkayui>u [mampuuya ¢ KH®D].
JIro6as ckoneMoBcKas (hopMa JI0IMyCKaeT S3KBUBAICHTHYIO KJIay3albHYI0 (GopMYy.
He cymectByer anroputrMa, MO3BOJISIIOIIETO  paclo3HaBaTh  OOIIE3HAYUMOCTD,
HEUTPAJTBHOCTH MJIM HEBBIIIOJIHUMOCTD MPOU3BOJIBHON (DOPMYIIbI JTOTUKU MPEAUKATOB U3-
3a BO3MOXKHOCTH HEHMCUMCIMMOTO MHOJKECTBA €€ MHTepnperanuil. B 3Toil curyannn
UHTEPECHbl ~ YaCTHBIE pe3yNlbTaThl, MOJydeHHble OpOpaHoM. OHHM TNPUBOAIT K
YIPOIIEHHON IPOBEPKE BBHIITOJIHUMOCTH (POPMYIL.
Onpenesienne mNOHATUA JpOpaHoBa o0JjacTb. OCHOBHas uIes, MOABOIAIIAS K
orpesieleHnio 3pOpaHoBOi 00jacTH, COCTOUT B cienytomem [4, C.76]. KnaysanbHas
(opMa HEBBINOJIHMMA TOTJa U TOJIBKO TOTJa, KOTJJa OHAa PUHUMAeT 3HaueHue JI Ipu Bcex
MHTEpIpeTausaX. PaccMoTpeTs Bce BO3MOKHBIE HHTEPIIPETALUNA HEBO3MOKHO, HO OBLIO
OBl XOpOIlI0, eciH Oblja Obl BO3MOKHOCTH OIPENEIUTh HEKYIO CHEIHAIbHYIO 00J1acTh,
KoTopasi Obuta Obl TECHO CBsI3aHA C paccMaTPUBAEMOM KiIay3albHON (opmMol M 4YTOOBI
¢dopMa OblsIa HEBBIMOJIHUMA TOTAA M TOJIBKO TOT/A, KOTa OHA MPUHUMAET 3HaueHue JI
IpU BCEX MHTEPIIpeTalusix 3Toi obmactu. Takas o0nacTh CyIIeCTBYET M HAa3bIBACTCS OHA
pOpaHOBOM 00JIACTHIO.
®pa3oBas ¢opma Jgoruku npeaukaroB. Opa3osas popma JIOTHKK MPEIUKATOB — ITO
croco0 3anucu Gopmyll, MPU KOTOPOM YHOTPEOISIOTCS TOJBKO CBSI3KH —, A, V. PaHee
onpeneneHuas KH® u ecth npesicrasienue B ppa3osoii popme. Jlurepa (iurepai) — 3To
MO3UTUBHAs WM HeratuBHas aTomapHas dopmyna. Kaxnas ¢paza — 3To0 MHOXKECTBO
JUTEP, COETMHEHHBIX CBS3KOW V. DTO HE YTO MHOE, KaK AU3IBIOHKT OIpeeIeHHbIN 31eCh
paHee. HeraTuBHbIe TUTEpPHl pa3MeIlalOTCsl B KOHIIE KaKIoW (pa3bl, a MO3UTUBHBIE B
Hayvane [1, c.53-54]. Cxematudeckuii Buj Gppassbi:

Prvp2 V...V pn v=QOiv—Q2 V... V—=(m .
Kak wm3BectHO, (hpa3y MOKHO paccMaTpuBaTh Kak 00OOIICHHE MOHATHS UMIUIMKALUU.
Hanpumep, ecniu p u  atomapHbie popmyibl, To popMyna P v —( B TO K€ BpeMs MOKET
OBITh MPECTaBIICHA U KaK ( D p.
Hcnonp3oBanue TepMUHOB «(ppaza» u  “¢pa3oBas ¢opma” TakkKe NPUMEHHIMO U B
JaNbHEWIIEM HW3JI0KEHUH Marepuana OyAeT MCIOJb30BaThCAd HapsAy € TEepMUHAMHU
“m3proHKT U “KH®”.
KBanTndukanuss nepemeHHbIX BO ¢pa3oBoii ¢opme. SBHas KBaHTUUKALMS

nepeMeHHbBIX BO (hpa3oBoit Gpopme He ynoTpedisercss. OQHAKO HESIBHO BCE NEPEMEHHBIE
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kBanTH(uIMpoBanbl. Tak, Bo ¢paze P(X,y,2)VvQ(X,y,Z) mnoapazymeBaeTcs HaIH4He

KBaHTOPOB:

Px ¥y vz [P (x.y,2) vQ (X.y.2)].

IIpakTHKA NOCTPOEHHS JIOTHYECKUX POrPaAMM.
Jlornueckasi mporpamMma u ee nHTepnperanusi. C TOUKU 3pEHUS TEOPUU JIOTUYECKAs
IporpaMMa €cThb HE€ YTO MHOE, KaK KOHBIOHKIHSI MHOKECTBA XOPHOBCKHX JU3BIOHKTOB.
DTO MOJIENb peaJbHOI0 MUpPa, IPEACTaBICHHAS B BUAE HEKOM KOHBIOKTUBHO-HOPMaJIbHOMN
(GbOpMBI B KOTOPOIi B Ka4e€CTBE TU3BIOHKTOB HCTIOIB3YIOTCS TOJIBKO:
® VHApHBIM XOpPHOBCKHUW JAM3BIOHKT (7 MpEACTABICHUS HEKOTOpOro Qakra
IPE/ICTABICHHOTO B BUJIE MTPOCTOTO MPEUIOKEHUSI U3 ECTECTBCHHOTO SI3bIKA ),
® TOYHBIN (7151 IPEACTABICHNUS HEKOTOPOTO MPaBUJIA - YCIOBHOTO MPEAIOKEHUS U3
€CTECTBEHHOTO S3bIKa) U
® HETraTUBHBIII XOPHOBCKUW JU3BIOHKT (MJIsI TMPEACTaBIEHUS  HEKOTOPOro
BOIIPOCHUTEIBHOTO MPEIIOKEHHSI U3 ECTECTBEHHOTO sI3bIKA - TICITH ).
DT0 (QakTHYECKH MHOXECTBO IMpPEUIOKEHHI (IeKnapanunii), KOTOpble BOCIHHO KaK-Obl
00pa3yloT HEKHM TEKCT, aHAJIOTMYHBIA HANMCAHHOMY Ha €CTECTBEHHOM s3bIKE. UuTas
TEKCT HAa €CTECTBEHHOM S3bIKE, CMBICII B HEM YJaBIMBaeM, IpocMaTpuBas €ro IO
ONpEeNIeNIEHHOM CTpaTeruu, HallpUMEpP: CBEpXYy BHU3, clieBa Hampaso. U, eciu Mbl nMeem
LEJIbI0 HAWTH OTBET HA ONPEIeNICHHBIN BONPOC (1I€J1b), MBI TPOCMATPUBAEM TEKCT IO 3TOM
CTpaTeruu A0 TeX Mop, MOKa HE HaXOJUM, Ha KaKOM TO 3Talle MpoCMOTpa, OTBET HA Halll
BONPOC WJIM K€ MPOCMATpPUBAEM €ro J0 KOHIIAa TeKCTa U yOekJaeMcsi 4To OTBeTa Ha
JJAHHBI BOIPOC B JTOM TEKCTE MBI HE HMMEEM. AHAJIOTMYHO BBIIICH3JIOKEHHOMY,
MHTEPIPETATOPOM JIOTUYECKUX MPOrPaMM «IIPOCMATPUBAETCS» TEKCT KOHKPETHOM
IIPOTPaMMBbI CBEPXY — BHHU3, CJIEBA — HAIpPaBo. BOMpoc conocrasisieTcsi ¢ KOHKPETHBIM
dakrom (yTBEpXKACHHEM) WU TpPaBUIOM (YCIOBHBIM TMPEIJIOKEHUEM). [Ipu
COIIOCTaBJICHUH BOIIPOCA C COOTBETCTBYIOLIUM (haKTOM, MTOJIy4aeM OTBET Ha BOIpoc Oe3
BCSKMUX ycnoBuil. [Ipu comocraBieHn BOPOCa ¢ TOJIOBOM COOTBETCTBYIOLIETO IPABUIIA,
NOSIBJISIETCSl HOBasi mpobjieMa - HEOOXOAMMOCTb COIMOCTAaBJICHHS COJAEpXKaHUS Tema
npaBmia (T.e. K&KJIOT0 M3 MHOXXECTBA IMOJ BOMPOCOB, BXOJSALIMX B TEJIO MpaBHIa) C
COOTBETCTBYIOIIMMHU HMHBIMU (pakTamu W\win mpaBwiamu. M Tak ganee 10 MOTydYCHHS
MOJIHOTO OTBETa Ha TOCTaBIEHHBIM Bompoc. TakoBa, B 0O0mMHMX uepTax, wHaES
MHTEpPIpPETAllMU JIOTHYECKON MpOrpaMMbl HHTEPIPETATOPOM  SI3bIKA JIOTUYECKOTO
nporpammupoBanus. IlogpobHee 0 JTOrMYECKOM HHTEPHIpETaTope, ero adCTPaKTHOM

MOJIEJIA, MOKHO OyJIET 03HAKOMHTBCS B CIICAYIOIICH aBTOPCKOW cTaThe, a Takke B [10,
11,12] .
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CTpykTypa CTaHIAPTHON Jiorm4yeckoi mnporpammbl. CraHgapTHas JOrdYecKas
IpOrpaMMa €CTh LIEIEBOE YTBEPHKACHHE (BOMPOC) U MPOU3BOJIBHOE KOJIUYECTBO MPOLEAYD
(paxTel u mpaBmia). Yuciao W AJIMHA YTBEPKIACHUI HE oOrpaHudeHo. B peanbHbIX
IporpaMMax HallMCaHHBIX, HAIIpUMep, Ha A3bIke TypOo-IIposor, npeankaTHas KOHCTaHTa
U TepMbI aTOMapHOU GopMyIibl 0003HAYAIOTCS JUIsl Y00CTBAa YTEHUSI HA €CTECTBEHHOM
S3bIKE HE TOJILKO OTAEJIbHBIMU OyKBaMHU, HO W 3a4acTyl0 CIOBaMHU WJIM TPYMION CIIOB,
OTJIEJICHHBIX JIpyr OT Apyra 3HakoMm mnoaudepkuBanus. Koncrantel B TypOo-IIponore
HAYMHAIOTCS C IPOMUCHOM OYKBBI WU apaOCKoi UdpPHI, MepeMeHHBIE C 3arJIaBHON WK
3HaKa noguepkuBanus. [lpumep nporpammsl, HanucaHHOW Ha si3bike TypOo-IIposor:
CLAUSES

parinte(ion,nicolae).

parinte(nicolae,sergiu).

parinte(sergiu, diana).

bunei(X,Z):-

parinte(X,sergiu),
parinte(sergiu,Z).
GOAL

bunei(X, diana).
TexkcT qaHHOM MPOTpaMMBbI COJIEPKUT BCE TPU THUITA XOPHOBCKHUX TU3BIOHKTA: TPH (aKTa
(YHapHBIX IU3BIOHKTA), OJIHO MPABUIIO (TOUHBIA XOPHOBCKUW TU3BIOHKT) U OJIMH BOIIPOC
WIN OJTHA I1eTh (HEraTUBHBIA mu3bloHKT). [lpu cormacoBanuu nenu bunei(X, diana) X
CBSI3BIBACTCS CO 3HaUeHUeM Nicolae.
[Topsinok (Tociie10BaTeIbHOCTD), B KOTOPOM MPOLeyphl (PaKThl U MpaBuiIa) MOSBISIOTCS
B IIporpamme, JJOrM4e€CKOro 3HaYeHUs] He UMEET, T.K. KaXk/1as Npoleaypa yCTaHaBINBAET
HEKOTOPBIN (HaKT 0 pemaeMon 3amaue. Bee e nmpuHsaTo cooupath Mporeayphl s OTHON

Y TOU K€ MPEIMKATHOM KOHCTaHThI B OJHY TPYMITY.

3aKkiIl04YeHue

B crarbe nan kpaTkuit 0030p JI€MEHTOB JIOTHYECKOT0 MPOrPaMMHUPOBAHUS KaK TEOPUH C
JIEMOHCTPAIMEN UX IPUMEHEHHUS B OJTHOW U3 peanu3anuu a3bika [Iposior.

C MeTo107I0TUYECKOM TOUKH 3PEHUSI U HEOOXOIUMOCTU B OTPAaHUYEHHBIN 00HEM BIOKHUTH
MUHHUMAaJIbHO HEOOXOIUMbIC CBEICHUS U3 TCOPUHU aKIIEHTHI CTABUIIMCH JIUIIb HA TJIaBHBIX
aCIIeKTax, OCTaBUB BHE PACCMOTPEHUS MHOTHE W3 AJIbTEPHATUBHBIX HAMPABICHUMN HIIH
HaIIpaBJIEHUA BTOPOCTEIIEHHOTO Xapakrepa. B TO ke BpeMs B TaKOM MpEICTABICHUU
MaTepuai CTaTbH MOXET MPEACTABUTh OMNPEACIICHHbI UHTEPEC M TE€X, KTO XOTEN Obl
O3HAKOMUTKLCS, B OOmMUX YepTax, C TEOpUEH W TPAKTUKOH JIOTHYECKOTO

IIPOrpaMMHUPOBAHUS.
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REFERITOR LA ACTIVITATEA STIINIIFICA A PROFESORULUI
ALEXANDRU SUBA
Mitrofan CIOBAN, academician,
doctor habilitat, profesor universitar
Universitatea de Stat din Tiraspol

Abstract. Sunt prezentate unele repere importante din viata si activitatea stiintifica a Profesorului
Alexandru Suba cu ocazia conferirii titlului onorific de Doctor Honorius Cauza al Universitatii de Stat din
Tiraspol care au fostexpuse in cadrul sedintei solemne a Senatului Universitatii de Stat din Tiraspol la 28
Aprilie 2015.

Onorata asistentd. Stimati colegi.

Cu ocazia celebrarii in cadrul sedintei extinse de astazi, avem bucuria, onoarea si
privilegiul de a intdlni un reprezentant eminent al stiintei si spiritului national, un
colaborator distins si sustindtor al Universitatii noastre, Profesorul Alexandru Suba, sef
al Laboratorului Ecuatii Diferentiale al IMI al ASM. Profesorul Alexandru Subad a
demonstrat calitatile de un savant talentat in domeniul stiintelor matematice, Tnalt apreciat
de comunitatea stiintifica din tard si de peste hotare, ce se afld intr-o activitate stiingifica
prodigioasa.

Permiteti-mi sa trec 1n revista unele repere importante din viata si activitatea Domnului
Profesor Alexandru Suba.

D1 Alexandru Suba s-a nascut la 02decembrie 1953 in satul Danceni, raionul
laloveni intr-o familie de tarani. In anul 1969 a absolvit scoala de opt ani din satul natal,
iarin 1971 - scoala medie din or. Ialoveni. In acelasi an a fost admis la studii la Facultatea
de Fizica si Matematicd a Universitatii de Stat din Moldova. Din anii studentiii a decis sa-
si dedice viata cercetdrilor stiintifice in domeniul ecuatiilor diferentiale si devine membru
al seminarului stiintific fondat si condus de academicianul Constantin Sibirschi. Dupa
absolvirea universitatii in anul 1976, in cadrul Institutului de Matematica si Informatica al
ASM ocupa un post modest de laborant superior (1976-1981) si simultan continua studiile
in doctorantura Institutului de Matematica si Informatica al ASM (specialitatea 111.02 —
ecuatii diferentiale). In anul 1980 finiseaza studiile doctorale cu prezentarea tezei de doctor
in stiinte fizico-matematice “Sisteme semidinamice pe dreapta si in plan” pe care o sustine
cu success in anul 1982 in cadrul Universititii din Sankt-Petersbourg, Rusia. In aceasti
lucrare pentru prima data se face o analiza profunda a sistemelor semidinamice disperse
care a condus la crearea axiomaticii sistemelor semidinamice in anul 1984. In continuare
ocupa posturile de cercetator stiintific inferior (1981-1985), cercetator stiintific superior
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(1985-1990), director adjunct pentru stiinta (2010-2015), sef al Laboratorului Ecuatii
Diferentiale (2015 — prezent).

Experienta didactica a domnului profesor Alexandru Suba a demarat incd din anul 1990
in functie de conferentiar universitar la Universitatea de Stat din Moldova, iar din anul
1992 si la Universitatea de Stat din Tiraspol. Din 2007 este professor universitar la
aceste universitati. Titlul de professor universitar I-a obtinut in baza prezentarii Senatului
Universitatii de Stat din Tiraspol.

In anul 1999 dl Alexandru Suba a sustinut cu succes teza de doctor habilitat in
stiinte fizico-matematice ,,Miscari periodice si problema deosebirii centrului de focar”.

In perioada 1992-2015 profesorul Alexandru Subi a desfisurat o activitate
stiintifica fructuoasa, reusind sa creeze scoala stiintificd in domeniul teoriei calitative a
ecuatiilor diferentiale, recunoscutd in lume drept Scoala Profesorului Alexandru Suba.
Sub conducerea profesorului Alexandru Suba au fost sustinute 4 teze de doctor 1n stiinte
matematice i o tezd de doctor habilitat in acest domeniu. Toti discipolii Profesorului
Alexandru Suba sunt absolventi ai universitatii noastre. Profesorul Alexandru Suba acorda
cu abnegatie si daruire de sine ajutorul necesar in organizarea cercetarilor Tn domeniul
stiintelor matematice doctoranzilor, masteranzilor si studentilor.
Domnul profesor Alexandru Suba a publicat peste 100 de lucrari stiintifice, o monografie,
3 manuale.

Directia principala care cuprinde sfera preocuparilor sale de cercetare tine de “’Sisteme
dinamice: teorie topologica, integrabilitate si orbite speciale”.

De aceasta directie sunt legate urmatoarele probleme abordate de catre dl profesor si
discipolii sai:

1. Dezvoltarea si sistematizarea teoriei topologice a sistemelor disperse si
semidinamice.

2. Problema integrabilitatii Dulac a sistemelor dinamice.

3. Problema centrului si focarului in sens Poincare.

4. Problema GL(2,R)—Orbitelor.

5. Problema clasificarii sistemelor diferentiale cu drepte si curbe de ordinal doi
invariante.

Profesorul Alexandru Suba a obtinut urmatoarele rezultate relevante:

1. Unele clase de ecuatii diferentiale cu argument intarziat, de ecuatii integrale, de
ecuatii functional-diferentiale, de ecuatii cu derivate partiale genereaza includeri
diferentiale si sisteme semidinamice fara unicitate. Este important si faptul cr
pentru sistemele semidinamice (cu unicitate si fard) se definesc majoritatea
notiunilor de baza a teoriei sistemelor dinamice.
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1.1.  Au fost sistematizate rezultatele de bazi a sistemelor semidinamice. In
particular, a fost elaborat un sistem de axiome pentru aceasta teorie.

Ca rezultat, a fost elaborata teoria topologica a sistemelor semidinamice fara

unicitate.

1.2.  Mentionam ca pentru sistemele semidinamice semicontinui plane s-a
demonstrate cd existenta punctelor neratacitoare implica existenta
punctelor singulare.

2. Fie ca sistemul

dx/dt =P(x, y), dy/dt = Q(X, y),(*),
este cubic, pentru el puncul (0, 0) este singular si fie A1, A2 radacinile ecutiei
caracteristice corespunzrtoare lui (0, 0).
Rezultatul principal ce se refera la sistemul dat se include in urmrtoarea teorema, care
contine conditiile necesare si suficiente ca un sistem diferential polinomial sa posede
centru Dulac:

2.1.  Fie ca pentru sistemul cubic (*) punctual (0, 0) este singular si A1 =0, A
2= 0. Atunci, sistemul (*) are in (0, 0) centru Dulac daca si numai daca
P(x,y) si Q(x,Yy) au un factor comun ce incepe cu factori liniari.

3. Problema stabilitrtii are la origine lucrarile revolutionare ale lui Copernic si Kepler,
care au rasturnat conceptul cosmologic al lui Ptolomei despre existenta

unui univers geocentric, demonstrand ca sistemul nostru solar este heliocentric si

traectoriile planetelor si corpurilor din sistemul solar sunt de o forma eliptica. S-a
observat cd aceste traiectorii pe alocuri au unele perturbari. Aceste perturbari sunt
cauzate de influienta unor corpuri ceresti necunoscute si invizibile cu mijloacele
astronomice existente la moment. Acestea au dus la descoperirea a noi planete si
corpuri ceresti si la problema vitald - cat de stabil este sistemul nostrum solar?
Au urmat lucrarile lui Pierre Laplace (1773), Louis Lagrange (1776), Simeon Denis
Poisson (1808), Spiru Haret (1878). Daca primii considerau ca sistemul solar totusi
este stabil, Spiru Haret cu noi metode fine a stabilit instabilitatea sistemului solar.
Problema centrului si focarului, legata de problema stabilitatii la general, pentru
sistemele polinomiale cunoaste o dezvoltare de peste o sutd de ani, incepand cu
lucrarile clasice ale lui H.Poincare si A.M.Lyapunov.
Rezultatele principale in aceasta directie sunt:
3.1. Generalizarea metodei Darboux de integrare in cazul sistemelor
diferentiale polinomiale cu punct singular de tipul centru sau focar.
3.2. Rezolvarea problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu
patru drepte invariante.
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3.3.  Rezolvarea problemei centrului pentru sistemele diferentiale cubice cu
trei drepte invariante.

3.4. Rezolvarea problemei centrului pentru unele clase de sisteme cubice cu
coeficienti simetrici.

3.5. Clasificarea si cercetarea calitativa completa a sistemelor cubice cu
_sapte drepte invariante.

3.6. Clasificarea si cercetarea calitativa completa a sistemelor cubice cu
infinitul degenerat si care poseda exact cinci sau exact sase drepte
invariante.

3.7. Afost elaborate o axiomatizare a configuratiilor de drepte realizabile a
unui sistem diferential.

4. Cercetarile orbitelor unui sistem diferential tin de teoria elaboratr de profesorul
Mihail Popa, Doctor Honoris Causa a universitrtii noastre, si care se refera la
interactiunea algebrelor Lie, sistemelor de ecuatii diferentiale si invariantii algebrici ai
acestora. Profesorul Alexandru Suba:
4.1. A demonstrate ca dimensiunea GL(2,R)—orbitei a oricarui Sistem diferential
polinomial este diferita de unu.
4.2. A propus o clasificare a sistemelor diferentiale polinomiale in raport cu
dimensiunile GL(2,R)—orbitelor.

Rezultatele obtinute de Domnul Profesor Alexandru Suba au fost comunicate la
diferite congrese, conferinte, simpozioane si seminare stiintifice din Republica Moldova,
Romania, Belarusi, Polonia, Franta, Canada, Rusia, Ucraina. Aceste rezultate pot fi
aplicate nu numai la continuarea cercetrrilor matematice, dar ei la solutionarea diverselor
probleme din mecanica cereasca, astronomie, biologie etc.

Pe parcursul activitatii Dumnealui a participat activ la organizarea manifestarilor
stiintifice de diverse ranguri. A fost membru a diferitor comisii si consilii referente la
atestarea cadrelor stiintifice. Este unul din fondatorii si conducatorii seminarului stiintific
»Sisteme Dinamice” din cadrul UST.

Domnul profesor Alexandru Suba participd activ la executarea lucrarilor in cadrul
proiectelor stiintifice internationale si institutionale:

1. Grantul “M¢éthode algébro—géométriques et de calculformel en systéme
dynamiques” (Canada—Franta—Moldova, 1999-2001), finantat de Consiliul stiintific al
Agentiei Universitatilor Francofone).

2. Colectivul de Cercetare “Flux”. Proiectul ”Probleme nestationare la limita si
comportari asimptotice ale solutiilor” (2001-2005), finantat de Guvernul Rep. Moldova.
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3. Proiectul “Studiul calitativ al sistemelor dinamice si aplicatii” (2001-2002),
finantat de Guvernul Rep. Moldova.

4. Grantul “Asymptotic behavior of nonautonomous dynamical systems with
applications on hidronamic, meteorilogy and oceanology” (U.S.A. —Moldova, 2001-
2003), finantat de U.S. Civilian Research and Development Foundation for the
independent States of the Former Soviet Union (U.S.A.).

5. 12.839.08.05F  Probleme de  studiu local si  global al
singularitatilorcampurilorvectorialepolinomiale. Program de Stat (Rep. Moldova),
01.03.2012 — 2013;

6. FP7-PEOPLE-2012-IRSES-316338 "Dynamical systems and their applications".
Programului FP7-PEOPLE-IRSES (SEVENTH FRAMEWORK PROGRAMME, Marie
Curie Actions, People, International Research Staff Ecchange Scheme), 01.10.2012-
30.09.2016.

Cele expuse anterior sunt dovada a faptului ca dl profesor Alexandru Suba este o
personalitate marcantd a vietii stiintifice din Republica Moldova, are o contributie
esentiald in dezvoltarea stiinfelor matematice, in special a sistemelor dinamice, i-si aduce
aportul la formarea si evaluarea cadrelor stiintifice din tard, la consolidarea si aprofundarea
relatiilor de colaborare dintre diverse centre stiintifice din tara si de peste hotare.

Mult stimate Domnule professor Alexandru Suba, finalizand succinta trecere in
revista a valoroaselor Dvoastre realizari, va felicit cu conferirea titlului onorific de Doctor
Honorius Cauza al Universitatii de Stat din Tiraspol si sunt incredintat ca colaborarile
dintre diverse centre stiintifico-metodice vor spori in viitor.
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MATEMATICA iN VIATA MEA
Alexandru SUBA, dr. hab., prof. univ.
Institutul de Matematica si Informatica al ASM

Abstract. Articolul contine discursul autorului la sedinta largita a Senatului Universitatii de Stat din
Tiraspol din 28 aprilie 2015, cand a avut loc inmanarea diplomei si atributelor de Doctor Honoris Causa.

Stimate Domnule Rector, stimati Membri ai Senatului, Onorata asistenta!

Honoris causa este o locutiune in latina, adica un grup de cuvinte cu sens unitar, si
care inseamna ,,datorita meritelor” si se referd atat la meritele profesionale, cat si la buna
reputatie. Cand aceste cuvinte mi se atribuie mie, parca ceva ma furnica. Mi se par mai
potrivite vorbele lui Ion Creanga “ia, am fost si eu, in lumea asta, un bot cu ochi, o bucata
de huma insufletitd din Danceni, care nici frumos pana la douazeci de ani, nici cuminte
pana la treizeci si nici macar bogat pana la patruzeci nu m-am facut...”

Ma trag din satul Danceni, raionul Ialoveni, sat cu oameni gospodari, femei harnice si
fete frumoase. Si acum ma intreb, ce-am cautat eu in 1985 la I[Tsaterit Tupacnonabckuii
CUMIIO3UYM TIO TOINOJIOTMM U €€ mpuwiokeHusMm, organizat de Universitatea
Dumneavoastrd, ca s-o intalnesc la Tiraspol pe viitoarea mea sotie. Pana astdzi inca n-am
ajuns cu ea la un numitor comun, cine si cui i-a stricat viata. Daca eu mai zic ca glumesc,
Dumneaei spune ca nu-i arde de glume. Si ma intreb: sa fie oare matematicienii atat de
stricaciosi? Deci, cum a-ti sesizat, chiar de la inceputuri ma leaga de UST amintiri placute.

Se spune, ca fiecare om se naste cu steaua sa. Tare mai dorea mama sa fim invatati.
Fiind mezin, si fiindca surorile mele la scoala trigeau mata de coada si schimbau cartea
cu clubul, mare sperante i-si puneau parintii Tn mine, mai ales, cd mare scanceala faceam
de nu-mi citeau surorile in glas temele lor de la scoala. Urmareau sarmanii parinti cu mare
interes la orice semn de intelepciune din partea mea. Mai apoi, de la ei am auzit, precum,
pe cand eram destul de mic ma luase tata la niste prieteni de-ai lui in satul Rusestii Noi.
Se adunasera in garliciul unui beci destul de mare, a unui fost boier, nationalizat de
sovietici. Ocupati cu vorba, si nu numai, nu observasera cand disparusem. La un moment,
sarird toti ca arsi si alergard in beci, de spaima sa nu fi dezbatut cepurile de la butoaiele cu
vin. Aceasta, nu-mi trecura prin mintea mea de copil. Ajunsesem cu numaratul butoaielor
la cel de-al doilea rand si mare a fost scancitul cand m-au luat de-acolo fara a termina
numadratul. Cine m-a Invatat sa numadr, nu stiu, precum nu tin minte nici acest epizod. Asa
vorbeau acasa. Perifrazand poetul, a-si spune ,,Din numar Doamne am aparut, in numar
ma preface”.

Am avut parte de profesori buni de matematica. Este vorba de lon Gheorghesteanu,
clasele V-VII, si Parascovia Tambura, clasele IX-X. Cand dl Gheorghesteanu ne intreba
la prima lectie de aritmetica care este cel mai mare numar, am sarit repede 1n picioare, sa

nu mi-o ia altii Tnainte, si am spus ca acest numar este un sextilion, ca asa mi-a spus varul
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Petrica care invata la o scoala din Hancesti si pentru copiii din Danceni tot ce spunea el
era purul adevar. Imediat m-a contrazis Gheorghesteanu, dar m-a luat la ochi de elev istet
s1 m-a impovarat cu multe exercitii i probleme de matematica. Parascovia Tamburad a fost
profesoara de matematica nu numai a mea, ci si a dlui profesor Mihail Popa, Doctor
Honoris Causa si Dumnealui din 2013 a Universitatii de Stat din Tiraspol (cu sediul in
Chigindu). Asa a conceput Providenta ca sda avem consecutiv aceiasi profesoara de
matematica si tot consecutiv sd obtinem acest titlu onorific. Ma adresez indeosebi
studentilor, viitorii pedagogi: nu stingeti licaritul din ochii elevilor, ci alimentati-l cu noi
cunostinte, si rasplata morala va va fi mare. La discursurile academice ale ilustrului
matematician si fizician francez Simeon-Denis Poisson (1781-1840) asista intr-o banca
din urma un batranel, insurit de ani. La terminarea lectiilor lui Poisson, mereu se lauda
celor din jur: ,,am spus eu ca dintr-un Poisson mic o sa creasca un Poisson mare”. I-a fost
invatator la clasele primare si poisson din franceza inseamna peste. Dragi studenti, va rog
frumos, ca pe viitor sa umpleti Republica Moldova de Poissoni si toata lumea sa vina sa
ne pescuiasca intelepciunea.

In anii de studentie, la ochi m-a luat academicianul Constantin Sibirschi, cand i-am
cerut sa-i tin eu, in locul lui, a doua prelegere. Mi-a permis si totodata, m-a luat la ochi.

Colaborarea cu Universitatea de Stat din Tiraspol a inceput in anul 1991 fiind
conducator stiintific al tezei de licenta a dlui Dumitru Cozma. S-au scurs de-atunci 24 ani
si nici n-am observat cat de mult a crescut timpul in urma mea. Am fost invitat in or.
Tiraspol la sustinerea tezei Dumnealui, dar ceva ma retinuse. De plecam, ma apuca acolo
razboiul de pe Nistru. Presedintele Comisiei de Stat al examenelor de licenta, profesorul
Vasile Neagu arestat, si de eram si eu pe acolo i-asi fi finut de urat in celula.

Ce a urmat dupa razboi va este bine cunoscut. Cat curaj a avut corpul profesoral al
Universitatii Dumneavoastra ca sa-si lase familiile si sa schimbe casele din Tiraspol cu o
camera de cimin in Chisindu. Nici conditiile de lucru nu erau aici perfecte. I-mi amintesc,
unele momente de pe cand aveam ore de matematica la Facultatea de Geografie care
inchiria o jumatate de etaj de pe Bulevardul Stefan cel Mare si Sfant, 200. Din lipsa de
bani se intarzia cu plata chiriei si deseori patronii ne opreau iarna incalzirea si uneori, ne
inchideau si apa. Cu promoroaca pe banci si fara apa, dar setosi de cunostinte, lectiile se
petreceau si nimeni nu se plangea. Cate-odata, pentru a se incdlzi cat de cat studentii,
tincam cu ei orele la Universitatea de Stat din Moldova, unde cascau matele de cald. Tot
acolo, 1n sezonul rece, ca in cel cald sd revenim acasa, un grup de profesori, impreuna cu
unii studenti si masteranzi, formasem un seminar stiintific cu sedinte saptimanale. In
cadrul lui crescura primii mei elevi. Mai tarziu, ne uniram fortele cu dl profesor Mihail
Popa 1n crearea unui singur seminar ,,Ecuatii diferentiale si algebre”, seminar ce lucreaza
ca ceasul si astazi. Un sustindtor inflacarat si insufletitor al seminarelor stiintifice a fost si
este dl academician Mitrofan Cioban care, de fapt, pentru merite deosebite a devenit

120



membru al seminarului ,,Ecuatii diferentiale si algebre”. Este si asta o onoare, poate mai
mica ca cea de Doctor Honoris Causa, dar tot € o cinste mare.

La inceput, nici nu constientizasem ce roade poate sa dea lucrul in seminare. La
sedintele lui se studiau carti si articole ce tincau de domeniul de interes si Se expuneau
unele rezultate de-ale noastre. Si, de la un moment, au inceput sa apara tezele de doctorat
ca ciupercile dupi ploaie. In mediu, s-au sustinut mai mult de o teza pe an si cand te
gandesti, ca ¢ vorba de matematica, unde, fara originalitate, imediat esti respins de
comunitatea stiintifica internationald. Desi bogati in saracie, n-asi spune ca membrii
seminarului nostru nu sunt primblati prin lume. Nu mai vorbesc de Belarus, Rusia,
Romania, Slovenia, Polonia, Franta. Dintre ei au ajuns chiar si in Canada si vara aceasta
doi sunt asteptati pe doud luni in China si sustinufi financiar de Comunitatea Statelor
Europene.

Pana a avea ore la Universitatea din Tiraspol, asa modest cum sunt, mi se parea ca mai
bun pedagog ca mine nu existd. Dar, degraba am ramas rusinat de parerile mele. Mai buni
profesori ca la UST n-am intalnit. De la ei multe am invatat si eu. Atmosfera colegiala de
aici m-a facut sa ma simt nu ca acasa, cum spun altii, ci acasa. Din pacate, din randurile
noastre au plecat la cel de sus multi pedagogi de exceptie. Asi ingira multe nume Intr-0
lacrima, dar e prea dureroasa rascolirea bunei amintiri pentru mine $i pentru voi. Sa le
aducem onorurile respective si sa stiti, ca tot timpul, mai ales la cei 85 ani, Universitatea
de Stat din Tiraspol (cu sediul in Chisindu) a avut si are cu ce se mandri.

Deseori ne intrebam, ce e Matematica ? Potrivit dictionarelor, matematica este stiinta
care se ocupa cu studiul marimilor, al relatiilor cantitative si al formelor spatiale (cu
ajutorul rationamentului deductiv). Mai mult ca atat, as spune cd matematica este o lume
aparte, o lume corecta 1n toate, o lume in care n-are loc minciuna si hotia, 0 lume unde se
sta liber de vorba cu infinitul. In biblie se scrie, ci la inceput, Dumnezeu a creat cerurile
si pamantul. Observati, cerurile la plural. Iarasi ne adresam la dictionar: Se spune ca cerul
este un spatiu cosmic nesfarsit in care se afld astrii. Atentie, spatiu nesfarsit. Prin urmare,
dupa un cer, adica o infinitate, urmeaza o alta infinitate. Dumnezeu, de la inceputuri, opera
cu infinitul, asa cum opereaza matematicienii, deci acestea sunt alesii lui si destinati a
purta crucea in lumea reald. Cu cata amaraciune si ironie, cateodata, ii privim din lumea
noastra ideala pe cei din lumea reala

Acolo, unde matematica era in prestigiu, Se construiau piramide, cladiri zgarae nori si
se face rand la casele de bilete pentru a pleca pe alte planete. Dar acolo, unde se negligeaza
matematica, se calca prin gropi, ingheata merele pe copaci si dispar banii din banci. Si ne
mai intrebam, de ce suntem saraci ?

Aici, la Universitatea de Stat din Tiraspol (cu sediul in Chisinau), mi s-au oferit conditii
ideale de a ma realiza ca om si cercetator, pentru ce i-mi plec smerita frunte in fata

Dumneavoastrd si va multumesc. La aceasta Universitate sunt adevérati pedagogi si
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oameni de stiinta In toate domeniile in care se pregatesc cadre. Cine ar putea sa-si inchipuie
matematica In Republica Moldova fard academicianul Mitrofan Cioban, care este un
promotor si sustindtor neobosit al tineretului cu sclipiri In matematica. Mi-i groaza sd ma
gandesc, ce-am fi, de n-ar fi. Aproape un an in urma, Domnul Rector, profesorul
universitar Laurentiu Calmutchi, 1-mi spusese, ca daca la celelalte merite se va mai adauga
si sustinerea cu succes a tezei de doctor habilitat a dlui Dumitru Cozma, atunci se poate
pune problema de a-mi oferi distinctia de astazi. Zis si facut, pentru ce ii multumesc. La
fel, aduc sincere mulfumiri senatului Universitatii de Stat din Tiraspol pentru onoarea
oferitd prin acordarea Titlului de Doctor Honoris Causa. Multe am crezut i am visat pe
lumea aceasta, dar la o zi ca cea de astazi nici n-am crezut, nici n-am visat.

In incheiere, i-mi riméne sa va spun, ci asa de dragi cum mi-ati fost ieri, cum i-mi sunteti
astdzi §i cum 1-mi veti maine, chiar nu mi-ati fost niciodatad. Mulfumesc tuturor celor
prezenti, dorindu-va la toti sanatate, succese si noi realizari in promovarea stiintei si

invatamantului spre binele societatii noastre. Asa sa ne ajute Dumnezeu.
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