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PICARD ORBITS OF LIPSCHITZIAN TYPE MAPPINGS AND THEIR
ACCUMULATION POINTS ON DISTANCE SPACES
Vasile BERINDE!, prof. PhD
Mitrofan M. CHOBAN?, academician, full prof.
ITechnical University of Cluj-Napoca, North University Center at Baia Mare, Romania
2Tiraspol State University, Republic of Moldova,

Abstract. We give a new example which illustrates the fact that some Picard orbits may have n
distinct accumulation points, where n is a given natural number.

Keywords: distance space, N-distance space, F-distance space, H-distance space, quasi-metric
space, contraction mapping, fixed point.

ORBITELE PICARD ALE APLICATIILOR DE TIP LIPSCHITZIAN SI
PUNCTELE LOR DE ACUMULARE PE SPATII CU DISTANI‘A
Rezumat. Construim un nou exemplu care ilustreaza faptul ca unele orbite Picard pot avea n

puncte de acumulare distincte, unde n este un numar natural dat.
Cuvinte cheie: Spatiu cu distanta, spatiu cu N-distanta, spatiu cu F-distanta, spatiu cu H-

distanta, spatiu quasimetric, contractie, punct fix.

1. Preliminaries
In [2] the authors proposed the following two problems.
Problem 1. Let g : X — X be a contraction of a complete quasimetric sace (X, d). Is it
true that g have fixed points?
Problem 2. Let g : X — X be a contraction of a complete F-symmetric sace (X, d). Is it
true that g have fixed points?

These two problems were solved in [8]. Our aim in the present paper is to present an
example that illuminates the results in [2] and [8] to some extent. Distinct variants of the
fixed point problem in general distance spaces were examined in [1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 15] and
other articles.

Throughout the paper, by a space we understand a topological Ty-space, and we use the
terminology from [9, 10, 14].

Let X be a non-empty set and d : X x X — R be a mapping such that for all z,y € X
we have:

(im) d(z,y) > 0;

(i) d(x,y) + d(y,x) = 0 if and only if z = y.

Then (X, d) is called a distance space and d is called a distance on X.

Let d be distance on X and let B(x,d,r) = {y € X : d(z,y) < r} be the ball with the
center x and radius r > 0. The set U C X is called d-open if for any x € U there exists
r > 0 such that B(z,d,r) C U. The family J(d) of all d-open subsets is the topology on X
generated by d. The space (X, 7T(d)) is a Tp-space.

A distance space is a sequential space, i.e., a set B C X is closed if and only if for any
sequence {x,} in B, all limits of {z,,} are in B [9].

Let (X, d) be a distance space, {z,, : n € N = {1,2,...}} be a sequence in X and z € X.
We say that the sequence {x, : n € N}:



1) is convergent to z if and only if lim d(x,x,) = 0. We denote this by z,, — z or
n—oo

r = lim x,.
n—oo

2) is Cauchy or fundamental if lim d(zy,z,) = 0.
,M—00

We say that a distance space (X, d) is complete if every Cauchy sequence in X converges
to some point in X.

Let d be a distance on X such that for all z,y € X we have:

(itim) d(z,y) = d(y,z).

Then (X, d) is called a symmetric space and d is called a symmetric on X.

Let d be a distance on X such that for all z,y, 2 € X we have:

(ivm) d(x, 2) < d(z,y) +d(y, 2).

Then (X, d) is called a quasimetric space and d is called a quasimetric on X.

A distance d on a set X is called a metric if it is simultaneously a symmetric and a

quasimetric.

2. Conditions of existence of fixed points

Let X be a non-empty set and d(z,y) be a distance on X with the following property:

(N) for each point z € X and any € > 0 there exists 6 = d(x,e) > 0 such that from
d(z,y) <6 and d(y, z) < § it follows d(z, z) < e.

Then (X,d) is called an N-distance space and d is called an N-distance on X. If d is a
symmetric, then we say that d is an D-symmetric (see [11, 12, 13, 16, 17]).

If d satisfy the condition

(F) for any £ > 0 there exists 6 = d(¢) > 0 such that from d(z,y) < and d(y,z) < ¢ it
follows d(z, z) < ¢,
then d is called an F-distance or a Fréchet distance and (X, d) is called an F-distance space
(see [3, 11]).

Remark. Any F-distance is an N-distance.

A distance space (X, d) is called an H-distance space if for any two distinct points z,y € X
there exists 6 = d(z,y) > 0 such that d(z,2)+ d(y,z) > ¢ for each point z € X, ie.,
B(z,d,0) N B(y,d,0) = 2.

Remark. Any N-symmetric is an H-distance.

A space (X, d) is a H-distance space if and only if any convergent sequence has a unique
limit point (see [11], Theorem 3).

= o for each n € N

Consider the mapping ¢ : X — X. and let ' = p and ¢
= {1,2,...} be its iterates. If z € X, then put xg = z and consider x,, = ¢"(zg), for every
n € N. The set O(z, p) = {zy, : n € N} is called the Picard orbit of the point .

In the paper [8] the following assertions were established.

Theorem 2.1. Let d be an N-distance and an H-distance on a space X and let o : X — X
be a mapping with the following properties:

(i) the mapping ¢ is continuous or there exists a number A > 0 such that d(p(x), p(y)) <

A-d(z,y) for all points z,y € X;



(i) for some point e € X the Picard orbit O(e,p) = {e, = ¢"(e) : n € N} has an

accumulation point and lim d(ey, ept1) = 0.
n—oo

Then:

1. The mapping ¢ has fixed points. Any accumulation point of the orbit O(e, ¢) is a
fixed point of ¢.

2. The orbit of the point e has not periodic points.

3. If lim d(¢"(y), 9" ' (y)) = 0, for each point y € X, then any periodic point of the
rrlzauppilrlg;n<;> Cfg a fixed point of .

4. The space (X, T(d)) is first-countable and Hausdorff.

Corrolary 2.2. Let d be a quasimetric and an H-distance on a space X and let ¢ : X — X
be a mapping with properties:

(i) the mapping ¢ is continuous or there exists a number A > 0 such that d(¢(z), p(y)) <
A - d(z,y) for all points z,y € X;

(ii) for some point e € X the Picard orbit O(e,p) = {e, = ¢"(e) : n € N} has an
accumulation point and lim d(ey, ep4+1) = 0 and lim d(ey, ep41) = 0.

n—oo n—oo

Then:

1. The mapping ¢ has fixed points. Any accumulation point of the orbit O(e, ¢) is a
fixed point of .

2. The orbit of the point e has no periodic points.

3. If lim d(g™(y),g" " (y)) = 0 for each point y € X, then any periodic point of the
mauppingngo_> 1o§ a fixed point of ¢.

4. The space (X, T(d)) is first-countable and Hausdorff.

Corrolary 2.3. Let d be a complete quasimetric and an H-distance on a space X and
v : X — X be a mapping with properties:

(1) the mapping ¢ is continuous or there exists a number A > 0 such that d(p(z), p(y)) <
A - d(z,y) for all points z,y € X;

(ii) for each point x € X and the Picard orbit O(z, ) = {z,
exists a non-negative number p(z) < 1 such that d(p(zy), (zm))
n,m € N.

Then:

1.The mapping ¢ has fixed points.

©™(z) : n € N} there
w(x) - d(xp, zy,) for all

IA

2.Any periodic point of the mapping ¢ is a fixed point of ¢.

3.Any Picard orbit is a Cauchy convergent sequence to some fixed point of the
mapping .

4.The space (X, T(d)) is first-countable and Hausdorff.

Remark. The condition that d is an H-distance on X is essential (see [8]).

In connection with the above results it is important to answer the following question.
Problem 3. Let (X, d) be a complete quasimetric space, where d is an H-quasimetric, a € X
and let g : X — X be a mapping such that d(g"™(a), g" 1 (a)) > d(¢""(a),g"%(a)) and
lim d(g"(a), g"*!(a)) = 0.
nﬁofolow many accumulations points does have the orbit of g at the point a?



In [8] it was constructed an example to answer Problem 3, where the orbit of g at the
point a has two accumulation points.

The main aim of the next section is to show, by virtue of an appropriate example, that
the orbit of a point may have actually m distinct accumulation points, where m is a given

natural number.

3. An example of a Picard orbit possessing m > 2 accumulation points
Example 3.1. Let m > 2 and consider a set B = {by1, ba, ..., by, } with m distinct points. As-
sume that BNN = & and let X = NUB. In N consider a sequence {i(,, 1y, (5,2); -+ {(n,m)» i (n,m+1) :
n € N} such that:

() 4=td01) < <imen) <ien) < - <in-tmel) < im1) < im2) < - < lmm) <
Unmt1) < Unt1,1) < -

(il) {m ™ m e Ny <m <igiin} <2, 5{m™ ' imeNigy <m <ig 1)} >2
for each n € N and i < m;

(i) S{m™' :m € Nyig i) <m < i1} < 2 S{m=t:m € Nyigmer) < m <
itmn+1,1)} = 2, for each n € N.

Since 0 ¢ N and we need the numbers i(,,_1 ;,,4-1) and 4, o) for each n € N, it is convenient
to put (g m41) = 1 and i, 0) = i(n—1,m+1)-

Consider on N the function f(n) = 2{m~' :m € N,m < n}. The sets I, ;) = {k € N:
itng) <Kk Zimirn)ts Inmet) = 18 € N iy g1y <k <igqq,1)) are called the m-intervals
of integers of the rank n.

Now we construct on X the distance d with the conditions:

(C1) d(z,x) = 0 for each z € X;

(C2) d(b;,bj) = 1 for all distinct 7,5 € {1,2,...,m};

(C3) d(n,b;) = 1foralln e Nand i€ {1,2,...,m};

(C4) d(n,m) = min{l, |f(n) — f(m)|}, for all n,m € N;

(C5) If y,n eN,1<i<m, oz=0b and i1 i1y <Y < d(nmer), then d(z,y) = d(bi,y)
= (i) "+ 1Y) = Flia)l.

By construction, 0 < d(z,y) < 1, for all z,y € X. Moreover, if z,y € N C X and
d(z,y) < 1, then we have three possibilities:

(i) There exists n = n(z,y) € N such that 2,y € [i(n—1,m41):i(n2)];

(ii) There exists n = n(xz,y) € N such that ,y € [i( ), i(n+1,1);

(iii) There exists n = n(z,y) € N and i <m such that i > 2 and 2,y € [i(n 1), i(n,it1)]-

In the above cases, z,y are numbers belonging to an m-interval or to the union of two
adjacent m-intervals.

We put ¢(b;) = b;, for each i < m and ¢(n) = n + 1, for each n € N. By construction,
Fix (@) = {b1,b2,...,by }. We prove the following claims.

Property 1. (X, d) is a complete distance space.

Proof. The space (X, d) has no non-trivial Cauchy sequences, i.e., if {z, € X : n € N} isa
Cauchy sequence, then there exists k € N such that x, = x,, for all n > k and lim xz,, = x.
Property 2. (X,d) is a quasimetric space. A

Proof. Fix three distinct points z,y, z € X.



Case 1. z,y,z € N.

On N the distance d is a metric. Hence d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).
Case 2. z,y,z € B.

On M the distance d is a discrete metric. Hence 1 = d(z,2) < d(z,y) + d(y,z) = 2.
Case 3. z,y € Band z € N.

In this case d(z,2) <1 =d(z,y) < d(x,y) + d(y, 2).
Case 4. 7,z € Band y € N.

In this case d(z,2) <1 =d(y, 2) < d(z,y) + d(y, z).
Case 5. y,z € B and x € N.

In this case d(z,2) <1 =d(y,2) <d(z,y) + d(y,z) = 2.
Case 6. y € Band z,z € N.

In this case d(z,2) <1 =d(z,y) < d(x,y) + d(y, 2).
Case 7. z € Band x,y € N.

In this case d(z,2) = 1 = d(y, z) < d(x,y) + d(y, 2).

For z € B and y, z € N we consider the following cases.
Case 8. x € B, y,z € Nand d(y,z) = 1.

In this case d(z,z) <1, d(z,y) <1 and d(z, z) < d(x,y) + d(y, 2).
Case 9. z=0b; € B,y,z€ N, d(y,2) <1, n e Nand y,2 € [i(—1 mt1) < i(nm+1))-

In this case d(x, z) = d(b;, z) = min{1, (i(nyl))*1+|f(z)—f(i(m-))|} =. min{l, (i(n71))*1+
) = 1)+ (F ) = Flimap) [} < minL, (i)™ +1£() — F@) + 1) — Flignay)|} <
mind1, (i)™ + 1F @) — Fla)l} + 1£(2) — F)] = d(z,y) + d(y, 2).

Property 3. The mapping ¢ has the following properties:
1) d(e(x), o(y)) < 2d(z,y), for all distinct points x,y € X ;
2) if v,y € X and d(z,y) =1, then d(p(z), ¢(y)) < d(z,y);

3) if v,y € N and x # y, then d(¢(z), ¢(y)) < d(z,y);
4) ¢ is a continuous mapping.

Proof. Let x,y € X and x # y.
If d(xz,y) = 1, then d(¢(x), p(y)) < 1 = d(x,y). Assertion 2 is proved.
Assume that d(x,y) < 1. We have the following two cases:

Case 1. z,y € N.

Assume that x < y. In this case d(p(z),0(y)) = Z{m ™ 2 +1 < m < y+ 1} |
S{m™' iz <m <y} <d(x,y). Moreover, d(x,y) —d(o(z), p(y)) = [(x+ 1) = (y + 1)~ 1.
Assertion 3 is proved.

Case 2. x € Band y € N.

Let x = b;, 1 < i < m. In this case there exists n € N such that i(,_1 mm11) <Y < i me1)
and d(z,y) = d(bi,y) = (i)™ + (W) = Fliga)l-

If y < iy, then d(@(z), 0(y)) = (i) " 4 f ) = FW+1) i () i) = f(Y)
= d(z,y).

If y > iy, then d(p(x),0(y)) = i)t + fly+1) = fligns) = i) ' + fly) —
fliny) + (v + D™ =d(z,y) + (y+ 1)1 Since (y + 1)1 < (i(m))_l < d(z,y), we have
d(e(x), p(y)) < 2d(z,y). Assertion 1 is proved. Assertion 4 follows from Assertion 1.



Property 4. If x € X, then nlggl(} d(¢"(x), " (z)) = 0.
Proof. If x € B, then () = x and the assertion is proved. If 2 € N, then d(¢™(x), ¢"*!(2))
=2zl z2<a+n+1}-2{z7t 2 <24+n}= (z+n+1)"1. Hence nh_)rglo d(o"™(z), o" T (z))

lim (z +n+1)"t =0.

n—oo
Property 5. The space (X,T(d)) is complete metrizable.
Proof. 1If x € N, then N,z = {z} for each n € N. If x = b; € B and n € N, then N,z =
{z}U{y € N :d(z,y) < 27"}. For any < i < j < m we have Nib; N Nib; = &. Then B
= {Npz : z € X,n € N} is a base of open-and-closed subsets of the space (X,7T(d)). The
proof is complete.
Property 6. If x € N C X, then O(z,p) = {n € N:z <n}. Moreover, if v,y € N C X
and x <y, then O(y, p) C O(z, ) C O(1, p).
Property 7. Let i <m. Then lim d(b;,i(,;) = lim (i(m))_l =0.

n—00

n—o0

Property 8. The space (X,T(d)) is not locally compact.

Proof. Fix ¢ < m. Assume that U is an open neighbourhood of the point b; in X. There
exists k € N such that {z € X : d(b;, ) < 2k7'} C U. For each n > k, fix 2, € I(;, ;) such
that k=1 < d(i(n,iy, Tn) < 2k~1. Then {x, € N:n € N;n > k} is a closed discrete sequence
of the space (X, 7T (d)) such that x,, € U and =, < x,41 for each n € N, n > k.

Property 9. All points x € B are points of accumulation of the Picard orbit O(n, ), n € N.
Property 10. The Picard orbit O(z, ) is not convergent in (X, d), for any x € N.
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SOUSCATEGORIES £-SEMI-REFLEXIVES
Dumitru BOTNARU, prof. univ., dr. hab.

Universitatea de Stat din Tiraspol
Résumé. Dans la catégorie des espaces localement convexes, on démontre que, si (K, L) est une

paire de souscatégories conjuguées, alors les latices R(K), R(£) et R} (L) sont isomorphes, ot R(K)
et R(L) sont les classes des souscatégories reflectives des catégories K et £, et R}(eL) est la classe
des souscatégories L-semi-reflexives.

Mots clés: souscatégories reflectives, coreflectives, £-semi-reflexives, espaces semi-reflexifs, induc-

tif semi-reflectif.

SUBCATEGORIILE L-SEMI-REFLEXIVE
Rezumat. In categoria spatiilor local convexe, s-a demonstrat ci, daca (KC, £) este o pereche de
subcategorii conjugate, atunci laticele R(K), R(£) si R}(e£) sunt isomorfe, unde R(K) si R(£)
sunt clase de subcategorii reflective de categorii K si L, si ]R‘}(e[,) este clasa de subcategorii £-semi-
reflexive.
Cuvinte cheie: subcategorii reflective, coreflective, L-semi-reflexive, spatii semi-reflexive, inductiv

semi-reflectiv.

200 Mathematics subject classification: 46 M 15; 18 B 30.

1. Introduction

Notons avec CoV la catégorie des espaces localement convexes topologiques vectoriels
Hausdorff (voir [14, 20, 21]).

Dans cet article on va définir plusieurs notions. Nous utiliserons les notations suiv-
antes.

Structures de factorisation:

(Epi, M) = (la classe des épimorphismes, la classe des noyaux) = (la classe des
morphismes a image dense, les inclusions topologiques a image fermée);

(Eu, Mp) = (la classe des épimorphismes universels, la classe des monomorphismes
précis)=(la classe des morphismes surjectifs, la classe des inclusions topologiques);

(Ep, My) = (la classe des épimorphismes précis, la classe des monomorphismes uni-
versels) (voir [4, 6]);

(&f, Mono) =(la classe des conoyaux, la classe des monomorphismes)=(la classe des
morphismes factoriels, la classe des morphismes injectifs).

Souscatégories coreflectives et reflectives:

Y = la souscatégorie coreflective des espaces avec la plus fine topologie localement
convexe [20];

M=1la souscatégorie coreflective des espaces avec la topologie Mackey [20];

S = la souscatégorie reflective des espaces avec la topologie faible [20];

IT = la souscatégorie reflective des espaces complets avec la topologie faible [14];

uN = la souscatégorie reflective des espaces ultranucléaires [8, 15];

N = la souscatégorie reflective des espaces nucléaires [16];

Sh = la souscatégorie reflective des espaces Schwartz [14];
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iR = la souscatégorie reflective des espaces inductifs semi-reflexifs [2];

sR = la souscatégorie reflective des espaces semi-reflexifs [14, 21];

'y = la souscatégorie reflective des espaces complets;

[Ty = la souscatégorie reflective des espaces localement complets [19,24];

pl'o = la souscatégorie reflective des espaces p-complets [12];

ql'o = la souscatégorie reflective des espaces quasicomplets [21].

K la classe des souscatégories coreflectives non nulles;

R la classe des souscatégories reflectives non nulles;

R(A) la classe des souscatégories reflectives de la catégorie A, o A € K, ou A € R;

K(A) la classe des souscatégories coreflectives de la catégorie A;

R?(B) la classe des souscatégories reflectives qui sont fermée par rapport aux B-
sousobjects et B-facteurobjects (voir [5]), ou B C &, N My;

K(B) (respectivement R(B)) la classe des souscatégories B-coreflectives (respective-
ment B-reflectives);

R, (respectivement R.,(&,)) la classe des souscatégories reflectives (respectivement
Ey-reflectives) fermée par rapport aux extensions: (Epi N M,,)-facteurobjets.

1.1. Soit A et B deux classes de morphismes. Alors:

1. AoB={a-bla € Abec B et la composition a - b existe}.

2. La classe A se nomme B-héréditaire, si du fait que f-g € A et f € B, il résulte
que g € A.

20, La classe A se nomme B-cohéréditaire, si du fait que f-g € A et f € B, il résulte
que f € A.

3. AT est la classe de tous les morphismes orthogonaux du dessus pour tout mor-
phisme de A, et A" = AT N Epi (voir [1,4,6]).

30, At est la classe de tous les morphismes orthogonaux du bas pour tout morphisme
de A, et A- = AT N Mono.

4. La classe A se nomme stable a gauche, si pour tout carré cartésien
f-gd=g-r

du fait que f € A, il résulte que f’ € A aussi.
49 La classe stable & droite.
Dans la catégorie C2V, les classes £y et &, sont stables a gauche, et les classes M ¢ et
M, et M, sont stables a droite (voir [4]).
1.2. Pour M une classe de monomorphismes, et A une classe d’objets (une souscatégorie),
notons par S((A) la souscatégorie pleine de tous les M-sousobjets des objets de A.
Notation duale: Qg(.A), ou € C Epi.
1.3. Couples de souscatégories conjuguées, souscatégories c-coreflective et c-reflective (voir
3)).
Soit k: CoV — K et l:CoV — L un foncteur coreflecteur et un foncteur reflecteur.
Notons pulC = {m € Mono| k(m) € Iso}, eL = {e € Epi| l(e) € Lso}.
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Sotb: X =Y, Z¢e|K|etrX : X — rX R-replique de X. b € ¢R, alors et seulement
alors quand b € Epi et
th=fb (1)

pour un f (voir [4]).
Mentionons, si b: X — Y € uk, Z € |K|, alors pour tout f: Z — Y a lieu

f=1-b @)

pour un f (voir [4]).
Définition (voir [3,4]). Soit (K, £) se nomme un couple de souscatégories conjuguées de la
catégorie CaV, si ukC = eL.

Soit P, la classe des couples des souscatégories conjuguées. Chaque componente
d’un couple de souscatégories conjuguées est unique déterminée. Si (K1, L) et (Kz, L2)

appartiennent a la classe P, alors
KiC Ko Ly C L.

(M, S) est le plus petit élément, et (C2V,C2V) le plus grand élément de la classe P...

Si (K, L) € P, alors £ se nomme la souscatégorie c-coreflective, et £ - la sous-
catégorie c-reflective. Soit K. (respectivement R.) la classe des souscatégories c-coreflectives
(respectivement souscatégories c-reflectives), et Bic = {eL|L € R.}.

1.4. THEOREME ([4]). Soit [ : CoV — L un foncteur reflecteur. Les affirmations suivantes
sont équivalentes:

1. LeR..

2. § C L et le foncteur l est exactement a gauche.

3.8CLetl(My)C My,

4. S C L etl(Mp) CM,.

5. La classe eL est stable a gauche.

6. Le foncteur I admet un adjoint a gauche.

7. Il existe un foncteur coreflecteur k : CoV — K ainst que:

a)l-k~1Il;b)k-l~Fk.

1.5. La souscatégorie Sh des espaces Schwartz (voir [14]) et la souscatégorie u/N" des espaces
ultranucléaires (voir [8,15]) sont des souscatégories c-reflectives (voir [8]).

1.6. Pour A une classe d’objets injectifs (M-injectifs), la souscatégorie Sy, (A) est c-
reflective (voir [4]). Ces souscatégories forment une classe propre de souscatégories (voir
[4]). o

1.7. THEOREME ([4]). 1. Soit K € K. Alors (M o (1K), Mp o (uK)) et (My o
(1K) ", Mo (uK)) sont des structures de factorisation qu’on peut noter (€'(K), M'(K)) et
(E(K), M(K)).

2. Le morphisme p : X =Y appartient a la classe E'(K) (respectivement: a la classe
E(K)), alors et seulement alors quand p € &, (respectivement: p € Epi) et le carré

p-kY =k k(p), (1)
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est cocartésien.
3. Le morphisme p : X —'Y appartient a la classe &y, alors et seulement alors quand
p € &, et le carré

p-m* =m"m(p), (2)

est cocartésien, ou m : CoV — M est le foncteur coreflecteur.

—~

b My =My o (28) = Myo (1M).

5. Soit R € R. Alors ((eR) 0 &y, ((€R) 0 Ep)-) est une structure de factorisation que
Uon va noter (P"(R),I"(R)).

6. Le morphisme m : X — Y appartient a la classe I"(R), alors et seulement alors

quand m € M, et le carré
r(m) X =Y o, (3)

est cartésien.

7. Soit K € K, et B= uk. Alors (MgoB)',MyoB) et (MpoB)', Mo B) sont
des structures de factorisation avec les classes d’injections stables a droite.

8. R. C Rex(&).
1.8. THEOREME. 1. Pour toute souscatégorie R &,-reflective (S C R) existe la plus
grande souscatégorie c-reflective ¢R qui se contient en R.

2. La souscatégorie des espaces ultranucléaires uN est la plus grande souscatégorie
c-reflective qui se contient dans la souscatégorie des espaces nucléaires N'.O
1.9. Le supréme de deuz souscatégories reflectives de la catégorie Co)V .

Soit £, R € R, et X € |C2V|. Examinons £, R et II-répliques de I'objet X: X :
X = IX, X X 5 rX et 7% : X = 7X. Aussi, soit I"X : rX — IrX L-réplique de rX.
Alors

XX =Xy X (1)

[I-répliques des objets [ X, r X, et IrX nous permettent d’écrire les égalités suivantes:

7TlX _ 7'('er . l(’I“X), (2)
X
X K 7 rX
Ml -
\A - - — uX X
uX ~ uX w=r rX
v=[-~ ! $
s X
IX [(r) . > IrX_ X
T
X
71_7“X _ 7TZTX . er. (3)
Soit
1rX) v =1"%w (4)
le carré cartésien construit sur les morphismes I(r~) et I"X. Alors
X =X, (5)
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rX = w-u’, (6)

pour un uX. Puisque "X € M,, il résulte aussi que v € M,. En tenant compte que la
classe P"(L) est My-héréditaire de 1'égalité (5), on déduit que uX € P"(L). Alors v est
L-réplique de uX: v ="YX, et w est R-réplique de uX: w = r*X. On vérifie facilement que

le caré
X rX | (7)

est cartésien. Ainsi v € Z”(R), w € I"(L), et uX € P"(L) N P"(R). L'égalité (6)
est (P"(L),Z"(L))-factorisation, et I'égalité (5) est (P"(R),Z"(R))-factorisation des mor-
phismes respectifs.

Ona7X € 7(L), 1"X € T"(R), donc ©'X - ["X € T(L)oT"(R) C (P"(L)NP"(R))-.
Soit (P, Z) = (P"(£) N P"(R), (P"(£) N P"(R))"). Alors

71_X _ (ﬂ_lX . luX) . UX (8)

est (P, T)-factorisation du morphisme 7%, et la souscatégorie U = Sz(II) est P-reflective et
u™ : X — uX est U-réplique de X. De I'égalité P = P"(U), c’est-a-dire P"(L) NP"(R) =
P’ (U), il résulte que U est le supréme des souscatégories £ et R: U = LV R.

On a démontré le résultat suivant.

THEOREME. Soit £, R € R et (P,Z) = (P"(L)NP"(R), (P"(L)NP"(R))-). Alors

1. La souscatégorie U = Sz(I1) est le supréme des éléments L et R dans la latice R:
U=LVR.

2. (P, I) = (P"(U), T"(U)).

3. X X — uX est U-réplique de l'objet X .

Les résultats principaux de ’ouvrage

Dans le paragraphe deux, on introduit la notation de souscatégories L£-semi-reflexives
(Définition 2.6), on indique les conditions nécessaires et suffisantes pour que le produit
semi-reflexif nous meéne & sa souscatégorie semi-reflexive donnée (THEOREME 2.8). Les
THEOREMES 2.10 et 2.11 permettent de construire des exemples des souscatégories semi-
reflexives.

Dans le paragraphe trois on démontre que les latices R(K), R} (e£) et R(L) sont
isomorphes si (IC, £) est une paire de souscatégories conjuguées (THEOREME 3.1) et sa
duale (THEOREME 3.2).

Dans le paragraphe quatre, si 7, R et H sont trois éléments qui correspondent dans
le THEOREME 3.1, alors conformément a un élément de ce trois, on construit les autres
répliques de tout objet.

Dans le paragraphe cing, on démontre que si (K, L) € P. et R € R;(eﬁ), alors les
foncteurs k : CoV — K et 7 : C2V — R commutent: k-7 =r -k (THEOREME 5.2).

Si de plus r(£) C L, alors les foncteurs [ : C3V — L et v commutent: [ -7 =7 -1
(THEOREME 5.3).

Toutes les conditions énumérées plus haut sont vraies dans les cas suivants:

a) (M, S) € P, et R € R(=S) (COROLLAIRE 5.5 p.2);
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b) (M,S) € P, et sR € R3(eS) (PROPOSITION 6.2 p.5-6);
¢) (M, 8) € P, et ITy € R3(=S) (PROPOSITION 6.3 p.5-6);
d) (Ch,Sh) € P, et iR € R%(cSh) (PROPOSITION 6.4).

2. Souscatégories semi-reflexives

Les souscatégories semi-reflexives et leurs diverses propriétés ont été étudiées dans les
ouvrages [5, 7, 9-12, 17, 18, 22, 23].

Dans l'ouvrage [19], le professeur D. Raikov a examiné des topologies localement
convexes sur les espaces vectoriels de £(X,Y) et Z ® X de maniére que I'isomorphisme
algébrique

LIZ,LX,)Y)) = LZX,Y)

devienne isomorphisme de la catégorie C2V (la loi exponentielle). Se rapportant aux sous-
catégories semi-reflexives, M. M. Bouneaev a examiné autant la loi exponentielle [9] et les
problémes du graphe fermé [10, 11].

2.1. Définition [5]. Soit A une souscatégorie et £ une souscatégorie reflective de la catégorie
CoV. L'objet X se nomme (L, .A)-semi-reflexif, si sa L-réplique appartient a la souscatégorie
A. La souscatégorie pleine de tous les objets (£, .A)-semi-reflexifs se nomme produit semi-

reflexif des souscatégories L et A, notée
R = L %4 A.

2.2. Mentionnons les propriétés suivantes du produit semi-reflexif (voir [5]).
THEOREME 1. £ %4 A = L %y (LN A).

2. 51 A1 C Ao, alors L *g A1 C L *g- As.

3. 8i LCA, alors L xg A= CoV.

4. Si A C L, alors A C L x4 A.

5. La souscatégorie L x5 A est fermée par rapport auzx produits.

6. Soit L et I' deux souscatégories reflectives, S C L et I'g CT'. Alors L x4 I' CT.

7. Soit (£, M) une structure de factorisation dans la catégorie C2V, A une sous-
catégorie E-reflective et le foncteur reflecteur | : CoV — L posséde la propriéte (M) C M.
Alors le produit semireflexif L x4 A est une souscatécorie reflective de la catégorie Co) .
2.3. PROPOSITION. Le produit semi-reflexif Lxg A est fermé par rapport a (eL)-sousobjets
et (eL)-facteurobjets.
Démonstration. Soit R = Lxg A, A€ |R|,b: X - Acel, et 14: A— IA Lréplique de
A. Alors I - b est L-réplique de A. Donc IX € |A, et X € [R].

Vérifions que R est fermée par rapport a (e£)-facteurobjets. Soit A € |[R|, t: A —
Y eel, etl¥ Y = 1Y Lréplique de Y. Alors [¥ -t est L-réplique de Y. Donc [Y € |A| et
Y € |R|.O
2.4. PROPOSITION. Soit L € R, et A une souscatégorie de la catégorie CoV. Alors
Lxg A=S.(LNA).
Démonstration. Soit X € |L xg Al, et IX : X — X L-réplique de X. Alors IX € |A],
c’est-a-dire IX € [LNA| et I* € eL. Donc X € S.z|LN Al
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Maintenant soit que X € |S.z(L£ N .A)|. Alors il existe un objet Z € |£N A| et un
morphisme b: X — Z € L. 1l est clair que b est L-réplique de X et (X = Z € | A|. Donc
X € |L x4 A|.O
2.5. COROLLAIRE [5]. Soit L une souscatégorie c-reflective, et A une souscatégorie re-
flective de la catégorie CoV. Alors L x4 A est une souscatégorie reflective de la catégorie
CaV.

Démonstration. Vraiment, ((£)",eL£) est une structure de factorisation & gauche, et £N A
est une souscatégorie reflective de la catégorie CoV. SitX : X — tX est (£ N A)-réplique de
X, et

tX =% pX (1)

est ((e£)T,eL)-factorisation de t*, alors p* est (L g, A)-réplique de X.
Vraiment, tX € [LNA|, LNA C L g Aeti® € eL. Donc pX € |L *g4 Al. Soit
Ze|LxgAlet f: X —Z. Sil?:Z— 17 est Lréplique de Z, alors [Z € |£N A. Ainsi

2. f=gq-t¥, (2)

ot pX € (eL)T, et 1Z € eL£. Donc pX L 14, Alors

f=h-pt, (4)
(g-i%) =171, (5)

pour un h. Ainsi f sexteint par pX. tX € Epi et i¥ € M,. Comme la classe Epi est
M -hérédidaire, de légalité (1) résulte que p~X € Epi.O
2.6. Définition. Soit L et R deux souscatégories reflectives de la catégorie Co)V. R se nomme
une souscatégorie L-semi-reflexive, si elle est fermée par rapport a (€£)-sousobjets et (¢L£)-
facteurobjets. La classe de toutes les souscatégories L-semi-reflexives est notée R‘;} (eL).
2.7. Ewvemple. 1. Soit £1 C Lo. Alors eLy C eLy, et R} (eLy) C Ri(eLo).

2. R;(ECQV) = R.

3. Soit § C L. Alors II € R}(e£).

4. Si L *g5 A€ R, alors £ x4 A € R;(Eﬁ).

5. SiR € Ri(eL), alors R = L*4 R.
2.8. THEOREME. Soit R € Ri(cL), et H € R. Alors les affirmations suivantes sont

équivalentes:
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1. Lxg H="TR.

2. LNR=LNH.
Démonstration. 1 = 2. LAR C LN H. Vraiment, soit A € [LNR|. Alors [A = A € |R|.
Donc [A € |H| c’est-a-dire A € |H|. Donc A € |LNH].

LNAHCLNR. Soit A€ |[LNH| Alors A € |R], c’est-a-dire A € [LNR].

2= 1. LxgH CR. Soit A€ |L*g H|, et 14 : A — IA est L-réplique de A. Alors
IA€|LNnH|=|LNR] DonclA € |R| et comme R € Ri(eL), il résulte que A € [R].

R C LxgH. Soit A€ |R|, et 14 : A — A est L-réplique de A. Comme R € Rj’}(sﬁ),
il résulte que lA € |R|. A € |[LNR| = |LNH| cest-a-dire A € |L xg H|.O
2.9. COROLLAIRE. Soit R € Ri(L). Les affirmations suivantes sont équivalentes:

1. R=Lx*g (LNR).

2. Soit R=Lxg H. Alors LNR=LNH CH.

3. S0t R=Lx*gH, TER, et LARCT CH. Alors R =L %5 T.
2.10. THEOREME. Soit R € R, B € Bic et B C eR. Alors Sp(R) € R(R).
Démonstration. Soit X : X — rX est R-réplique de Pobjet X, et

rX =X X (1)

la (BT, B)-factorisation de rX. Comme la classe Epi est M,-héréditaire ([4], LEMME 2.6),
il résulte que t* € Epi et tX est Sp(R)-réplique du X.

Vérifions que Sp(R) est fermé par rapport aux B-facteurobjets. Soit A € |Sg(R)| et
b: A— X € B. Sir? est R-réplique de 'objet A, alors b € B C eR et

TA:f'bv (2)

pour un f. Comme A € |Sg(R)|, il résulte que 74 € B. Donc f € B aussi.

Mentionnons que la condition B C eR est équivalente avec la condition R C A(B).0
2.11. THEOREME. Soit B € Bic et R € R*(B). Alors Qs(R) € R}(B).
Démonstration. Tout foncteur reflecteur de la catégorie C2)V commute avec les produits ([5],
THEOREME 1.12), et la classe B est fermée par rapport aux produits. Donc Qg(R) est
fermée par rapport aux produits.

Démontrons que Q(R) est fermé par rapport aux M y-sousobjets. Soit A € |Qp(R)|,
et m: X — A€ M;y. Il existe un objet Z € |R| et un morphisme b: Z — A € B. Soit

m-b =b-m, (1)

le carré cartésien construit sur les morphismes m et b, ot m’ : P — Z. Alors m’ € My, et
v € B. Donc P € [R|, et X € |Qp(R)|.

Vérifions que Qp(R) est fermé par rapport aux B-sousobjets. Soit A € |Qp(R)|, et
b: X — A€ B. Il existe un objet Z € |R| et un morphisme ¢t : Z — A € B. Soit

t=b-t, (2)
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I I
1 1
v v
X —>A X —>A

le carré cartésien construit sur les morphismes b et t. Alors V', t' € B, et Z € |R].
Donc P € |R|, et X € |Qp(R)|.0
2.12. COROLLAIRE. Soit B € Bic et R € R(Mp). Alors Qg(R) € R}(B).
Démonstration. En vertu du LEMME 3.2 [5] R € R*(&, N M), et BC & NM,.0

3. Les isomorphismes de latice R(K), R}(e£) et R(L), (K, L) € P,
3.1. THEOREME. Soit (K, L) € P., mais B = ¢L.

1. L’application T — o1(T) = Qp(T) pour T € R(K) prend des valeurs dans la
classe R3(B).

2. L’application R — ¥1(R) = K N'R pour R € R;(B) prend des valeurs dans la
classe R(K).

3. Les applications p1 et 11 sont réciproquement inverses.

4. L’application H — o(H) = Sg(H) pour H € R(L) prend des valeurs dans la
classe R (B).

5. L’application R — (R) = LNR pour R € R;(B) prend des valeurs dans la
classe R(L).

6. Les applications ¢ et 1) sont réciproquement inverses.

#1 2
R(K) R3(B)
(01 (0

Démonstration. On va indiquer, chaque fois, ce qu’on démontrera.
1. Soit T € R(K) et R = Qp(T). On construira R-réplique pour tout objet X € |C2V)|.
Soit kX : kX — X K-coréplique de X, thX : kX — tkX T-réplique de kX, et

le carré cocartésien construit sur les morphismes k&% et t*X. Comme kX € uk = B, alors
u® € B, et 5X € |R|. Vérifions que 7% est R-réplique de 'objet X. Vraiment, soit Z € |R],
mais f : X — Z. Il existe un objet A € |T| et un morphisme b : A — Z € B. Comme
b € B, il existe un morphisme g : kX — A ainsi que

fkX=b-g. (2)

Alors



pour un h : tkX — A. Des égalités écrites on a
b-f-k:X:b-g:b-h-th,

1.e.

fEX=h " (4)

et puisque (1) est un carré cocartésien, il résulte que

b-h=w-uX (6)
pour un w. L’égalité (5) montre que f s’existeint par 7%, L'unisité de w résulte du fait que
7% est un epi.

P
, kX > th X\

,/ AN
// le I.uX \
I =X ¥ \\

&1 X === O e > f/iXY |
\
\ ]

\ I ]

AN v o7
Ny bEB >7 7/
< it

-~ -
—_—— -
e _——_——_————

R € R%(B). Soit A € |T|, mais b: X — A € B. 1l existe un objet Z € |T| et un
morphisme by : Z — A. Puisque Z € |T| C |K]| et b € B, il résulte que

by=b-f (7)

zZ

4

pour un f. Alors f € B, et X € |R|.

-~

-~

-~
-~
-~
-~
-~
-~
-~
-~
-~

b S

7

XL

R € Ry(B). Evidemment. Ainsi on a démontré que ¢1(7) € R$(R).
2. Soit R € R3(B) et on démontrera que K NR € R(K). II est suffisant de montrer que
pour X € |K[, I'objet X appartient aussi a la catégorie K. Vraiment soit X : X — rX
R-réplique de X, mais k™ : krX — rX K-coréplique de 7X. Alors

X=X ®)
pour un f. Puisque rX € |R], et k"X € B, il résulte que krX € |R|. Alors
f=g-1% (9)
pour un g. Dans I'égalité (8) kX € B C M.,
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et rX € Epi. La classe Epi est M-héréditaire. Ainsi f € Epi. On a
g KX f=grX =,

ou
g- kX =1, (10)

Donc k™¥ = g1 et rX € KNR|.
3. @11 =1. Soit R € RY(R). Alors p191(R) = p1(KNR) = Qe(KNR).

R C Qp(KNR). Soit A € |R|. Alors kA € |KNR|, et k4 € B. Ainsi A € |Qg(KNR)|.

Qs(KNR) CR. Soit A € |Qp(KNTR). Alors il existe un objet Z € [N R| et un
morphisme b : Z — A. Puisque R € R}(R), il résulte que A € [R].

b1 = 1. Soit T € R(K). Alors dag1(T) = r(Qs(T)) = K N Qs(T).

T Cc KNnQg(T). Evidemment.

KNQg(T)CT. Soit Ae |KNQg(T)|. Alors A € |K] et il existe un objet Z € |T|
et un morphisme b: Z — A € B. Alors b€ Zsoet A€ |T].
4. Soit H € R(L), et R = Si(H). Examinons un objet arbitraire X € |CoV|: hY : X — hX,
EX D kX — X et k"X . khX — hX H-répliques KC-corépliques des objets correspondants.
Alors

N e Ry (2} (11)

Soit
v kX = RS, (12)

le carré cocartésien construit sur les morphismes k% et k(h™). Alors
X =X X, (13)
RX XL X (14)
pour un morphisme u¥ : vX — rX. On a k¥, k"X € B. Donc fX, uX € B, et vX € Sp(R).

k(1Y)

—> kh XX
P \
kY X ,aV)ﬁ" X lkhx \\
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Démontrons que v L B (voir [4]). Vraiment soit b: A — B € B et
b-pr=pa-v", (15)

Si kA : kA — A est K-coréplique de A, alors b- k4 : kA — B est K-coréplique de B. 1l

existe un morphisme p3 : krX — kB ainsi que
p2- fX =0k ps. (16)
De telle maniere
bopr KX = oo K = X RS =0 kY s k(RY),

1.e.

bepr kX =b-kt py - k(hY), (17)

ou
pr - kY =k py - k(WY (18)

Puisque (12) est carré cocartésien, il existe un morphisme w : vX — A, ainsi que
pr=w-vY, (19)

p2=0b-w. (20)

De I’égalité (13), en tenant compte que uX € B, on déduit que vX € Epi. Ainsi, de I'égalité
(15) et (19), il résulte que
b-w = po. (21)

Ainsi vX L B, et I'égalité (13) est (BT, B) est une structure de factorisation de gauche.
Démontrons maintenant que vX est R-réplique de I'objet X. Soit Y € |R|, et f :
X — Y. Il existe un objet Z € |H| et un morphisme b: Y — Z € B.

hX
v X
X — X —U —hX
rt””” ////
=77 -8
Yk_’_______b_E_B _____ ;ZL/
On a
b-f=g-h* (22)
pour un morphisme g. Alors
b f=(g-u) ¥ (23)
avec vX L b. Ainsi
f=t-vX (24)
g-uX=>b-t (25)



pour un t. On a démontré que R € R.

R € R*(B). Evidemment.

R € Ryp(B). Soit A€ |R|,et b: A— X € B. Il existe un objet Z € |H| C [£| et un
morphisme by : A — Z. Alors by est L-réplique de A. Ainsi

bi=f-b (26)

pour un f. Il est clair que f € B, est X € |R|.

5. Soit R € R}(B). Alors LNR C L et LNR est une catégorie reflective de la catégorie
C2V, donc de la catégorie £ aussi.

6. ¢ - =1. Soit R € R}(R). Alors pt)(R) = (LNR) =Sp(LNR).

R C Sp(LNTR). Soit A € |R|, et 14 : A — IA L-réplique de A. Alors [A € |LNR,
et I4 € B. Ainsi A € |Sg(LNR)|.

SE(LNR) C R. Soit A € |Sp(LNR). Il existe un objet Z € |[LNR| et un morphisme
b: A— Z € B. Ainsi A € |R/|, puisque R est fermée par rapport a B-sousobjets.

Y- =1. Soit H € R(L). Alors Yvp(H) = ¢(Sg(H)) = LN S(H).

H C LNSE(H). Soit A€ |H| C |L|. Donc A€ |LNH| C|LNSE(H)|.

LNSp(H) C H. Soit A e |[LNSE(T)|. Alors A € |[L| et A € |[Sg(H)]|. Tl existe un
objet Z € |H| et un morphisme b: A — Z € B. Puisque A € |L£], il résulte que b € Zso et
Aec|H|.O
3.2. Le résultat dual est aussi juste.

THEOREME. Soit (K,L) € P., et B=¢eL.

1. L’application T — P1(T) = Qp(T) pour T € K(K) prend des valeurs dans la
class K3 (B).

2. L’application U — 1 (U) = KNU pour U € K3(B) prend des valeurs dans la class
K(K).

3. Les applications py et E sont réciproquement inverses.

4. L’application ¥V — p(V) = Sp(V) pour V € K(L) prend des valeurs dans la
classe K%(B).

5. L’application H — ¢(H) = LNOH pour H € K3(B) prend des valeurs dans la
classe K(L).

6. Les applications © et E sont réciproquement inverses.

<l

¥1
K(K) K

S
<

4. Réconstruction des repliques et corepliques
4.1. Pour (K, £) € P. en vertu du THEOREME 3.1, chaque élément 7 € R(K), R € R3(eL)
et H € R(L) définit par un triplet.

LT (T, 01U(T),ver(T)), T € R(K).

2. R— (1(R),R,¥(R)), R € R‘}(eﬁ).

3. Hr— (Vip(H), p(H),H), H € R(L).
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Voyons, par exemple, dans chacun de ces cas comment peuvent étre construites (7T )-
et Y1 (T)-répliques d’'un objet arbitraire.
4.2. Le cas T € R(K). Soit A € [CoV|, k4 : kA — A 14 A = [A et tF4 - kA — thA

coréplique et réplique des objet correspondants. Plus loin, soit

b - 5 =t - kA, (1)
by uit =g - 14 (2)

les carrés cocartésiens construit sur les morphismes tF4, k4 et kAu{l, 14, et 1T L-réplique de
T.

A ZA
jd —k > 4 > 14
» CLZI;I’?I y Al Ccn:re' 4
t cocartésien ! ! cocartesien \:/
¥
tkA___Bf—____>P____[;2A____>T 7 >[T

THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:
1. tF kA — thA est o1 (T)-réplique de kA.
uf : A — P est 1(T)-réplique de A.
b‘f :tkA — P est K-coréplique de P.
r. bg‘ : P — T est L-réplique de P.
T ud 1A = IT est 1 (T)-réplique de 1A,
6. 1T - us - 140 A — T est iy (T)-réplique de A.
Démonstration. 1. Premierement, mentionnons que tkA € |T| C |p1(T)|. Soit Z € |o1(T)],
et f: kA — Z. 1l existe un objet B € |T| et un morphisme b: B — Z € L.

Gl

Puisque e£ = uk, il existe un morphisme g : kA — B ainsi que .

f=0b-g (3)
Alors
g = h - tkAu (4)
et
f=-h)-t* (5)

Ainsi le morphisme f s’éxteint par tF4.
2. Puisque k4 € B, il résulte que b{! € B aussi. Ainsi P € |R|, ot R = ¢1(T).
Soit maintenent Z € |R|, et f : A — Z. 1l existe un objet B € |T| et un morphisme

b:B—=Z7¢ehB.
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4
s kA k >

/ 7
/ uf
I
&l thA > >p /
\ : 1 |
\\\ hl W:
\Z
N B bEB >¢Z

Puisque B = pK pour le morpfisme f - k4, il existe un morphisme g ainsi que .
[k =0y,

qui, & son tour, s’éxteint par 7T-réplique de kA:

g=nh- kA,
pour un h. On a
beh-tF = f. kA
Ainsi le morphisme f s’éxteint par tF4.

Puisque (1) est un carré cocartésien, il résulte que

b-h=uw-bf, (9)

f=w- u’f‘, (10)

pour un w. L’unicité de w qui exteint le morphisme f par uf résulte du fait que u’f1 est un
epi.

3. Premierement, t*4 € |T| C |K|. Deuxieémement, b{' € e£ = pukC.
4. En vertu du fait que IT € |£], et [T - b € L.

5. Puisque P € |p1(T)|, et IT = [P, il résulte que IT € [L N p1(T)]|.

Soit Z €
11 (T)|, et f: 1A — Z. Ayant en vue que ui' est o1(7)-réplique de A, on a
(11)
pour un g. Le carré (2) est cocartésien. Il résulte que
g=h-bj, (12)
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f=h-ud (13)

pour un h. Mais Z € |[p1(T)| C |£], donc
h=uw-IT. (14)

pour un w.
6. Cela résulte de p.6.0
4.29. Examinons la situation duale.
Le cas V € K(£).
Soit A € |CoV|, kA 1 kA — A 14 A — 1A et ' vlA — 1A corépliques et répliques

des objets correspondants. Plus loin,

cupt = oMb (1)
A A A 1A

K2 uy =y - by (2)

les carrés cocartésiens construits sur les morphismes 14, v!4 et k4, u114, et kT K-coréplique

de T.

T
kT kb _p bl 4
| ' |
s ] 1V
| 4 | y \Z
JAd — ==K Y ! -—=-=>I/4

THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:
1. o' 0lA — 1A est B(V)-coréplique de 1A,
2. uft : P — A est B(V)-coréplique de A.
6114 : P — vl A est L-réplique de P.
6‘24 kT . kT — P est K-coréplique de P.
ug - kT kT — kA est 1 5(V)-coréplique de kA.
A ud - kT KT — A est 1@(V)-coréplique de 1A.
4.3. Le cas R € Rj(eL). Soit A € |C2V), A kA — A 140 A — 1A K-coréplique
et L-réplique de A, mais rd : A — rA, k™ krA — rd et I'4 : rA — IrA R-réplique,

L-réplique et -coréplique des objets correspondants. Alors

o ot W

rd g = KA k), (1)
At =1t A (2)
A ;
WO S N S
lk( r") lr 4 / (J,A )l
rA rd
krA k > 1A J >[rA
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THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:
1. k(rd) : kA — krA est 41 (R)-réplique de kA.
2. 1(r) 1A — IrA est Y(R)-réplique de LA.
3.0(rA) 1A A = IrA est (R)-réplique de A.

Démonstration. 1. Puisque k™ € uk = L, et rA € |R], il résulte que krA € [KNR| =
1 (R)|. Vérifions que k(rd) : kA — krA est 41 (R)-réplique de kA. Soit Z € KN R| =

[V1(R)| et f:kA— Z. Alors IZ € |[LNR|. Donc
2. f=g- 14 k4

pour un g, et

pour un u. Plus loin, (¢ € uk = £, donc
w-k =17 v
pour un v. On vérifie facilement que

f =v- k(TA)v

et de I'égalité (1) il résulte que k(r4) € Epi, puisque 14 - k4 € Epi et k™ € M,,.

A

k 4
,/ kA >4 l >4 \\\
/ lk(rf) lr” l(’”A)l \
) 74 rA I
f I\ k};A k —> 74 / >IrA /Ig
v I L
o : u U7
\ \I/ Z | ////
Nz / —> l\é «--""

(3)

2. Premitrement, IrA € [LNR| = |p(R)], et de Iégalité (2) il résulte que {(r?) € Epi. On

vérifie facilement que ¢(R)-réplique de [A.
3. Il résulte de p.2.0
4.3°. Le cas H € K% (k).

Soit A € |CoV|, kA 1 kA — A, 14 : A — [A K-coréplique et L-réplique de A, et
R hA — A, kM - khA — hA et 1M 2 LA — [hA sont les répliques et les corépliques des

objets correspondants. Alors
lA . hA _ l(h,A> . lhA,

AR = AL (R,

hA
oA ——— st — L5 Ih
k() lhA ll(hA)
A A
p— L
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THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:

1. I1(h) 1 IThA — 1A est p(H)-coréplique de 1A.

2. k(h?) : khA — kA est 1 (H)-coréplique de kA.

3. k4 k(hA) : khA — A est 1 (H)-coréplique de A.
4.4. Le cas H € R(L). Soit A € [CoV|, 14 : A — [A et A4 1A — hIA L- et H-répliques,
et kA kA = A, et EMA ;L khlA — hlA K-corépliques des objet correspondants. Alors

hlA . ZA . k‘A _ khlA . ]{Z(hlA) (1)
A A
K LS >4
I
k(h ZA): :MA hlA
I b4 I
k};/[A————I ————— >1\5————1251————>hlA
kh/A
Plus loin, soit
bl k(R =t kA (2)

le carré cocartésien construit sur les morphismes k4 et k(h!4). Alors
khlA = b124 ’ bA? (3)

RHA A =g A, (4)

pour un b‘24.
THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:

1. k(W) : kA — khlA est 1o(H)-réplique de kA.

2. ud: A — P est p(H)-réplique de A.
Démonstration. 1. Puisque kM4 € ukC, et hlA € |H|, il résulte que khlA € |[K N o(H)| =
l1p(H)]. Soit B € |ih1o(H)| et f : kA — B. Démontrons que f s'exteint par k(h!4). Soit
1B . B — IB L-réplique de B. Puisque 14 - k4 est L-réplique de I'objet kA, on a

P f=g- 1t k! (5)

pour un g. On a B € |¢(H)|, donc IB € |£L N ¢(H)| = |H|. Ainsi le morphisme g s’exteint

par hl4:

g:v-hm (6)

pour un v. Donc, [® € uk = <L, et khiA € |K|. Donc
voby-by =18 w (7)
pour un w. Des formules (7), (2), (4), (6), (5) nous avons

Pow k(WM =v-by-by - k(M) =v-by-u? KA =v- DA A A =g 1A A =18,
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1.e

1P w- k(W) =17 f, (8)
qui nous mene a 1’égalité
w - k(h4) = f. (9)
A A
d—h g — iy
I I s
(h’A)i , iuA N
1
k};/]A————I ————— > L\;A ———ZZZ————:»hlA )
| /// /7
W: L}’// ///g
¥ B T T
B L —>p&---~

Vérifions que k(h!4) est un epi. De I'égalité (1) kM4 - k(W) € Epi, et kM4 € M,,. Puisque
la classe Epi, est M,,-héréditaire ([4], LEMME 2.6), il résulte que k(h!4) € Epi.
2. De I'égalité (3) il résulte que b4 € e£. Donc P € |p(H)|. De I'égalité (2) déduisons

que u? € Epi. Soit maintenant B € |p(H)|, et f: A — B.

A A
a—h sy
// ! 1,}\
k(h"™) ;o '\
A 'y b \
khlg————T—P >hid ()
~< \ I
\\\v\ \\ :W ig II
S~ \\W B /
Alors
Pef=1) -1t (10)
Puisque B € |p(H)], il résulte que IB € |p(H)|. Donc
i(f)=g-n (11)
pour un g. Plus loin, I® € e£ = ukC, et khiA € |K|. Ainsi
g-bg ot =18 (12)
pour un v. On vérifie facilement 1’égalité
1B ov k(WY =18 f kA, (13)
ie.
v- k(WY = kA (14)
En tenant compte que (2) est un carré cocartésien, concluons que
v=w-bi, (15)
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f=w- u? (16)

pour un w. L’égalité (16) démontre 'affirmation.O]

44% TLe cas T € K(K). Soit A € |GV, k4 : kA — Aet tF4 . thA — kA K et
T-corépliques, et 14 : A — IA, et I*F4 : tkA — [thA L-répliques des objets correspondants.
Alors

lA . /{JA . tkA _ l(tkA) . ltkA' (1)

Plus loin, soit
A ut =15 (2)

le carré cocartésien construit sur les morphismes 4 et [(t*4). Alors

14 =t by (3)
AR = 4 ! (4)
pour un b3
Iz
tkA--——bZ—-—eP ----- Ny
| b
p—k

THEOREME. Sont vraies les affirmations suivantes:

LoI(tF) 2 1tk A — 1A est 51(T)-coréplique de LA.

2. ud 1 P — A est B1(T)-coréplique de A.
4.5. COROLLAIRE. 1. Soit (K, L) € P, et R € Ri(eL), mais T=KNR et H=LNR.
Alors:

w N =
= T

Il
D'D‘w

-k
o
-l

5. Foncteurs commutatifs

5.1. On examinera deux foncteurs t1, to tous les deux coreflecteurs, tous les deux reflecteurs,
ou I'un coreflecteur et l'autre reflecteur. Dans la catégorie CoV ti1to A ~ tot1 A pour tout
A € |C3V)], alors on peut facilement vérifier que les foncteurs ¢; - to et t2 - t1 sont isomorphes.
5.2. THEOREME. Soit (K,L) € P,, et R € R?(eﬁ). Alors les foncteurs coreflecteur
k:CoV — K et celui reflecteur r : CoV — R commutent: k-r =1 -k.

Démonstration. Revenons au THEOREME 4.2. On a rA = P et kP = tkA, et rkA = tkA.
Ainsi pour tout A € |CoV| rkA = krA =tkA. O

5.3. THEOREME. Soit £ € R, R € Ry(eL) et r(L) C L. Alors les foncteurs | et r

commutent: [-r=r-1.
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Démonstration. Soit A € |GV, 14 : A — [A et 4 1 A — rA L- et R-réplique de A.
Examinons le carré cocartésien
bord =u- 14 (1)

construit sur les morphismes 74 et 4. Alors b € e£. Donc T € |R|. Ainsi u € £R, mais
T € |R|, il résulte que u est R-réplique de lA. Ainsi T € [LNR| et b € eL. Donc b est
L-réplique de rA et IrA =rlA. O

A I > 14
},Al \:/u
FA € mmmmmm e b _T=rid=lrA

5.4. THEOREME. Soit £ souscatégorie fermée par rapport auz extensions: (Epi N Mp)-
facteurobjets et R € ch(eﬁ). FEzaminons les conditions suivantes:

1. R=Lx*g (RVTIy), ou RV Iy est le supréme dans la latice R des éléments R et
[g-souscatégorie des espaces complets.

2. LNTy CR.

3. r(L) C L.

Alors 1 & 2 = 3.
Démonstration. 1 = 2. En vertu du THEOREME 28. £LNR = LN (R V). Ainsi
LNTy C,Cﬂ(R\/Fo) =LNRCR.

2=1. R C L*s (RVIy). Evidemment.

L*g (RVIg) CR. Soit A€ |Lxg (RVTIg)|. Alors [A € |[RV I'g|. Examinons
rtd A = rlA et g(l)A : lA — golA R- et To-réplique de A, mais 774 : rlA — 7A et
79lA g0l A — wA To-réplique des objets correspondants. Alors

OOLA L A _ 174 1A (1)
Soit
7Py = 7 . (2)

le carré cartésien construit sur les morphismes 794 et 7714, Alors

g(l)A =v- giAv (3)
A= g, (@)

pour un giA : lA — q1lA. On vérifie facilement que gi1lA est (R V [g)-réplique des A,
mais v est ['g-réplique de gllA. Puisque A € |R V Iyl il résulte que gllA € Iso. Plus loin,
golA € [LNTy| C |R|. Donc w € Tso. Ainsi g11A € |R/, cest-a-dire [A € |R|. En vertu de
Ihipotheése que R € R3 (L), on déduit que A € [R].

I r
A > /A > rlA
\\\\gle W/z’7
% T -7 14
g() v /’g]lA TE’
- 14
L/ gl)
gylA I > 1A
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2 = 3. Soit A € |£], mais 74 : A — 7A et 964 A — goA R- et T'p-réplique de A.
Alors ggA € |[LNTy| C |R|. Donc
gy =f-rt ()

pour un f. De I’égalité écrite il résulte que r# € EpiN M,,. Donc rA € |£| aussi.O
5.5. Une souscatégorie L est c-reflective, si et seulement si elle est S C L et [(M)) C
M,,. Ainsi toute catégorie c-reflective est fermée par rapport aux extensions: (Epi N M,)-
facteurobjets. La souscatégorie N des espaces nucléaires n’est pas c-reflective, mais elle est
fermée par rapport aux extensions.

Si L est une souscatégorie Ey-reflective (S C R), alors II € R}(eL). Ainsi S est
I'unique souscatégorie c-reflective pour laquelle II = S N Ty.
COROLLAIRE. 1. Soit (K, L) € P¢, et R € Ri(eL). Sont vraies les affirmations suivantes:

a) Les foncteurs k : CoV — K et r : CoV — R commutent: k-r =1 -k.

b)Si LNTo C R, alors les foncteurs 1 : CoV — L et r commutent: | -r =r1-1.

2. Soit M la souscatégorie des espaces a topologie Mackey et S des espaces a topologie
faible, mais R € Ri(eS). Alors

a)Les foncteurs m : CV — /f\\/T etr:CoV — R commutent: m-r =r-m.

b)Les foncteurs s : CoV — S et r commutent: s-r =71 -s.

6. Exemples

6.1. Examinons la souscatégorie I des espaces complets a topologie faible, et (K, L) € P..
PROPOSITION. 1. IT € R(L).

2. 1l € R;(Eﬁ).

3. II e R(K).

4. Les applications ¢, ¥, 1 et ¥1 transforment 1’élément 11 en lui-méme.

Démonstration. 1. La souscatégorie Il est fermée par rapport aux produits et aux
sousespaces fermés (voir [14]).

2. Puisque § C L, il résulte que e£ C e§ = &, N M,,. En vertu de la description de
la classe M,y (voir [4]), IT € Ri(eL).

3.0nallc McCK.

4. Evidemment.
6.2. La souscatégorie sR des espaces semi-reflexifs est une souscatégorie S-semi-reflexive,
ou S est une souscatégorie des espaces a topologie faible (voir [21], cap. IV, Proposition
5.5).
PROPOSITION. Sont vraies les affirmations suivantes:

L. sR € R}(eS).

2. SR =8 g ql'g, ou gqI'g est une souscatégorie des espaces quasicomplets.

3. Y(sR) = M N sR est une souscatégorie des espaces quasicomplets a topologie
Mackey.

4. P(sR) = SNR est une souscatégorie des espaces quasicomplets a topologie faible.

5. Les foncteurs m : C3V — /\A/l/ et s, : C9V — sR commutent: m - s, = s, - m.

6. Les foncteurs s : CoV — S et s, commutent: s- s, = S, - S.
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6.3. Dans les ouvrages [24] et [19], on a examiné les espaces localement complets, dont la
souscatégorie sera notée par [I'g. Avec les notations ci-dessus, on a
PROPOSITION. 1. Iy € R}i(aS).

2. ITg =S x4 IT'g = S x5 (SN ITY).

3. 1 (ITg) = M NIl est la souscatégorie des espaces localement complets a topologie
Mackey.

4. (IT) = SNl est la souscatégorie des espaces localement complets a topologie
faible.

5. Les foncteurs m et g; : CoV — [I'g commutent: m - g; = g; - m.

6. Les foncteurs s et g; commutent: s-g; = g; - s.
6.4. La souscatégorie Sh des espaces Schwartz (voir [14] ) est c-reflective (voir [2]). Notons
par Ch la souscatégorie conjuguée de la souscatégorie Sh et les foncteurs correspondents
cp 1 C2V — Ch et sp, : CoV — Sh. Concernant la souscatégorie Ch(voir [13]). Dans le méme
ouvrage [2] sont définis les espaces inductivement semi-reflexifs dont la souscatégorie sera
notée par iR avec le foncteurs reflecteur i, : CoV — R. A partir des résultats exposés dans
cet-ouvrage-la, on peut écrire

TR = Sh x4 I'y.

PROPOSITION. 1. Les foncteurs ¢, et i, commutent: ¢, - i = 1, - Cp,.

2. Les foncteurs s;, et i, commutent: sy, - i = i, - Sp,.
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SOME PROPERTIES OF LEFT PRODUCT OF TWO SUBCATEGORIES

Dumitru BOTNARU*, prof. univ., dr. hab.
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Abstract. We study some properties of left product of two subcategories: one coreflective and one
reflective in the category of local convex topological vectorial Hausdorff spaces. In this work on
examined the situation generated by a structures of factorization (P”,Z"”) with certain properties,
allowing to prove that the left product of some coreflective subcategories with any P” - reflective
subcategory is one and the same. In addition, be indicated examples of coreflectors and reflectors
functors which commutes.

Key words: coreflective and reflective subcategory, left product of two subcategories, coreflective
subcategory of the topological Mackey spaces, subcategory of spaces with weak topology.

UNELE PROPRIETATI ALE PRODUSULUI DE STANGA
A DOUA SUBCATEGORII

Rezumat. Vom studia unele proprietati ale produsului de stanga a doua subcategorii: una core-
flectiva si una reflectiva din categoria spatiilor topologice Hausdorff vectoriale local convexe. In
acest articol se va examina situatia generata de structurile de factorizare (P”,Z”) cu anumite pro-
prietati, care va permite sd demonstram ca produsul de stanga a unor subcategorii coreflective cu
orice P” - subcategorie reflectivd este una si aceiagi. In plus, vor fi indicate example de functori
coreflectori si reflectori care comuta.

Cuvinte cheie: subcategorie coreflectiva si reflectiva , produsul de stanga a doud subcategorii,
subcategoria coreflectiva a spatiilor topologice Mackey, subcategoria spatiilor cu topologie slaba.

2010 MSC: 46 M 15; 18 B 30.

In category C2V of the local convex topological vectorial Hausdorff spaces are studied the
properties of the left product of two subcategories K %5 R - one coreflective K and one
reflective R. On indicate sufficient conditions, that this product should be a coreflective
subcategory (Theorem 2). We indicate examples when this product is not a coreflective
subcategory (Proposition 1). We denote:

eR = {e € Epi|r(e) € Zso}, and pukC = {m € Mono | k(m) € Iso},
where r : C3)V — R and k : C9V — K are the respective functors. It is known that the
((eR) 0 &, ((eR) o EIE)) which we will note (P”(R),Z"(R)) or (P”,Z") is a structure of
factorization in CoV, (to see [1]). Here (£,, M,,) is a structure of factorization defined by
class M,, of universal monomorphisms (to see [1], [4]).

R is the smallest element in the class of P”-reflective subcategories and there is the
smallest element M in the K(Z”) class of Z”-reflective subcategories.  For any
K € K(Z") and anything R; € R(P”) we have K = K #4 R1 (Theorem 3). It is demon-
strates that M = M %, R, where M is the subcategory of Mackey spaces(Theorem 7). If R
contains subcategory S of the spaces with weak topology, then functors m : CoV — M and
r:CoV — R commute: m -r = r-m (Corollary 2).

We will use the following notation.

The structure of factorization:
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(Eu, M) = (the class of universal epimorphisms, the class of precise monomorphisms)
= (the class of surjective applications, the class of topological inclusions);

(&€p, My,) = (the class of precise epimorphisms, the class of universal monomorphisms
)(to see [1]);

The coreflective and reflective subcategory:

M - the coreflective subcategory of spaces with Mackey topology;

Y. - the coreflective subcategory of the spaces with the strongest locally convex topol-
ogy;

S - the subcategory of spaces with weak locally convex topology;

IT - the subcategory of complete spaces with a weak topology;

K - the class of nonzero coreflective subcategories;

R - the class of nonzero reflective subcategories.

Concerning the notions and notations in category Co) see [6].

Either B a class of bimorphisms. We denote K(B), (respectively R(B)) - the class of
B-coreflective subcategories (respectively B-reflective).

Let IC be is a epicoreflective subcategory, and R is a monoreflective subcategory of
category C with corresponding functors £ : C — K and r : C — R. For any object X of
category C either kX : kX — X and ¥ : X — rX K-coreplica and R-replica to this object.
Further, either »*X : kX — rkX R-replica of object kX, and 7(k%) : rkX — rX that
unique morphism for which

r(kX) R = XX (1)

On morphisms X and r(kX) we build the pull-back square

X wX = r(BY) - X (2)

From equality (1) there exists a morphism ¢X so that

WX X g ©
fX tX _ T’kX (4)
kX r”
\\\‘~\\[X —————— 5 l’kX
le .. Sl I Jr(k")
’,XV—"’ ol
X £ rX

Diagram of the left product (PS)

We denote by W = K x5 R the full subcategory of category C consisting of all objects
isomorphic to objects form wX.

Definition 1. The subcategory W = K xR is called the s-product or the left product
of subcategories K and R.

Duality is defined the right product of two subcategories V = K x4 R.
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Check easy as correspondence X — wX defines a functor w : C — W. We shall say
that W is a coreflective subcategory, if w is an coreflector functor.

Examples have been constructed, showing that the left product of two subcategories
is not a coreflective subcategory. Thereby emerged necessity to find sufficient conditions
when the left product is a coreflective subcategory. In the paper [3] were established a series
of necessary and sufficient conditions for that left product to be a coreflective subcategory.

The following theorems indicates sufficient conditions for that left product to be
a coreflective subcategory, and the right product of two subcategories to be a reflective
subcategory.

THEOREM 1. 1. Let KC be a M-coreflective subcategory of the category C. Then for any
reflective subcategory R of the category C we have:

a) the left product IKC xs R is a M,-coreflective subcategory of category C;

b) the right product KC x4 R is a reflective subcategory of category C.

1. Let R be a &,-reflective subcategory of category C. Then for any coreflective
subcategory IC of category C we have:

a) the right product IC x4 R is a E,-reflective subcategory of category C;

b) the left product K x5 R is a coreflective subcategory of category C.

For the category C2V previous theorem can be formulated as such:

THEOREM 2. 1. Let K be is a coreflective subcategory of category CoV and M C K. Then
for any reflective subcategory R of category C2V we have:

a) the left product K %5 R is a coreflective subcategory of category CoV and
M C K *sR;

b) the right product K x4 R is a reflective subcategory of category CaV .

19, Let R be is a reflective subcategory of category CoV and S C R. Then for any
coreflective subcategory IC of category Co)V we have:

a) the right product K xq R is a reflective subcategory of category C2V and
SCKx*x4R;
b) the left product K x5 R is a coreflective subcategory of category CoV .
c,V c,v C,V c,V

<) R

St
“

3 1 z o -

K *R K *R. K *R K *dR
The above diagram indicates the cases when the left product is a coreflective subcategory,
and cases where the right product is a reflective subcategory. The left product is not always
a reflective subcategory. In category C2)V and in the category Th of Tihonov spaces there

are examples when this product is not a reflective subcategory (see [5]).
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PROPOSITION 1. In the category C2V
1. The right product ¥ x4 11 is not a reflective subcategory.
2. The left product ¥ x4 I1 is not a coreflective subcategory.
Proof. 1. We build the following diagram for object X does not belong to subcategory II.

o)
cX --*% onX
GX PO g = k vX GnX
v X _> vX .
~~~~~~~~~~~ ul
X - ™ =3 X
Because 7% is un mono, it results as well o(7X) it’s the same. Hence o(7*) is sectionalized.

So and v¥ is sectionalized. If vX is un epi, then it is un iso. In this case 7% € &, N My,

X is un iso.

ie. m

2. Is demonstrated in an analogous manner. O

In cases where the left or right product is not a coreflective (respectively reflective)
subcategory recourse is had to the factorization of these products (see [5]).

Let R be a nonzero reflective subcategory of category CoV, for which we fix the
structure of factorization (P”,Z") = (P"(R),I"(R)), where P"(R) = (¢R) o &, (see [1]).
This structure divides both the lattice IK of nonzero coreflective subcategories, as well as
lattice R of nonzero reflective subcategories in three classes:

K - K('P”), K(I//), K('P”,Iﬁ);

R - R(P"), R(Z"), R(P",T").
where K(P") = {K € K|K is P"-coreflective}, K(Z") = {K € K|K is Z"-coreflective},
KP",7") = {K\ (K(P") UK(Z"))} U {C2V}, and analogue division of lattice R.
LEMMA 1. K(Z") € K(My).

C, vV

=

Proof. Because Z” C My, it follows that any Z”-coreflective subcategory it is also
M,-coreflective. It remains to be remembered that M is the smallest element in the class
K(M,). O

Thus class K(Z"”) possess the smallest element that we will write M and the class
R(P”) - the smallest element R. The M-coreplique of an object X is obtained by performing
(P", I")-factorization of the Y-coreplique o : 0 X — X
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i X ! X

oX

Then ¥ is M-coreplica of the object X.
LEMMA 2. Let K € K be a coreflective subcategory for which the product K+sR is a coreflec-
tive subcategory, and (P",I") = (P"(R),Z"(R)). The following statements are equivalent:
1. K e K(M,).
2. Kxs R e K(Z).
Proof. 1 = 2. Because M C K, the product K %4 R is a coreflective subcategory (Theorem
2). Let’s build the diagram (PS) for un arbitrary object X of category CoV .

kX\ rkX

< X
ke owx f=r )

X rX

In equality
X = wX X (1)

kX € My, and t* € Epi. Because class M, is Epi-cohereditary (see [1]), we deduce that
wx € M,. So
rX X = T(kX) X (2)

is an pull-back square and w* € M,. According to the Theorem 7.3 [4] wX € T" = T"(R).

2 = 1. In equality
TkX _ TwX . tX (3)

kX € My. So and t¥ € M,. Thus w® € T ¢ M, and t* € M,. From equality (1) it
results that kX € M,. O
THEOREM 3. Let K be a coreflective subcategory of category CoV, M C K, and (P",1") =
(P"(R),Z"(R)). Then the following statements are equivalent:

1. K e K(Z").

2. K=K %5 R.

3. For any element Ry € R(P"), we have K = K %5 Ry.
Proof. We will demonstrate the following implications: 1 = 2 —= 3 = 1.

1 = 2. For arbitrary object X of the category CoV let kX : kX — X K-coreplica
be, and X : X — rX and r*¥ : kX — rkX the R-replicas of the respectively objects. We

have the commutative square
rX kX = (B R (1)

Because K € K(Z"), it results that kX € Z” and the square (1) is pull-back (Theorem 7.3
[4]). So K =K *sR.
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2 = 3. Let K = K3 R and Ry € R(P”) be. For the object X € |C2V| let be
EX kX — X K-coreplica, 7‘{( : X — rX and rle : kX — r1kX Ri-replicas of respective
objects, and ¥ : X — rX and r*¥ : kX — rkX R-replicas of respective objects. Because
R C R1 we deduce that

TkX _ frlkX . T]fX, (2)
X=X @

for two morphisms f™*X g "X We still have the equals:
S =) Y (@)
Ay r(kX) kX (5)
From these results we have and the equality
Frer (k) = ek - iR (6)

According to the hypothesis, the square (5) is pull-back, and in this diagram all morphisms

are bimorphisms. It is easy to check that square (4) is also pull-back.

7 1
kX —————- =L > rlkX——--——-——f ___________ SrkX
b r(k*
k (&%) (k™)
P frlX
X Tl SRR > X

3 = 1. Because K = K %4 R, it results that the square
rX kX = (B X (7)

is pull-back. On the other hand M C K. So k¥ € M,. Therefore k¥ e Z” and
KeKI". o

The reflective subcategory R establishes the following relationship of R-equivalence
in the class K(My): K1 ~g Ko <= K1 *s R = K2 *s R. From Lemma 2 and the fact that
(K#sR)*sR = Kx*sR ([3], Proposition 4.2) We infer that any element of the lattice K(M,,)
Is equivalent to an element of the lattice K(Z"). Further,

KCKxsR

So K s R is the biggest element in its equivalence class A(K).

LEMMA 3. Let A be a class of R-equivalence elements. Then W is the biggest element in
the class A, where W = K x5 R with K € A.O

LEMMA 4. Let K1 ~r Ko and K1 C K C Kq be. Then Ky ~g K ~ K2.0O
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Let A be a class of R-equivalence elements with the biggest element W. According

mentioned above for any element K € A we have
rkX ~rwX,vX € |C2V|.

Let be
A =n{K|K € A}.

A’ is a coreflective subcategory and because M C K for any K € A, we deduced that

M c A'. Tt is evident, the class A possesses the smallest element, iff A" € A.

LEMMA 5. Let A" € A be. Then A = {K € K(M,)|A" C K Cc W}, where W = A’ x, R.O
The following result chows that the smallest element M of the class K(Z"(R)) can

also be obtained as a left product, without resorting to the factorization structure (P”,Z") =

(P"(R),Z"(R)).

THEOREM 4. M = M %, R.

Proof. We build the diagram (PS) for an arbitrary object X of category C2V and for sub-

categories M and R.

rX

We write the respectively equality
X omX = r(mX) - rmX, (1)

where m¥ : mX — X, is M-coreplica of object X, and ¥ and r™¥ - R-replicas of respective

objects and equality (1) takes place for a morphism r(m™).

X = () - 2)

: (3)

X = X g, ()

for a morphism tX. We have X, m% € M, and from equality (1) it results that r(m¥X) -
rmX e M,.

Because class M, is Epi-cohereditary (see [1]) and rX € Epi, we deduce that

r(m*) € M. Then in pull-back square (2) it results that wX € M,, and from equality (3)

we deduce that wX € &,. So in equality (3) all morphisms belong to the class £, N M,,. As
mentioned above (see [3]) f¥ is the R-replica of object wX, and r(m*X) = r(wX). So square
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(2) is pull-back, and w* € M,. According to the Theorem 7.3 [4] wX € T"(R). Further,
tX is un epi. Then from equality (4) results that t* € eR. Because P"(R) = (¢R) o &, we
deduce that tX € P"(R). So we get that (3) is (P”,Z")-factoring morphism m¥, and the
coreflective subcategory W = M %, R is equal to the subcategory M. O

COROLLARY 1. 1. Class A(M) of elements in K(M,) R-equivalents with element M
possesses the biggest element M = M x4 R, and

AM) = {K e KIM,)IM C K C (M=xsR)}.

2. Because CoV xs R = CoV the class of elements R-echivalents with C3)V contains one single
element C2). O
From the previous results, we have the following presentation of the latice K(M,,)

and the classes of R-equivalence.

M 1

Let’s highlight how the application ;R works on the class K(M,,).

Let R € R be. This reflective subcategory generating the factorization structure
(P",7") = (P"(R),Z"(R)). Respectively, this structure divides the lattice K of nonzero
coreflective subcategories into three classes:

K - K(P"), KZ"), K(P",I").

Remark 1. 1. Always K(Z"(R)) C {T € K|]M C T}. But these classes may be different.

2. R(P"(R)) ={H e RIR C H}.

3. Let T, i e RMy), T CTi CT*sR be. Tnen T x3 R = T1 *s R (see[3]).
THEOREM 5. Let R be a reflective subcategory of category CoV, and
(P",T") = (P"(R),T"(R)). Then:

1. Kxs R e K(Z") & K € K(M,).

2. KxsR=K < K e K(IZ").

3. For any K € A(M) and all T € R(Z") it takes place equality K+, T = M %, R.0

Let Ry C Ry be two elements of the lattice R. Then Z”(Ry) C Z”(Rs), and
P"(R2) C P"(R1). There is the following relationship between these classes.
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C,v

e

R

THEOREM 6. Let K € K, R € R and eR C pkC be. Then:

1. SCR.

2. The functor w : CoV — K x5 R is an reflector functor.

3. The functors w : CoV — K xs R and r : C2V — R commute: w-r =r - w.

Proof. 1. Because pulC C &, it results that eR C &,, The conditions eR C &, and
S C R are equivalents.

2. It results from Theorem 2.

3. We examine the Diagram (PS) for subcategory (IC,R) (see the Diagram from
Lemma 2). We have rwX = rkX. Further, krX = kX, since eR C K. Because "™ = 1,
it follows that f™* =1, or w™* = 1. Therefore wrX = rkrX = rkX. O
COROLLARY 2. Either the subcategory R is E-reflective (S C R). Then the coreflector
functor m : CoV — M and the reflector r : CoV — R commute: M -r =1 -m. O

Analogue takes place transformation of the class R(&,) (class of &,-reflective subcat-
egories) by the right product.

Ezxample 1. We denote R(S) ={L € R|[£L C S. Let £ € R(S)} be. Then

L. Z(L) c T"(S) = M,

2. K(Z"(L)) = {CV}. K(P"(L)) =K. K(P", ") = {C2V}

c,v c,v
5 K
R
M
S I
9
IT >

Ezample 2. Let R € R(M,) be. Then P"(R) = (¢R) o &y, where (¢R) C M,, and
K(P"(R)) = K(&p).
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Class K(&,) contains the element Co) and with each element contains the bigger
elements of the lattice K.
Problem. The class K(&,) contains other elements, except the element {C2V}?
LEMMA 6. Let R € R(M,) be (I'y € R). Then (R) L (£, N M,).0
COROLLARY 3. Let R € R(M,) be. Then K(Z"(R)) = {C2V}.O
PROPOSITION 2. Let K € M and K # M be. Then K € K(P,T).

X X
C
mX

v

kX X

Proof. Let m¥ : mX — X be the M-coreplica of X, and vg( : kX — mX K-coreplica of

X . vX does not belong

X

mX. There exist an object X so that v is not isomorphism. So m
to the class M, and m¥ - vX does not belong to the class &,, because m* would be an
isomorphism.O

Ezample 3. Let £ € R\(R(S) UR(M,)) be, and P"(L) = (L) o &,. So P"(L) intersects
with M,: P"(L)N M, = L. So here it results that K(P” (L)) NK(M,) may contain other

elements except the element Co).
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Abstract. One of the central problems in computer science and, in particular, in programming is
the correctness problem which contains:

- the question of whether a program computes a given function;

- the problem to decide whether an element of the space is equal to a fixed element;

- whether two elements of a given space are equal and whether one approximates the other
in the specialization order.

In this article is examined the role of quasi-metrics and of Alexandroff spaces in the solving
of some problems in the design of systems of the computer science an communications.
Keywords: Alexandroff space, distance, digital space, quasimetric.

APLICATIILE STRUCTURILOR TOPOLOGICE
IN INFORMATICA SI COMUNICATII

Rezumat. Una din problemele centrale ale informaticii gi, in special, ale programarii este problema
corectitudinii ce contine:

- problema daca un program calculeaza o functie daté;

- problema pentru a decide daca un punct al spatiului coincide cu un alt punct fixat;

- daca doua puncte dintr-un spatiu dat coincid si daca unul se apropie (forméand o secventa)
de celalalt in careva ordine specificata.

In acest articol se examineazi rolul cvasi-metricilor si al spatiilor Alexandroff la rezolvarea
unor probleme legate de proiectarea sistemelor din domeniile informaticii i comunicatiei.
Cuvinte chee: spatiu Alexandroff, distanta, spatiu digital, quasi-metrica.

1. Introduction

The dynamic transition of our technological civilization to digital processing and data
transmission systems created many problems in the design of modern systems in computer
science and telecommunications. Providing robustness and noise immunity is one of the
most important and difficult tasks in data transmission, recording, playback, and storage.
The distance between information plays a paramount role in mathematics, computer science,
and other interdisciplinary research areas. The first among many scientists in the field, who
presented the theoretical solutions to error detection and error correction problems, were C.
Shannon, R. Hamming, and V. Levenshtein (see [44, 45, 23, 29]).

We begin this section with introductions into the field, focusing mainly on abstract
monoid of strings L(A).

A monoid is a semigroup with an identity element.

Fix a non-empty set A. The set A is called an alphabet. Let Lg(A) be the set of
all finite strings ajasg . ..a, with aj,a9,...,a, € A. Let € be the empty string and L(A) =
Lo(A) U {e}. Consider the strings ajaz...a, such that a; = € for some i < n. We consider
that n = 1 if each a; = €. Denote by L*(A) the set of such strings.

45



If a; # ¢, for any ¢ < norn =1 and a; = ¢, the string ajas . .. a, is called a canonical
string or a word. Hence L(A) C L*(A) and L(A) is the set of all canonical strings. We
consider that

The set
Sup(aiay . ..an) = {a1,a2,...,ap} N A
is the support of the string ajas ... an,
I*(ay...an) =maz{i: a; # ¢}
is the duration of the string ajas...a, and

l(ay...an) =|Sup(ay ...ay)|
is the length of the string ajas ... ay.

For any string ajasy...a, we have l(aj...ay) < [*(ay...a,). By definition, [(¢) =
I*(e) = 0.

For two strings a; . .. a, and by . . . by, their product(concatenation) is aj . . . apby . . . by.
We put € -a = a-e = a for any a € L*(A). If a = a1az...ap, € L*(A) and n > 2, then
U(b) =ay-ay- ... ay is the canonical word equivalent with the string a. If ¥(a) = ¥(b),then
the strings a,b are called equivalent. In this case any string is equivalent to one unique
canonical string.

The sets L(A) and L*(A) become the monoids with identity €. The mapping
U : L*(A) — L(A) is a homomorphism. Let G be a finite set of generators of a monoid M.
In this case unity is an element of G. If M is a group,then for convenience we suppose that
the inverse of a generator is a generator. Any word a = ajas...a, € L*(G) determine the
element g(a) = aj-az-...-a, € M and g : L*(G) — M is a homomorphism of L*(G) onto
M. A monoid M is said to have a solvable word problem with respect to the set of generators
G if one can effectively determine whether or not two words a,b € L*(G) represent the same
element in M. A monoid (group) M is said to be computable if it has a recursive realization
{M,&} - i.e. it is isomorphic to the monoid formed by a recursive subset S of the positive
integers and a recursive function £(4, 7) on S that satisfies the monoid (group) multiplication
axioms. The monoid L*(A) is computable and has a solvable word problem.

M. O. Rabin [36] has proved that a finitely generated group (monoid) has a solvable
word problem (with respect to a given system of generators) if and only if it is computable.
In 1947 Post [34, 35] showed the word problem for semigroups to be undecidable. This result
was strengthened in 1950 by Turing [51], who showed the word problem to be undecidable
for cancellation semigroups,i.e. semigroups satisfying the cancellation property: if xy = zz
or yr = zx, then y = z.

In 1966 Gurevich [22] showed the word problem to be undecidable for finite semi-
groups. In [50] by him were proved:

(G1) The undecidability of the word problem for the finite monoid A with the gen-
erators {a, h,,d, } and identical correlations: ac = ca, ad = da, bec = ¢b, bd = db, eca = ce,
edb = de, cca = ccae;

(G2) The undecidability of the word problem for the finite monoid B with the gen-
erators {a, h,,d, } and identical correlations: ac = ca, ad = da, be = ¢b, bd = db, eca = ce,
edb = de, cdca = cdcae, caaa = aaa, daaa = aaa. In the monoid is undecidable the word

problem for the strings equivalent with the word .
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Throughout the history of the subject, computations in groups have been carried out
using various normal forms. These usually implicitly solve the word problem for the groups
in question. In 1911 Max Dehn [11] proposed that the word problem was an important area
of study in its own right together with the conjugacy problem and the group isomorphism
problem. In 1912 he gave an algorithm that solves both the word and conjugacy problem
for the fundamental groups of closed orientable two-dimensional manifolds of genus greater
than or equal to 2 [12]. Subsequent authors have greatly extended Dehn’s algorithm and
applied it to a wide range of group theoretic decision problems [2, 7, 30, 49].

It was shown by Pyotr Novikov [32] in 1955 that there exists a finitely presented
group G such that the word problem for G is undecidable. A different proof was obtained
by William Boone in 1958 (see [2, 6, 7, 32]).

One of the central problems in computer science and, in particular, in programming
is the correctness problem which contains:

- the question of whether a program computes a given function;

- the problem to decide whether an element of the space is equal to a fixed element;

- whether two elements of a given space are equal and whether one approximates the
other in the specialization order.As a rule, a database system maintain items in the form of
sequences of special type.

The similarity search process is obtained by defining a similarity function. In many
applications a distance function can be easily and more intuitively defined than a similarity
function. Moreover,it easy to obtain a similarity function by given a distance function and

vice versa. For that we apply the principle: the smaller the distance the higher the similarity.

2. Alexandroff spaces

For a topological space X and the points a,b € X weput O(a) =n{U C X : x € U, U
is open in X} and a < b if and only if @ € clx{b}. Then =< is a preordering on X. A binary
relation < on a space X is a a preorder, or quasiorder, if it is reflexive and transitive, i.e.,
for all a, b and ¢ in X, we have that:

- a = a (reflexivity);

-if a < band b < ¢, then a =< c(transitivity).

If X is a Ty-space, then < is an ordering on X: if a << b and b < a, then a = b
(anti-symmetry).

A topological space X is called a pseudo-discrete space if the intersection of any family
of open sets is open. By definition, the space X is a pseudo-discrete space if and only if the
sets O(z), z € X, are open in X. A topological space X is called an Alexandroff space if
it is a pseudo-discrete Tp-space [3, 4]. A connected Alexandroff space is called a topological
digital space.

Quasi-metric [31] on a set X we call a function d : X x X — R with the properties:

(M1): d(z,z) =0 and d(z,y) > 0 for all z,y € X;

(M2): d(z,y) + d(y,z) = 0 if and only if z = y;

(M3): d(z,2) < d(z,y) +d(y, z) for all z,y,z € X.
If d(z,y) = d(y,z) for all z,y € X, then the quasi-metric d is called a metric.
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A function d with the properties (M1) and (M2) is called a distance on a set X. A
function d with the property (M1) is called a pseudo-distance on a set X. A function d with
the properties (M1) and (M3) is called a pseudo-quasi-metric on a set X.

Let d be a pseudo-distance on X and B(z,d,r) = {y € X : d(x,y) < r} be the ball
with the center x and radius » > 0. The set U C X is called d-open if for any x € U there
exists r > 0 such that B(z,d,r) C U. The family T'(d) of all d-open subsets is the topology
on X generated by d. A pseudo-distance space is a sequential space, i.e. a set B C X is
closed if and only if together with any sequence it contains all its limits [15].

If d is a quasi-metric,then T'(d) is a Tp-topology. For any distance that statement is
not true.

Example 2.1. Let n > 3 and X = {ay,a9,...,a,}. We put d(z,z) = 0 for any = € X,
d(ai,aj) =1 for j <1, d(a;,a;+1) = 0 for any ¢ < n and d(a;,a; = 1fori <i+2 < j <n.
In the topology T'(d) we have O(a;) = {aj : i < j < n} for each i < n. The family
{O(z) : x € X} is a base of the Ty-topology T'(d).

Example 2.2. Let X = {a,b,c}. We put d(z,z) = 0 for any = € X, d(a,b) = d(b,c) =
d(c,a) = 0 and d(a,c = d(c,b) = d(b,a) = 1. In the topology T'(d) we have O(a) = X for
each z € X and T'(d) = {0, X'} is the anti-discrete topology.

The pseudo-distance d is discrete if there exist a number ¢ = ¢(d) > 0 such that for
any two distinct points z,y € X we have or d(x,y) = 0 or d(z,y) > ¢ [31, 8, 9]. If dis a
discrete quasi-metric on X, then O(a) = B(a,d,c(d)) for any point a € X and the space
(X,T(d)) is an Alexandroff space. The pseudo-distance is an integer pseudo-distance, if
d(z,y) € {0,1,2,...} for any x,y € X. The integer pseudo-distance is discrete with ¢(d) = 1.

If < is a preordering on a set X, then we define two pseudo-quasi-metrics d; and d,
on X, where:

- di(z,y) = dy(y,z) for any z,y € X with y <z and = < y;

-for x <y and x Ay we put di(z,y) = 1, di(y,z) =0, dy(z,y) = 0, d,(y,x) = 1;

-if x Ay and y A X, then dj(z,y) = dr(z,y) = 1.

In this case ds(z,y) = dy(x,y) + di(z,y) is a pseudo-metric. In general, a sum of
quasi-metrics is also a quasi-metric, and may not be a metric. If < is an ordering, then d,., d;
arequasi-metrics and ds a metric.

For any points a,b € X we put (—,a| ={y € X :y 2 a}, [a,+) ={y € X :a Xy}
and [a,b] ={y € X 1y b} n{y € X :a <Xy}. Theset L = [a,+) is called an w-set and
or = a.

For any point a € X we have B(z,d;,r) = (—,a] and B(z,d;,r) = [a,+) for any
r € (0,1]. We say that T(<) = T'(d,)) is the topology induced by the pre-ordering <.

Fix a space X. As in [17, 19, 18] we say that V is an f-set if V is open and there
exists a point oy € V such that V = [oy,+). Any f-set is an w-set.

If X is an Alexandroff space, then any set V' = O(z) is an f-set with oy = z.

From the above reasoning follows:

Theorem 2.3. For a topological space X the following assertions are equivalent:

1. X is a pseudo-discrete space.
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2. Any w-set is an f-set of X.

3. The topology of X is induced by some preordering.

4. The topology of X is generated by some discrete pseudo-quasi-metric.

5. The topology of X is generated by some integer pseudo-quasi-metric.
Corollary 2.4. For a topological space X the following assertions are equivalent:

1. X is an Alexandroff space.

2. X is a Ty-space and any w-set is an f-set of X.

3. The topology of X is induced by some ordering.

4. The topology of X is generated by some discrete quasi-metric.

5. The topology of X is generated by some integer quasi-metric.

3. Spaces and lattices

An ordered set X is called:

- an upper semi-lattices if for any two elements z,y € X is determined the greatest
lower bound x V y;

- a lower semi-lattices if for any two elements x,y € X is determined the least upper
bound z A y;

- a lattices if for any two elements z,y € X are determined the greatest lower x V y
and the least upper x A y bounds.
Proposition 3.1. For an ordered set X the following assertions are equivalent:

1. X is an upper semi-lattice.

2. Intersection of two w-sets is an w-set.
Proof. Let U and V be two w-sets of X and W = U NV. If W is an w-set, then oy =
oy V oy. Inversely, if a = oy V oy, then W is an w-set with oy = a. The proof is complete.
Proposition 3.2. For an ordered set (X, <) the following assertions are equivalent:

1. (X, <) is a linearly ordered set.

2. Union of two w-sets is an w-set.
Proof. Let U and V be two f-sets of X and W = U U V. If < is a linear ordering, then or
UcCV,orVCUandW is an f-set. Assume that W is an f-set. We have two cases:
Case 1. oy € {oy,ov}.

If oy = oy, then V C U and oy < oy. In this case < is a linear ordering.
Case 2. oy ¢ {oy,ov}.

In this case oy € W and oy € UUV = W, a contradiction. This case is impossible.
The proof is complete.

Let X be a Tp-space and < be the ordering induced by the topology of X: x <y if
and only if x € cl{y}. A space X is called an f-space if the f-sets form an open base of X
and the intersection of two f-sets is empty or an f-set [17]. If X is an f-space, then Xy =
{z € X : [z,+) is open} is the base of X. The base X is dense in X and the weight w(X)
= | Xol-

A discrete space is an f-space and the f-sets are singleton sets.

Assume that Xo C X. As in [18], the pair (X, <) is called a subsaile of the space
X if for any two points z,y € X for which [z, +) N [y, +) # () there exists the upper bound
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xVy € Xo. The base X of the f-space X is a subsaile of the space X [17, 18].

If [z, +) N[y, +) 0 ( (—,z]N(—,y] # 0), then we say that the points z,y are upper
(lower) compatible. If y € Intx[z,+), then we put < y. By definition, from = < y it
follows that x < y. If X is an Alexandroff space, then from x < y it follows that x < y.

An Alexandroff space X is an f-space if and only if for any two upper compatible
points x,y € X there exists x Vy € X. If an f-space X is an Alexandroff space, then the
base of X is X.

Now we mention the following simple relations (see [18]):

(a) if x <y and y < z, then x < z;

(b) if x < y and y < z, then z < z;

()ifr<u<z;y<u<z z<zandy< z then u < z;

(d)ifxg <y1 <y, x2 <y2 <y and x = 21 V x9, then x < y;

(e) if g : X — Y is a continuous mapping, z,y € X and x < y, then g(z) < g(y).

For the concept of the f-space there exists algebraical (abstract) description [17, 18].
An f-space is a triplet (X, Xg, <), where:

- X is a non-empty subset of X;

- < is a partial ordering on X;

- if the elements x,y € Xy are upper compatible, then in X there exists x V y;

-if x,y € X, y £ x, then there exists z € X such that z <y and z £ z;

- for any x € X there exists y € Xy such that y < z.

A space X is called an A-space if X is a Tp-space and there exists a subsaile (X, <)
for which:

(A1) the family {Intx|[z,+): x € Xp} is an open base of the space X;

(A2) if x € Xy, y € X and = < y, then there exists z € X such that = < z < y.

The subspace X is called a base of the A-space X.

The following two examples are simple, but reflect clearly the structure of A-spaces
and f-spaces.

Example 3.3. Let X be the closed interval [0, 1] with the topology T'= {0, X } U{(¢,1] : t €
X}, where (¢,1] is semi-open interval {z : ¢ < z < 1}. The space X is a compact Tp-space
and the topological ordering on X coincide with the usual linear order on the numerical
interval. We have [0,+) = Intx[0,+) = X and [z,+) = [z,1), Intx|[z,+) = (x,1] for any
x > 0. The space X is an A-space. If Xj is dense in X and 0 € Xy, then X is a base of X.
Example 3.4. Let X be the space of reals Y be a subset of X and on X we consider the
topology T' = {0, X} U {(t,+00) : t € X} U{[t,+00) : t € Y}. The space X is a Tp-space
and the topological ordering on X coincide with the usual linear order on the space of real
numbers. We have [y, +) = Intx|y,+) [x,4+00) for y € Y and [z, +) = [z, +00), Intx[z,+)
= (x,4+00) for any z € X \ Y. The space X is an A-space. If Xy is a dense subset of the
reals and Y C Xy, then Xj is a base. If Y is dense in the space of reals, then Y is a base
and X is an f-space. If Y is not dense in the space of reals, then X is not an f-space. If
Y = X, then X is the unique base of X and X is an Alexandroff space too. For Y # X the

space X is not an Alexandroff space.
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Proposition 3.5. Let X be the base of an A-space X. If a € X is a minimal element of
the ordered set (X, <), then a € Xo and a € Intx|a,+) C U provided U is open in X and
aeU.
Proof. Since a is a minimal element, a € [z, +) if and only if @ = x. Let U be an open
subset of X and a € U. then there exists x € X¢ such that a € Intx[z,+) C U. Thus
a=x,a€ Xyand a € Intx|a,+) C U. The proof is complete.

The following assertion for Tj-spaces was proved in [18].
Proposition 3.6. For any Ty-space X there exists an f-space Xy which contains X as a
dense subspace and weight w(Xy = w(X).
Proof. Let T be the topology of the space X. Fix an open base B of the space X. Suppose
that |B| = w(X). We assume that UNV € Bfor all U,V € BwithUNV #£0. If U € B is
an open f-set, then is determined the point oy. We put By = {U € B : U is an f-set} and
By = B\ By. Let Xg ={oy : U € Bs}. Fixaset X = {oy : U € By} for which X, N X
= () and the correspondence oy — U is a one-to-one mapping of Xar onto By. Now we put
X;=XUXS, Xo=X]UX; and Ut = UU{oy : V C U,V € B} for cach U € B. If
U,VB and the set W = U NV is non-empty, then W € B, Wr = U NVt and Ut NX
=U. Hence BT = {U™ : U € B} is an open base of some topology Ty on Xy and (X, T) is
a dense subspace of the space (X7, T). The ordering x <y on X/ is the following:

- if z,y € X, then the relation between z,y in X is as in X;

-ifr =0y € Xy \ X and y € X, then y £ v and = <y if and only if y € U;

-ifr =0y € Xy \ X and y = oy € Xy \ X, then <y if and only if V C U.

In this case for any U € B the set UT is an f-set and UT = [0y, +). By construction,
X is an Tp-space. Hence Xy is an f-space and an A-space with the base X. The proof is
complete.

A space X is called an Ag-space if X is an A-space with the the lower bound, i.e.
there exists a point a € X such that [a,+) = X. In this case X is an f-set and ox = a.

If X € B, then ox is the the lower bound of the space X;.

Hence, from the proof of Proposition 3.6 it follows:
Proposition 3.7. For any To-space X there exists an Ag-space X7 which contains X as a
dense subspace and weight w(Xf =w(X). Moreover, if X is an A-space, then X is a dense
subspace of an Ag-space X! for which | X1\ X| = 1.
Example 3.8. Let X be an infinite non-discrete Ti-space. Then X is not an A-space. By
virtue of Proposition 3.6 X is a dense subspace of the f-space X;. Therefore the subspace
of an f-space is nt obligatory A-space.

We mention that a closed subspace of an A-space is an A-space. Similarly, an open
subspace of an A-space is an A-space.

An ordered set X is directed is any two elements z,y € X are upper compatible, i.
e. there exists z € X such that zx < z and y < z.

In [18] was proposed the following useful construction. Let X be an A-space with the
base Xg. Denote by I1(Xp) the family of all subsets S of Xy with the following properties:

- S is a non-empty directed subset of Xj;
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- for any x € S there exists y € S such that x < y;

-ifrxe S ze€ Xgand z <z, then z € S.

The elements of II(X( are called s-points. If 2 € X, then n(z) = (—, 2] N Xp is an
s-point. The mapping 1 : X — II(Xp) is a mapping of X into II(Xy). For any z € X
we put 0(z) = {S € II(Xy) : © € S}. The family {0(z) : = € Xp} is an open base of the
topology on II(Xp). In this case n : X — II(Xj) is a topological embedding.

A space X is called a complete A-space if X is an A-space and for any base X of X
the mapping 7 : X — II(Xp) is a homeomorphism of X onto II(Xj).

By virtue of Theorem 1 from [18], an A-space X is a complete A-space if and only
if for each A-space Y, any base Y{ of Y and every continuous mapping ¢ : Yo — X there
exists a continuous mapping ¢ : Y — X such that ¢ = ¢|Yp.

Any Tp-space X can be embedded in a Typ-space X} with the upper bound and | X\
X| < 1. If X # (—,«] for any point x € X, then fix a point b ¢ X and put X, = X U {b}
and with the topology T, = {0} U{U U {b} : U € T}, where T is the topology of X. In this
case the set {b} is open and dense in Xp.

An injective space is a complete Ag-space with the upper bound [38, 41, 18].

The A-spaces and injective spaces were introduced by Dana Scott [38, 41] and Yurii
L. Ershov [17, 19, 18] with the aims:

- of the construction of a model for Lambda calculus Alonzo Church [38, 41];

- of the analysis of the concept ”data types” [38, 41];

- of the investigation the semantics of programming languages [38, 41];

- of the study of computable functionals [17, 19, 18].

If X is a complete A-space, then any non-empty upper directed set have the greatest
lower bound (supremum) [18]. From this assertion immediately follows:

- in a complete Ag-space, then any non-empty set have the least upper bound (infi-
mum) [18];

- an injective space is a complete lattice (any non-empty set have the least upper and
the the greatest lower bounds) [38, 41].

The following theorem affirmatively solve one Yu. L. Ershov’s question ([18], p. 396).
Proposition 3.9. Assume that Y is a retract of an A-space X. Then Y is an A-space.
Moreover, if X is an Ag-space, then Y is an Ag-space too.

Proof. Let Xy be the base of the space X.

For the concept of the A-space there exists algebraical (abstract) description. An
A-space is a quadruple (X, Xy, <, <), where:

- < is a partial ordering on X;

- Xp is a subsaile of X;

- < is a binary relation on X;

-if z,y € X and x < y, then x < y;

-ifryy,z€ X, r <yand y < z, then x < z;

-ifzyy,z€ X, r<yandy < z, then x < z;

-ifr,ye Xpg,ae X,z <aandy <a,thenzVye Xgand zVy < a;
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-if x,y € X, y £ x, then there exists z € X such that z < y and z £ x;

- for any z € X there exists y € Xy such that y < x.

If (X, Xo,<,<) is an abstract A-space, then {U(z) ={y € X 1z <y} : 2 € Xo} is
the open base of the topology on X and X is the base of X.

That permit to evolve the abstract concept of ”approximation” of the elements by
the elements with the ”visible” properties. Let (X, Xy, <, <) be an abstract A-space. If
x,y € X and x < y, then z is called an ”approximation” of y [38, 41]. If z € Xy, y € X and
x <y, then zxis an "best approximation” of y. If x < y and x € Xy, then x is a "recognized

approximation” of y [18].

4. Spaces of strings

Fix a non-empty Ty-space A with a fixed point € such that ¢ < x for each point
x € X. On N consider the discrete topology. Denote by C'(N, A) the family of all mappings
s : N — A in the topology of pointwise convergence. The elements of C'(N, A) are called
sequences.

Consider that d is a quasi-metric on A. For any two sequences a,b : N — A we
determine the distance d*(a,b) = 3{d(a(i),b(:)) :€ N}. For some a,b € C(N, A) we have
d*(a,b) = co. The distance d* has the properties:

- d*(a,b) > 0;

- d*(a,b) + d*(b,a) = 0 if and only if a = b;

- d*(a,c) < d*(a,b) + d*(b,c).

If s € C(N, A) is a sequence and {s, € C(N,A) : n € N} is a sequence of elements
from C'(N, A), then:

- 8 = limp—00Sn if $(7) = limy—00Sn (i) for any ¢ € N (pointwise convergence);

- s =lu — limp—sooSn if limp_—00d*(s, $p) = 0 (uniform convergence)

- 8 =u — liMp_yo0Sn if limp_soo(d*(s, sp) + d*(spn, s)) = 0 (uniform convergence).

If the topology of A is generated by the quasi-metric d, then from s = u — lim,—005n

it follows that s = limy—ooSn.
Fix s € C(N, A). The set
Sup(s) = s(N) \ {e}

is the support of the sequence s,

I*(s) = max{i: a; # ¢}
is the duration of the sequence s and
I(s) = [{i: s(2) # e}

is the length of the sequence s.

If the set {i : s(i) # ¢} is infinite, then we put [(s) = co. Hence I(s) < [*(s). If
s(N) = {e}, then Sup(s) = 0 and I*(s) = I(s) = 0.

Denote by S*(A) the subspace of all sequences s € C(N, A) with finite length. The
elements of S*(A) are called strings. If [(s) = I{s) = n < co then we say that s is a canonical
string. Let S(A) be the space of all canonical strings.

We have d*(a,b) < oo for all a,b € S*(A).

If a,b € S*(A) and I*(s) = n, then ¢ = a-b is the string with the following properties:

- c(i) = a(1) for i < n;
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- c(n+1i) = b(i) for each i € N.

Then S*(A) is a semigroup and (S(A),-) is a monoid with the identity e, where
e(i) = € for each i € N. We observe that S(A) is not a subsemigroup of the semigroup
S*(A) and that S(A) \ {e} is a subsemigroup of the semigroups S*(A) and S(A).

If s € S*(A) and [*(s) = n, then we put A(s) = s(1)s(2)...s(n) € L*(A). Then
A: S*(A) — L*(A) is an isomorphism of S*(A) onto L*(A) and A(S(A)) = L(A).

If d is an integer quasi-metric and s € S*(A), then:

- from s = lu — limy, s Sy it follows that s = limy, o0 Sn;

- from s = u — lim,—o0 Sy 1t follows that s = lu — lim,—o0 S, and there exists k € N
such that s, = s for any n > k.

Let (A, Ap, <, <) be an Ag-space with the topology T. Then the space C(N, A) in
the topology of pointwise convergence is an Ag-space ([18], Theorem 2). If A is a complete
Ap-space (injective space), then the space C'(N, A) in the topology of pointwise convergence
is a complete Ap-space (injective space) ([18], Theorem 3).

Let G be a monoid. The quasimetric p on G is stable if p(z-u,y-v) < p(z,y)+ p(u, v)
for all z,y,u,v € G. The topology T'(p) generate by a stable quasi-metric on a monoid G
is compatible with the multiplication, i.e. the multiplication is continuous relatively to the
topology T'(p).

Let d be quasi-metric on A. Any element x € A is identified with the string
ajaz...ap..., where a; = z and a; = ¢ for any i« > 2. Thus A C S(A). In [8, 9] was
proved that on S(A) there exists a quasi-metric d with the properties:

~d(z,y) = d(z,y) for all 2,y € A C S(A);

- d is a stable quasi-metric on S(A);

- if p is a stable quasi-metric on S(A) and p(x,y) < d(z,y) for all z,y € A, then
p(z,y) < d(z,y) for all z,y € S(A);

- if d is an integer quasi-metric, then d is an integer quasi-metric to.

On quasi-metric space we consider the ordering induced by the distance function: if
p is a quasi-metric on X, then x < y if and only if p(z,y) = 0.

Proposition 4.1. Let (A, d) be a quasi-metric space. Then:

(i) (C(N, A),d") is a quasi-metric space and S*(A) is an open subset of C(N, A);

(ii) If the space A is connected, then the subspace S*(A) is connected too.
Proof. Assertion (i) is proved in [8, 9]. Fix n € N. For any a = (a1, ag, .., a,) € A™ we put
p(a) = (z1,22,...) € S*(A), where x; = a; for i < n and < z; = ¢ for i > n+ 1. Then
Y+ A" — S*(A) is a continuous mapping and 1, (A") C ¥,11(A™T1). Assume that the
space A is connected. Since S*(A) = U{n(A*) : n € N} the space S*(A) is connected too.
Corollary 4.2. Let A be an Alexandroff space. Then S*(A) and S(A) are Alexandroff
spaces too.
Proposition 4.3. Let (A,d) be a quasi-metric space, » > 0, a,b € A and B(a,r,d) N
B(b,r,d) = 0. Then there exists a family {U, : u € M} of open non-empty subsets of
C(N, A), d*) such that:

1. [M| > 2% and U, N Un = { for any distinct elements p,n € M. For any u € M



there exists a point ¢, € C'(N, A) such that Up = {y € C(N, A) : d*(c,,y) < oo}

2. If (A,d) is a space, then the sets U, are connected and the set U(z) = {y €
C(N,A) : d*(z,y) < oo} is connected for any z € C(N, A).

3. If d is a metric, then C(N, A) = U{U, : p € M}.

Proof. There exists a family {N, : u € M} of infinite subsets of N such that |M| > 2%
and N, N N7 is a finite set for any distinct elements p,n € M.

For any p € M we construct the point ¢, = (¢(,,1), ¢(1,2)» -+ C(un)» -+-) € C(N, A) such
that c(, ;) = a for i € N, and ¢, ;) = b for j € N\ N,. We put U, = {x € C(N,A) :
d(cp, x) < 0o}

Fix two distinct elements p,n € M. Assume that z = (21,22, ...,2y,...) € U,. Then
the set P = {i € N : d(c(, ), ;) > r is finite. Hence the set N, \ P is infinite, d(c(, ), zi) <7
for i € Ny, and d(c(,;), ;) > r for j € Ny \ P. Thus z ¢ Uy,. Moreover, d(cy,c;) = oo.
Assertion 1 is proved.

Assume that the space (A,d) is connected. Then for any vy = (y1,%2, ..-sYn,...) €
C(N, A) the set Fin(y) = {z = (21,22, ..., 2n,...) € C(NJA) : [{iN : y; # 2z} < Wo} is
connected. Fix x = (x1,22,...,2pn,...) € C(N, A). The set U(z) is open. suppose that the
set U(z) is not connected and U, V' are two disjoint non-empty open subsets of C'(N, A) such
that U(x) = UUV. Let z € U. Fix y € V. Then x € ClFin(y) and, since y € Fin(y) and
Fin(y) is connected, we have Fin(y) C V. Then U N Fin(y) =0, x € U and x € clFin(y),
a contradiction. Assertion 2 is proved.

Assume that d is a metric. In this case M is a maximal subset of C'(N, A) such that
d*(z,y) = oo for any distinct points =,y € M. From the proof of Assertion 1 it follows that
|M| > 2% In this case U(x) N U(y) = () for distinct points z,y € M. Assertion 3 is proved.

The proof is complete.

5. Applications

Distinct poset structures have been introduced to accommodate the needs of informa-
tion theories. In the 1960’s, Dana Scott introduced continuous lattices [38, 39, 40, 42, 43, 41]
into computer science as a means of providing mathematical models for a system of types
that justify recursive definitions of these types. In time, the order theoretic models Scott
and others considered evolved into what we now call domains (see [1, 21, 47], RS). The level
of abstraction required to understand domain theory remained an obstacle to its widespread
use. To remedy this problem, Scott imported from logic the notion of an information system
to provide a set-theoretic approach to domains [43]. In this setting, every information sys-
tem gives rise to a domain in a canonical way. The Hoare powerdomain is an order-theoretic
analog of the power set and is used in programming semantics as a model for angelic nonde-
terminism (see, for example, Plotkin [33]). Some topological aplications in Computer Science
are examined in [27, 28, 13, 20, 46, 48].

A poset P is said to be directed-complete if the join ofevery directed subset of P
exists in P. A subset S of poset P is a down-set of P provided S = {p € P : p =< a for
some a € S}. A down-set of P is Scott-closed if it contains the join of each of its directed

subsets. An element x of a P is compact if, whenever x is below the supremum of a directed
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subset set S of P, then x € {p € P : p < a for some a € S}. We use K(P) to denote
the subposet of compact elements of P. A directed-complete poset P is algebraic if, for all
p € P, the set K(p) ={z € P: 2z < p} N K(P) is directed and p = VK(p). We use the
term ”"domain” for an algebraic poset in which the meet of every non-empty subset exists.
We will let T'(P) denote the set of all Scott-closed subsets of the directed-complete poset P,
ordered by set-inclusion. It is easy to see that ['( P) is closed with respect to finite set-unions
and arbitrary set-intersections. Hence I'(P) is the family of closed sets for a topology on P,
called the Scott topology on P. The lattice of non-empty Scott-closed subsets of a domain
D is called the Hoare powerdomain of D [24].

A domain representation of a topological space X is a function, usually a quotient
map, from a subset of a domain onto X (see [5]). The theory of domains was improved by
Yu. L. Ershov [17, 19, 18, 16] and now is called the Scott - Ershov theory of domains.
Definition ([24]). An information system is a triple S = (5, Con, ) consisting of:

(1) a set S whose elements are called propositions or tokens;

(2) a non-empty subset Con of the set of all finite subsets Fin(S) of a set S, called
the consistency predicate;

(3) a binary relation F on Con, called the entailment relation.

These entities satisfy the following axioms:

(I1S1). Con is a down-set S of Fin(S) with respect to set-inclusion such that
UCon = S.

(152). if AC Con and B C A, then A+ B.

(153). if A,B,C € Con, A+ B, and B+ C, then A+ C.

(I154). if A,B,C € Con, A+ B,andAt+ C, then BUC € Con and A+ (BUC).

Axiom (IS1) implies that every singleton subset of S is a member of Con and that
whenever A € Con and B C A, then B € Con. Axioms (/S2) and (/S3) imply that
(Con,t) is a preordered set, that is, I is a reflexive and transitive relation on Con. The
above definition of an information system is differently from the definitions of Scott [43],
Davey and Priestly [10], Droste and Gobel [14].

A workload [25, 26] is a triple W = (D, A, Q), where D is the domain, A is a finite
subset of the domain (dataset, or instance), and Q C 2D is the set of queries, that is, some
specified subsets of D. Answering a query () € Q means listing all datapoints a € AN Q.

A (dis)similarity measure on a set D is a function of two variables s : D x D — R,
possibly subject to additional properties. A range similarity query centered at a € D consists
of all z € D determined by the inequality s(a,z) < k or s(a,z) > k, depending on the type
of similarity measure. A similarity workload is a workload whose queries are generated by
a similarity measure. The formula d(a,b) = s(a,a) — s(a,b), a,b € A isa distance. In
many cases d(a,b) is a quasi-metric. By instance, applied to the similarity measure given by
BLOSUMG62, as well as of most other matrices from the BLOSUM family, is a quasi-metric
on A.
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CENTER CONDITIONS FOR A CUBIC DIFFERENTIAL SYSTEM WITH TWO
INVARIANT STRAIGHT LINES AND ONE INVARIANT ELLIPTIC CURVE
Dumitru COZMA, associate professor, dr. hab.

Angela MATEI, lecturer, dr.

Tiraspol State University
Abstract. For a cubic differential system with a singular point of a center or a focus type having two
invariant straight lines one invariant elliptic cubic curve it was proved that a singular point is a center if
and only if the first two Lyapunov quantities at this point vanish. There were obtained five sets of
conditions for a singular point to be a center.
Keywods: cubic differential system, invariant algebraic curves, the problem of the center.

CONDITII DE CENTRU PENTRU UN SISTEM DIFERENTIAL CUBIC CU
DOUA DREPTE INVARIANTE SI O CURBA INVARIANTA DE TIP ELIPTIC

Rezumat. Pentru un sistem diferential cubic cu punct singular de tip centru sau focar, care poseda doua
drepte invariante si o cubica invariantd de tip eliptic, s-a demonstrat ca punctul singular este de tip centru
daca si numai daca primele doud marimi Lyapunov in acest punct se anuleaza. Au fost obtinute cinci serii
de conditii ca punctul singular sa fie de tip centru.

Cuvinte-cheie: sistem diferential cubic, curbe invariante algebrice, problema centrului.

1. Introduction

We consider the cubic system of differential equations of the form

{)'c =y+ax’ +cexy+ [y +kx’ +mx*y+ pxy* +ry’ = P(x, ), (.1
y=—(x+gx* +dxy+by’ +sx’ +gx’y+nxy* +1y°) = O(x, ),

where the coefficients are real numbers, x =x(¢) and y = y(¢) are real variables. The
origin O(0,0) is a singular point of a center or a focus type (a weak focus) for (1.1). The
problem arises of finding the coefficient conditions under which O(0,0) is a center.

The derivation of necessary conditions for a singular point O(0,0) to be a center

involves use of computer algebra and we obtain them by calculating the focus quantities,
which are polynomials in the coefficients of the system [1, 2, 4].

The necessary conditions are shown to be sufficient by a variety of methods [3, 4].
It is known that a singular point O(0,0) is a center for (1.1) if and only if the system has

an analytic first integral of the form F(x, y) = C in some neighborhood of O(0,0). Also,
0(0,0) is a center if and only if the system (1.1) has an analytic integrating factor of the

form u(x,y)=1+ Z 4, (x,y) in some neighborhood of O(0,0).
There exists a power series F(x,y) = ZFj(x, y) such that the rate of change of

F(x, v) along trajectories of (1.1) is a linear combination of polynomials {(x* + yz)}‘;’:z:

dF 0 :
T jzzLj_l(xz +3°).
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Quantities L; are polynomials with respect to the coefficients of system (1.1)
called the Lyapunov quantities (the focus quantities) [1, 4]. The order of the weak focus
000,0)is rif Li=L,=...=L_,=0 and L, #0. The origin O(0,0) is a center for (1.1)
if and only if L;=0,j=12,....

2. Invariant algebraic curves and Darboux integrability
We shall study the problem of the center for cubic system (1.1) assuming that the

system has invariant algebraic curves.
Definition 2.1. An algebraic curve ®(x,y)=0 in C*> with d(x,y)eC[x,y] is an

invariant algebraic curve of a differential system (1.1) if

G = PR S 00 T = K () 0 @1
for some polynomial K(x,y) e C[x,y] called the cofactor of the curve ®(x,y)=0.

Let the cubic system (1.1) have sufficiently many invariant algebraic curves
D (x,y)=0, j=1,....,q with cofactors K,(x,y). Then in most cases a first integral
(an integrating factor) can be constructed in the Darboux form [4, p.26]

OIPE ... D =C (,u =DIDS .. . D ) (2.2)

q
and we say that the cubic system (1.1) is Darboux integrable. The function (2.2), with

a; € C not all zero, is a first integral (an integrating factor) for (1.1) if and only if

Zq:ajK‘, (x,y)=0 (Zq:ajKj (x,y) = —g—i - %QJ : (2.3)

The method of Darboux is very useful and elegant one to prove integrability for some
classes of differential systems depending on parameters [5].
By Definition 2.1, a straight line C+ Ax+ By =0, 4,B,CeC, (4, B)#0 is an

invariant straight line for (1.1) if and only if there exists a polynomial K(x,y) such that
the following identity holds
A-P(x,y)+B-O(x,y)=(C+ Ax+ By)-K(x,y).
If the cubic system (1.1) has complex invariant straight lines then obviously they
occur in complex conjugated pairs [, =C+ Ax+By=0 and /, = C+Ax+ Z_3y =0.

Let the cubic ststem (1.1) have two distinct invariant straight lines /, /, that are

real or I, I, are complex ([, =/, ). The conditions for the existence of two distinct

invariant straight lines for cubic system (1) where obtained in [6]. It was proved
Theorem 2.1. The cubic differential system (1.1) has two distinct invariant straight lines
if and only if one of the following sets of conditions holds:

) a=f=k=p=r=0, m(c*—4m)=0.
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The invariant straight lines and their cofactors are
I, = 2+(ci\/c2 —4m )x =0, K,,(x,y) = [y(c+2mx4_r\/c2 —4m)]/2;

) g=b+c, f=a+d, g=p+Il—k, s=m+n-—r.

The invariant straight lines and their cofactors are [, , =x+iy =0,

K (x,y)=—i+(a—ib—ic)x —(b+ia+id)y+ (k —im—in+ir)x" +
+(r—n—il—ip)xy—(I+ir)y*, K, =K;

() a=1,k=g,l=-b,q=[(d+n+1)cy+b—c—p)—gr’ly’>,
m=[(yd+1)+c* )y —1) = (b~ p)c(y =2) +b—p)—nyVy’,
r=1-y,5=0,y=f+2y[(b—c—p)’ +4y(d +n+1)] #0.

The invariant straight lines are |, =1+A4,,x—y=0, where A, A, are distinct

solutions of the equation yA*> +(b—c — p)A—d —n—1=0. The cofactors are

K,(xy)=x+A4,,y+ gx2 +(1+d - A12,2+ cA)xy+((y -4, ,+ b)y2 K

(V) p=[(b—)h+(k—g)yVh, q=[h(cs—gh)+s(g— k),
[==b,m=[(d—-h+D)h*+h(ck—g)—s)—(k—g)*Vh*,
r=l—y,n=[sy—(+d)hl/h,h=a-1, h((g—k)* +4sh) #0.

The invariant straight lines are I ,=1+A4,,x—y=0, where A,, A, are distinct

solutions of the equation hA> +(g —k)A—s =0. The cofactors are

Kl,z(x,y) =x+A4,y+ (g+ hAl,z)x2 +(1+d+ cA,,— Aiz)xy +(b+(y— l)Alaz)yz.
The sufficient conditions for a singular point O(0,0) to be a center in system (1.1)

with two invariant straight lines were determined in [6]. The presence of a center was
proved by using the method of Darboux integrability and the rational reversibility.

The problem of the center was solved for cubic system (1.1) with two invariant
straight lines and one invariant irreducible conic in [4]; with two parallel invariant
straight lines and one invariant cubic x* + y° + ay,x° +a, x°y +a,xy” +a,y° =0in [7].

The problem of the center was solved in [8] for a nine-parametric cubic system
that can be reduced to a Liénard type system.

3. Conditions for the existence of one elliptic cubic curve
In this paper assuming that one set of conditions (I) - (IV) holds, we shall
determine the conditions under which the cubic system (1.1) has an elliptic cubic curve of

the form
D(x,y) = a30x3 + a20x2 + a0 X+ ag, — y2 =0, 3.1)

with ay,, a,y, a,4, @y, € R and aya,, #0.
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By Definition 2.1, an algebraic curve (3.1) is an invariant cubic curve for (1.1) if
and only if there exists a polynomial Ky, (x, ) = Cyyx” + ¢, XV + Coo )’ +C1oX + o,V » With
real coefficients, such that the following identity holds

(Basx” +2a30x + ayy) - P(x,9) = 2 - O(x, ) = @(x,) - Ko (x,) . (3:2)
Identifying the coefficients of the monomials x'y”’ in (3.2), we reduce this identity
to a system of 18 equations {F; =0} for the unknowns a, a,, a9, dg, ¢; - We find that
¢ =0,cy =-2b,c,y =3k, c;; =3m, ¢y, =3p, a,, =—2bay,,
r=0, 2l+3p =0, 2n+3m=0, 3k+ 2ab=0, [-bf=0 (3.3)
and a,,, a,,, a,, are the solutions of the following algebraic system:
Fy, =9%aa,, +2aba,, =0,
F,, =@2b+3c)ay, —ma,, +2s =0,
F,, =9 fa,, + 2bfa,, — 6ab+6q =0,
F,, = 6aa,, —8ab’a,, =0, (3.4)
F, =3a,, +2(b+c)a,, +4bmay, +2g =0,
Fy =3 fay, —4b fag, +3d =0,
F,, =2a,, — (4b> + 2bc +3m)a,, +2 = 0.

We solve the system (3.4) assuming that one set of conditions (I) - (IV) holds. In
this way we determine the conditions for the existence of two invariant straight lines and
one invariant elliptic cubic curve of the form (3.1).

Theorem 3.1. The cubic system (1.1) has two distinct invariant straight lines
[,=0,l, =0 and one invariant cubic ® =0 of the form (3.1) if and only if one the

following eight sets of conditions holds:
(1) a=d=f=k=l=p=gq=r=0,n=312b+c)(b+c),
m=-22b+c)b+c),s=(4b> +4bc+2bg+3cg)/3;
(1) a=d=f=k=l=p=q=r=0,n=b(2b+3c)/3,
m=-2b(2b+3c)/9,s =(3g—3c—2b)(2b+3c)/9;
(i) a=d=f=k=Il=p=q=r=0,n=-3m/2;

(iv) a=k=r=0,f=d,g=b+c, m=-2b(2b+3c)/9,q=>bd/3,
[=bd,n=b(2b+3c)/3, p=(-2bd)/3,s =b(2b+3c)/9;

(v) d=r=0,c=(=7b)/3,f =a, g =(-4b)/3,1 =q = ab, m = (-8b*)/9,
n=(4b>)/3,k = p=(-2ab)/3, s = (4b*)/9;

i) a=k=r=0,d=f=-1, g=0Bc—-b)/3,m=-2(bc+2)/3,
l==b,n=bc+2, p=(2b)/3,qg=b,s=—bc—2,b> =3;
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(vii) a=k=r=0,g=Bc—b)/3,d =b(b> —3bc—24)/(21b+9c),
g = (5b°c —2b* +3b°c* +27b* —6bc —9c¢*)/(21b +9c¢),
m=2(b*>—3bc—9)/9,n=(9+3bc—b*)/3, p=(2b)/3,
[=-b,s=(2b’ —5b°c—3bc* —20b—12¢)/(7b +3c),
f=-1, 196 —=33b°c—63bc* —252b—-27¢c —108¢ =0;
(vili) d=r=0,a=s=2/3, c=(=7b)/3, f =—1, g =(—4b)/3, k =(—4b)/9,
l=-b,m=2,n=-3, p=q=(2b)/3,b> =3/2.

Proof. To prove Theorem 3.1, we solve the system (3.4) assuming that one set of
conditions (I) - (IV) holds.

In Case (I) the equations of (3.4) yield d = ¢ =0 and the system (3.4) becomes
F,, =@2b+3c)ay, —ma,, +2s =0,
Fy, =3a,, +2(b+c)ay, +4bmay, +2g =0,
F, =2a,, — (4b” + 2bc+3m)ay, +2 = 0.
We find a,, from F,, =0 and a,, from F, =0, then F;; =0 looks
F,,=42b+3c)(b+c—g)+6m+12s - f, f,a,, =0, (3.5)
where f, =4b> +6bc+2c”> +m, f, =4b> +6bc+9m.
If £, =0, then (3.5) implies
m=-22b+c)b+c), s=(4b> +4bc+2bg +3cg)/3
and we obtain the set of conditions (i) of Theorem 3.1. The invariant curves are
L=2(b+c)x+1=0,,=2b+c)x—-1=0,
D =2(g —c—b)x’ +3(x* +y°) —3(2bx + 2cx +1)(2bx +cx—1)’a,, =0
and have the cofactors
K, =20b+c)2bx+cx—-1y, K, =—(2b+c)2bx+2cx+1)y,
Ky =-2by—6(2b+c)(b +c)xy.
If £, =0, f, =0, then (3.5) implies
m=-2b(2b+3¢c)/9, s=Bg—3c—2b)(2b+3c)/9.
In this case we get the set of conditions (ii) of Theorem 3.1. The invariant curves are
L, =2b+3c)x+3=0,1, =2bx—-3=0,
@ =18(g —c—b)x’ +27(x> +y*) +(2bx—3)’a,, =0
and have the cofactors
K, =y(3-2bx)(2b+3c)/9, K, =-2by(3(cx+1)+2bx)/9,
Ky =-2by((2b+3c)x +3)/3.
Let £, #0, f, #0. In this case the equation (3.5) yields



g =[42D+3c)b+c—g)+6m+12s]/(f,.1>)
and we obtain the set of conditions (ii1). The invariant curves are
l,=2+(ct Vet —4m)x =0, D(x, ) = @y X +ax” +a, X +ay —y° =0,
where a,, =[4(2b+3c)(b+c—g)+6m+12s]/(f.15), a0 =—2bay,,
a,, = (4> +2bc+3m)ay, —2)/ 2, ay, =—2(2bmay, +(b+c)a, +g)/3.
The cofactors of the invariant algebraic curves are
K ,(x,y)=[y(c+2mxtc® —4m))2, Ky =—y(2b—3mx).

In Case (II) the system (3.4) looks
’F40 =9aa,, +2aba,, =0,
F;, =(2b+3c)ay, —ma,, —m =0,
F,, =(a+d)9ay, +2ba,,) + 2bd =0,
F,, = 6aa,, —8ab’a,, =0, (3.6)
F, =3a,, +2(b+c)a,, + 4bmay, +2(b+c) =0,
F, =(a+d)(3a,, —4b’ay)+3d =0,
F, =2a,, — (4b” + 2bc+3m)ay, +2 = 0.

If a=d=0, then (3.6) yields a;, =—a,,(4b> +6b°c+2bc” +Thm+3cm)/3,
a,, = ((4b” +2bc+3m)ay, —2)/2 and (4b° + 6bc+2¢> + m)(4b” + 6bc+9m) = 0.

This subcase is contained in the case (iii) of Theorem 3.1.

If a =0,d # 0, then the equations of (3.6) imply
a,, = (4b%ay, —3)/3, ay, =(-8ay,bh>)/27, m=-2b(2b+3c)/9.
In this subcase we obtain the set of conditions (iv) of Theorem 3.1. The invariant

algebraic curves are
l,= x*+3y° =0, O(x,y)=(2bx—3) ay, +27(x* +y*) =0,
and have the cofactors
K, ,(x,y)=2by(—3—2bx—3cx—3dy)/3, K, =—2by(2bx + 3cx +3dy +3)/3.

If a #0, then from the equations of (3.6) we find
ay, =(8b)/81, ay, =(—4)/9, ay, =(-1)/(3b*),d =0,m =(-8b>)/9, c = (-7b)/3.
In this subcase we get the set of conditions (v). The invariant algebraic curves are
l[,=x>+y"=0, ®(x,y) = (2bx—3)’ =9b(2b—3c)y* =0
and have the cofactors K, (x,y) = —2(2abx* +3aby* +4b*xy —3ax+3by)/3,
K, =—2b3ax’ +3ay” + 4bxy+3y)/3.

In Case (III) the equations F,, =0, F,, =0 of (3.4) implies a,, = (4b’a,,)/3,

ay, =(—2bay,)/9, where b=0. From the relations (3.3) we obtain p=(2b)/3,
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g=(-2b)/3, f =—1, n=bB3c—>b)/3. In this case F;, #0 and the system of algebraic

equations (3.4) is not compatible.
In Case (IV) the relations (3.3) yield f=-1, g=Bc—-3ac—b—ab)/3,

k =(=2ab)/3, s =[(1—a)b* —3bc—3d +9a—12)]/3
and the equations F,, =0, F}, = 00f (3.4) looks
F,, = a(2ba,, +9a,,) =0, F,, =aBa,, —4b’a,,) =0.
Assume a =0, then from equations F}, =0 and F,, =0 we express a,, and ay,
respectively. Then F, = a,,(3—b>)+d +1=0.
If b =3, then d =—1 and we obtain the set of conditions (vi) of Theorem 3.1.
The invariant algebraic curves looks /, =1+ A, x—y =0, , =1+ A4,x—y =0,
D(x,y) = (8bx’ +18bx—36x" —9)a,, —8hx’ +9(x* + ) =0,
where A4,, A, are distinct solutions of the equation 34° + (b —3c)4—3bc—6=0. The
cofactors of these invariant algebraic curves are K, =2y(by —bcx—2x —b),
K, =[Bc—b—34)x* +3A(c — A)xy+3x+3by* +34y]/3.
If a=0 and b* # 3, then from the equations F;, =0, F,, = 0 of (3.4) we find that
ay, = (d +1)/(b> —3), d = b(b*> —3bc—24)/(21h +9c¢).

In this subcase we get the set of conditions (vii) of Theorem 3.1. The invariant algebraic
curvesare [, =1+ 4 x—-y=0, ,=1+4,x-y=0,

D(x, y) = 2(25b* —66b°c —27b°c* —315b> + 54bc+81c?)x” + 54b(b —3c)x +

+9b(72 —7b* + 21bc)x* +27(3¢ —b) + 81(7h + 3¢)y* =0,
where 4,, A, are distinct solutions of the equation

3(7b+3¢)A* + (7b* —9¢* —18bc) A+ 3(2b° —5b*c —3bc* —20b —12¢) = 0.

The cofactors of these invariant algebraic curves are
K., =((3¢—b—3A)x> +(bA—3bc+b*> —9)xy +3x+3by* +34y)/3,
K, =2y(b*x —3bcx+3by —9x —3b)/3.

If a#0, then the equations F,, =0, F,, =0 of (3.4) yield a,, =(4b’a,,)/3,
ay, = (—8b%ay,)/27. We express a,, =1/(3a+b>—1) from F,, =0. Then the equations
of 3.4)imply d =0, c=b(3—a)/(Ba—3), a=(9-2b*)/9, b* =3/2.

In this subcase we obtain the set of conditions (viii). The invariant algebraic curves are
L=1+Ax-y=0, =1+ Ax—y=0, ®(x,y) =8bx’ —36x" +36bx—18 +9y° =0,
where 4,, A4, are distinct solutions of the equation 34” +8bA4+ 6 = 0. The cofactors of

these invariant algebraic curves are K, = 2(3by” —2bx” —3by +9xy)/3 and
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K, =(—(A+4b)x* + (bA+9)xy +3x +3by” +34y)/3.

The proof of Theorem 3.1 is complete.

4. Integrability conditions for cubic system (1.1) with three algebraic curves

Let the cubic system (1.1) have at least two invariant straight lines and one
invariant elliptic cubic curve, i.e. one of the sets of conditions (i) - (vii1) of Theorem 3.1
1s satisfied. In this section, we pay attention to the problem of the center for system (1.1)

and prove that the origin O(0,0) is a weak focus of order at most two.
Lemma 4.1. The following three sets of conditions are sufficient conditions for the origin
to be a center:
(1) a=d=f=k=l=p=q=r=0,n=32b+c)(b+c),
m=-202b+c)b+c), s =(4b> +4bc+2bg +3cg)/3;
2) a=d=f=k=l=p=q=r=0,n=b(2b+3c)/3,
m=-2b(2b+3c)/9,s =3g—3c—2b)(2b+3c)/9,
3) a=k=r=0,f=d,g=b+c, m=-2b(2b+3c)/9,q=>bd/3,
l=bd,n=b(2b+3c)/3, p=(-2bd)/3, s =b(2b+3c)/9.
Proof. In Cases (1), (2) and (3), the cubic system (1.1) has two invariant straight lines
and one invariant elliptic curve. The system has a Darboux first integral of the form

[“L,%20% =C. 4.1)
The first integral (4.1) can be easily constructed by using the identity (2.3) and the
cofactors K, K,, K, of the invariant algebraic curves /, =0, /, =0, ®=0.

InCase(1): oy =L, =2,0,=-1, [, =2(b+c)x+1=0,, =(2b+c)x—1=0 and

D =2(g—c—b)x’ +3(x> +y°) —3(2bx+2cx+1)(2bx+cx—1)’ay, =0.
InCase (2): ,=0,0, =3, 0, =-1, [,=(2b+3c)x+3=0,/, =2bx—-3=0 and

D =18(g —c—b)x’ +27(x> +y*)+(2bx—3)’a,, =0.
InCase 3): o, =a, =L, a;=-1, [, =x+iy=0 and
D(x,y) = (2bx—3)’ a,, +27(x* + y*) =0.
Lemma 4.2. The following set of conditions is sufficient for the origin to be a center
@) a=d=f=k=l=p=q=r=0,n=-3m/2.
Proof. When the set of conditions (4) is satisfied, the cubic system (1.1) has two
invariant straight lines /, , =2+ (c v ¢® —4m)x =0 and one invariant elliptic cubic
D(X, ) = A3yX° + apyx” +ayx+ay, —y° =0,

where a,, =-2ba,,,

ayy =[4(2b +3c)(b+c— g) +6m +12s]/[(4b> + 6bc +2¢” + m)(4b° + 6bc +9m)],
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a,, =[(4b> +2bc +3m)ay, —21/2, ay, = —2[2bmay, + (b +c)a,, +g1/3.
The system (1.1) is Darboux integrable and has an integrating factor of the form

u=1"1"'0. (4.2)

The existence of an integrating factor (4.2) can be easily verified by using the identity

(2.3) with cofactors

K ,(x,y)=[y(c+2mxtc* —4m))2, K, =—y(2b—3mx).
Lemma 4.3. The following set of conditions is sufficient for the origin to be a center:
5) a=k=r=0,d=f=-1, g=Q@Bc—-b)/3, m=-2(bc+2)/3,
[=-b,n=bc+2, p=02b)/3,q=b,s=—bc—2,b* =3.
Proof. When the set of conditions (5) holds, the cubic system (1.1) has three invariant

straight lines
L=l+Ax-y=0,L,=1+4x-y=0,L,=1-bx+y =0,
where A,, 4, are distinct solutions of the equation 34° + (b —3c)4—3bc—6=0 and one
invariant elliptic cubic ®(x, y) = (8bx> +18bx —36x> —9)a,, —8bx> +9(x” + y*) =0.
The system (1.1) has a Darboux first integral
L5 0" =C, (4.3)
where @, = bJVA +b> —3bc—18, a, =bJA —(b> =3bc—18), a, =2bJA, a, =-2bJA

and A=b>+30bc+9c* +72.
The first integral (4.3) was constructed by using the identity (2.3) with cofactors

K., =[Bc—b—-34)x> +3A(c — A)xy +3x+3by* +34y]/3,
K, =[3by* —(2b+3c)x”> — (3bc+ 3)xy — 3by — 3x]/3,
Ky =2y(by —bcx —2x - D).
Theorem 4.1. The origin O(0,0) is a center for cubic system (1.1) with two invariant
straight lines and one invariant elliptic cubic curve (3.1) if and only if the first two

Lyapunov quantities vanish.
Proof. By using the algorithm described in [4], we compute the first two Lyapunov

quantities L, L, for each set of conditions (i)—(viii) of Theorem 3.1. In the expressions
for L, we will neglect the denominators and non-zero factors.

In Cases (i) and (ii) the first two Lyapunov quantities vanish. Then we obtain the
center conditions (1) and (2) of Lemma 4.1.

In Case (1i1) the first two Lyapunov quantities vanish. Then Lemma 4.2.

In Case (1v) the first two Lyapunov quantities vanish. Then Lemma 4.1, (3).

In Case (v) the vanishing of L, gives ¢ =(-5b)/3 and the second Lyapunov

quantity looks L, = ab’ # 0. In this case a singular point O(0,0) is a focus.
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In Case (vi) the first two Lyapunov quantities vanish. Then Lemma 4.3.
In Case (vii) the vanishing of the first Lyapunov quantity gives ¢ =(—4b)/3. The

second one looks L, =5bh> +9# 0 and therefore a singular point O(0,0) is a focus.

In Case (viii) the first Lyapunov quantity looks L, =b # 0. In this case a singular

point O(0,0) is a focus. Theorem 4.1 is proved.
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Rezumat. In prezenta lucrare sunt cercetate principiile metodologice ale conceptului de
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METHODOLOGICAL PRINCIPLES OF THE COORDINATE CONCEPT
Abstract. In the present paper are studied the methodological principles of the concept of
coordinates and it is structured in: short history; linear, algebraic and functional
principles; applications.

Keywords: coordinate system, linear principle, algebraic principle, functional principle,
coordinate method.

1. Scurt istoric

Originile matematicii si, In particular, ale geometriei sunt strans legate de
conceptele de numadr, marime §i forma, care au facut parte din viata cotidiand a
societatilor preistorice. La baza cunostintelor geometrice au fost anumite principii
empirice, determinate de concepte: ca distanta, lungimea, unghiul, aria, volumul. Thales
din Milet (624 - 546 1.H.) a adus geometria in Grecia anticd si a fost primul care a propus
deductia matematicd pentru a obtine noi cunostinte geometrice. Thales a contribuit la
dezvoltarea matematicii, astronomiei, filozofiei si a geografiei, fiind considerat parintele
stiintelor. Geometria analiticd reprezintd o modalitate de abordare a geometriei cu
ajutorul algebrei. Pentru aceasta spatiul cercetat se doteaza cu sisteme de coordonate
carteziene [2, 3, 4, 6, 7].

Meritul principal in crearea conceptului metodei coordonatelor {ii apartine
matematicianului francez René Descartes (1596 — 1650). Pana in zilele noastre a ajuns
urmatoarea istorie care i-a sugerat descoperirea acestei metode. Ocupand in teatru un
anumit loc, conform biletului cumparat, noi nici nu banuim cine si cand a propus aceasta
metodd de numerotatie a fotoliilor dupa randuri si locuri. Idee i-a venit vestitului filosof
si matematician Descartes — in cinstea cui si sunt numite coordonatele dreptunghiulare.
Vizitand teatrele din Paris, el ramanea uimit de invdlmaseala ce avea loc 1n sala la
ocuparea fotoliilor de catre spectatori. Sistemul sdu de numeratie, in care fiecare fotoliu
primea numarul de rand si de ordine de la margine, a nlaturat aceastda invalmaseala si a
produs furori in societatea de elitd din Paris. Descartes a descris stiintific pentru prima

data sistemul dreptunghiular de coordonate in lucrarea ,,Cugetari asupra metodei” (1637).
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De aceea sistemul dreptunghiular/rectangular de coordonate se mai numeste Sistemul
Cartezian de coordonate. In lucrarea sa ,,Geometria” (1637), unde s-a descoperit legitura
dintre algebra si geometrie, Descartes a introdus primele notiuni de marime variabila si
functie. Anume in sistemul cartezian de coordonate si-au gasit interpretarea reald
numerele negative. Un aport esential la dezvoltarea metodei coordonatelor a fost adus si
de catre Piere Fermat (1601-1665), ale carui lucrari au fost publicate insa dupa moartea
sa. Descartes si Fermat aplicau metoda coordonatelor numai in plan. In spatiu, aceasta
metoda a fost aplicatd pentru prima datd de Leonard Euler (1707 — 1783) in secolul al
XVIlI-lea. Aceste lucrdri au avut influente considerabile asupra dezvoltarii geometriei
analitice, a analizei matematice si cartografiei. Ele au permis sd ,,masuram armonia cu
ajutorul algebrei”.

Ideea de a reprezenta numerele sub forma de puncte, iar punctelor sa le pund valori
numerice a aparut inca in antichitate in legaturd cu dezvoltarea astronomiei, geografiei si
a picturii. Primele aplicatii ale coordonatelor sunt legate de astronomie si geografie, de
necesitatea de a determina pozitia corpurilor ceresti de pe bolta cereascd si a anumitor
puncte de pe suprafata Pamantului, de a intocmi calendarele si hartile geografice. Urmele
aplicatiei coordonatelor dreptunghiulare au fost gasite pe peretii uneia din camerele
funerare din Egiptul Antic. In cartografie conceptul de sistem de coordonate a fost
implementat de catre Thales. Anaximandru (Anaximandros) din Milet (610 — 546 1.H.),
matematician si filozof grec din scoala ionica, este considerat primul alcétuitor al hartii
geografice. El a descris, destul de exact pentru acele timpuri, latitudinea si longitudinea
locului, utilizand proiectiile ortogonale. Aceste idei au fost dezvoltate de Eratostene din
Cyren (276 — 195 1.Hr.), matematician, poet, geograf si astronom antic grec, fondatorul
geografiei matematice. Mai mult cu 100 de ani 1.H. Hipparh (sau Hipparchus, 190 — 120
i.H.) a propus paralelele si meridianele pe harta globului Pamantesc, care sunt cunoscute

in zilele noastre drept coordonate geografice: latitudinea si longitudinea notate cu

numere. Faptul cd v2 nu este numir rational a adus la diferentierea algebrei de
geometrie, care §i a Impiedicat dezvoltarea conceptului geometric de sistem de

coordonate pana la lucrarile lui Descartes.

2. Rolul teoretic al sistemului de coordonate

Din punct de vedere formal, sistemul cartezian de coordonate in spatiu permite ca
fiecarui punct M sa 1 se asocieze un triplet de numere (x, y, z), numite coordonatele
punctului M, notate: M = (x, y, z) sau M(x, y, z). Aceastd asociere satisface urmatoarele
principii:
Principiul 1 (Unicitatea si Existenta). Coordonatele punctului se determind in mod
unic.
Principul 2 (Reversibilitatea). Coordonatele determind in mod unic punctul, adica

pentru orice triplet de numere (x, y, z) existd un unic punct cu aceste coordonate.
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Principiul 3 (Masurabilitatea si ordinea punctelor). Existd o unitate de masurd a
lungimii fatd de care numairul d(4,B) = ((a — p)* + (b — q)* + (c — r)*)"? este egal cu
distanta dintre punctele 4 =(a, b, ¢) si B = (p,q. r). Punctul M este situat intre punctele 4
si B, dacd si numai daca punctele M, A, B sunt diferite si d(4, M) + d(M, B) = d(A4, B).
Principiul 4 (Coliniaritatea). Fie 4 =(a, b, ¢) s1 B = (p, q, r) doud puncte diferite.
Dreapta (4B) ce trece prin punctele 4 si B este formata din totalitatea punctelor M(A4,
B, ty=(tp—a) +a t(g—b)+b, t(r —c)+c),t € R, unde R este totalitatea numerelor
reale. Totalitatea punctelor [A4, B) = {M(4, B, f): t € R, t > 0} este semidreapta cu
originea A ce trece prin punctul B, iar (4, B] = {M(4, B, t): t € R, t <0} este a doua
semidreaptd cu originea A situata pe dreapta (4AB). [4, B] =[A4, B) N (4, B] = {M(A4, B,
1):t eR,0<t<1} estesegmentul cu extremitatile 4 si B.
Principiul 5 (Coplanaritatea). Fie 4 = (a, b, ¢), B=(p, q,r) si C = (u, v, w) trei
puncte necoliniare (care nu sunt situate pe o dreaptd). Atunci planul (4BC) este format
din totalitatea punctelor M = (x, y, z) coordonatele carora satisfac ecuatia:
x—a y—b z-c
detlp—a q—b r—c|=0. (2.1)
u—a v—b w-—c

Patru puncte 4, B, C, D se numesc coplanare, daca existd un plan a ce le contine.
in caz contrar, punctele sunt necoplanare.

Proprietatile numerelor reale permit sa stabilim cd spatiul coordonat conform
principiilor enumerate mai sus satisface Axiomele lui Hibert ale spatiului Euclidian
tridimensional §i viceversa: Axiomele lui Hibert ale spatiului Euclidian tridimensional

permit s coordonam spatiul Euclidian tridimensional [1, 4, 5].

3. Principiile liniar, algebric si functional

La cercetarea figurilor prin metoda coordonatelor se evidentiazd urmatoarele doud
probleme (vezi [2, 3,4, 6, 7]):

1) determinarea ecuatiei figurii dupa proprietatile ei;

2) dupa ecuatia data a figurii de cercetat proprietdtile geometrice ale ei (problema
inversa).

Problemele referitoare la determinarea punctelor planului realizeazd ambele
scopuri de cercetare a metodei coordonatelor. In cursul preuniversitar de geometrie
metoda coordonatelor permite sd demonstram si sd rezolvam probleme mai rational decat
prin metodele geometriei sintetice.

La rezolvarea problemelor prin metoda coordonatelor poate sa apara numai un
obstacol geometric. Una si aceeasi problema se poate interpreta analitic Tn mod diferit, In
functie de sistemul de coordonate ales. Alegerea unui sistem de coordonate convenabil ne

va permite numai experienta suficienta.
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Pentru a rezolva probleme de tipul intdi si doi prin metoda coordonatelor, este
necesar de respectat urmatorul algoritm:

Pentru problemele de tipul intdi (probleme despre determinarea ecuatiei figurii
date):

1. Evidentierea proprietatii caracteristice a figurii date, adica evidentierea unei asa
proprietati geometrice a ei, care satisfac numai acele puncte ale planului care ii apartin
figurii.

2. Alegerea pe plan a sistemului rectangular cartezian.

3. Scrierea proprietatii caracteristice a figurii in limbajul coordonatelor.

Pentru problemele de tipul doi (probleme geometrice care se rezolvd prin metoda
analitica):

1. Traducerea ecuatiei in limbajul analitic.

Pentru spatiul Euclidian n-dimensional E” un sistem de coordonate cartezian
rectangular genereaza o corespondenta dintre punctele spatiului si sistemele ordonate de
n numere (X1; x2; ...; Xn).

Aceastd corespondenta este In concordanta cu anumite principii: principiul liniar,
principiul algebric si cel functional.

Principiul liniar permite ca:

1. Planul (n + 1)-dimensional sau hiperplanul sd se reprezinte printr-o ecuatie

liniara:
awxi taxo+ ...t axn+an+1=0. (3.1)
2. Planul £-dimensional sa se reprezinte printr-un sistem de (n—k) ecuatii liniare:
¥ etz T aamy¥n F Anen = O
Lo e 62

3. Dreapta ca plan unu-dimensional sd se reprezinte parametric prin n-ecuatii

liniare:

Xy =ayt+ by,
Xy = a,t + b,

n = @nt + b (3.3)
Principiul algebric ne permite sa reprezentdm suprafetele algebrice prin polinoame de »
variabile:
zk:az-xin':i’ij x:n':z’i:' ...x:[”‘q =0.
i=1 (3.4)
Gradul ecuatiei (3.4) este numarul
mp{mlilﬂ + M+ Mg pil < k}’ (3.5)

care reprezintd si ordinul suprafetei algebrice. Hiperplanele sunt suprafetele de ordinul

intai cu ecuatiile (1).
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Principiul functional ne permite sd prezentdm orice suprafatd printr-o ecuatie

implicita
F(xi; x5 ...; x4) = 0. (3.6)
Curbele se prezinta prin n ecuatii de un parametru:
xy = fi(t)
xz = fz(t)
Xy = frth (3.7)

Aceste momente ne permit sa studiem obiectele geometrice prin metoda
vectoriald, metode algebrice si metode functionale.

Reprezentarile geometrice sunt un instrument favorabil in analiza diverselor
probleme practice si deci metoda coordonatelor impreund cu metoda reprezentarilor
geometrice devin un instrument puternic in cercetarea si rezolvarea problemelor teoretice
si practice. Prin urmare, teoria spatiilor vectoriale joaca un rol important la rezolvarea
problemelor geometriei analitice.

4. Aplicatii

Ne punem scopul sa indicdim cum se aplicd metoda coordonatelor la rezolvarea
problemelor si demonstratia teoremelor. Rezolvarea pur geometricd a acestor probleme
necesita deseori constructii foarte complicate, iar metoda coordonatelor ne permite de a
face acest lucru mai simplu.
Problema 1. Demonstrati teorema lui Stewart: daca este 4

dat un triunghi ABC si un punct D, situat intre punctele B

si C, atunci este justa egalitatea: i
AB* DC+ AC* BD — AD*- BC=BC-DC-BD. (4.1) p
Demonstratie. Consideram un sistem rectangular F n c

cartezian de coordonate (vezi figura 1). Sa notdm
coordonatele punctelor 4, C si D: A(a; b), C(c; 0),
D(d; 0). Atunci BC = ¢ s1 BD = ¢ — d. Calculam toate marimile din egalitatea (4.1). Se
obtine:

Figura 1.

AB2 =@+ b2, BC=c, AC*=(a— ¢+ b, BD=d, ° B
AD?=(a—d)y*+b*, DC=c—d.
Substituind aceste expresii in formula (1), - Le &
obtinem: \L/ﬂ
AB?- DC+ AC* BD — AD?*- BC = (a* + A N
(e —d)+ (a— P +b)d - (@—dpP+ b= 2 >
= a’c — a*d + b’c — b*d + a’d — 2acd + c*d+ : a
Figura 2.

+ b%d — a*c + 2adc — d*c — b*c =
=c*d—d’c=cd(c—d)=BC-DC - BD.
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Problema 2. Fie ABCD un patrulater arbitrar, iar K §i L corespunzator mijlocurile
diagonalelor AC si BD. Demonstrati teorema lui Euler:
(AB* + BC? + CD? + DA?) —
— (AC? + BD?*) = 4KL>.

Demonstratie. Sa consideram patrulaterul ABCD 1intr-un sistem rectangular cartezian de
coordonate (vezi figura 2).

Admitem ca varfurile patrulaterului au coordonatele: A(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; 13),
D(xs; ys). Deoarece punctele K si L sunt mijlocurile segmentelor AC si BD, respectiv,

atunci;

2 7 2 ) 2 72

Utilizand formula distantei dintre doud puncte, obtinem:
(4B> + BC* + CD* + DA?) — (AC* + BD?) =
= (2 —x1)* + 2=y + (3 —x2)’ + (13— 2)* + (e —x3)* + (4 —3)° +
+ (s —x1)? + (= y1)* = (3 —x1)* = (13 = y1)* — (x4 —x2)* — (ya — y2)* =

=xf+ x3 x5+ xl— 200 T X2x3 + X3%4 + X4X1 — X1X3 — X2X4) +

YLty Y= 2002 + yays + yaya + yays — iy — yaya).
Aceeasi expresie se obtine si pentru 4KL>.
Problema 3. Aflati multimea tuturor punctelor, pentru fiecare dintre care diferenta
patratelor distantelor pana la doud puncte 4 si B este 0 marime constanta .

Rezolvare. Alegem sistemul dreptunghiular de coordonate, cum este indicat in figura 3.

Daca 4B =a, atunci 1n sistemul dat A(0; 0) ;
Fie M(x; y) un punct arbitrar al g 4
. . g
planului. Atunci i
AM? = x> + 3% i MB? = (x — a)* +)*. Al ¢ B ;
Pentru ca punctul M(x; y) sa apartind locului !

geometric de puncte cdutat este necesar si
suficient ca Figura 3.

CHy-((x-a)P+y)=q,

2+ —x?+2ax —a*—-y* = a,

2

2ax=a+a* x= ata

2a
Aceasta ecuatie determina o dreapta paraleld la axa (Oy) (perpendiculara pe 4AB) la

2
. + 9 - . g : g :
distanta % . Aceasta dreapta intersectd semidreapta 4B, dacd a + a* > 0, trece prin
a

A, dacd a + a*> = 0 si intersecteaza semi-dreapta complementard, dacd a + a*> < 0
(dreptele 11, L2 si 13).
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Observatie. Dacd o = 0, atunci locul geometric de puncte consta din acele i numai acele
puncte M pentru care AM > — BM ? = 0 sau AM = BM. Am obtinut cunoscuta teorema:
multimea tuturor punctelor egal departate de la doua puncte A si B este mediatoarea
segmentului AB (dreapta ls).

Problema 4. Pe dreapta 4B, ce trece prin centrul O

. o o - ¥
a unui cerc, sunt depuse In ambele parti de la

Mz, v)
centru segmentele 04 = OB = 2R, unde R este raza '}%
cercului (vezi figura 4). De demonstrat cd suma z O " T
patratelor distantelor de la orice punct al cercului \_/

pana la punctele 4, B este de cinci ori mai mare

decat aria patratului inscris 1n acest cerc. Figura 4.

Demonstratie. Introducem un sistem rectangular cartezian de coordonate, asa cum este
indicat in figura 4. Atunci: 4(2R; 0), B(-2R; 0). Fie M(x; y) un punct arbitrar al cercului,
atunci

AM? = (x —2R)*> +y* si BM > = (x + 2R)* + ).
Prin urmare,

AM?+ BM? = (x —2R)*> +y? + (x + 2R)* + y*> = 2(x* + y*) + 8R>.

Deoarece punctul M apartine cercului, atunci x*> + y> = R%. Aria patratului inscris in cerc
este egald cu 2R?. Asa dar,

AM?*+ BM?=2(x*+y*) + 8R* =2R*+ 8R* =

= 10R*=5-2R%

Problema 5. Functia f{f) este reprezentata grafic
pe intervalul ¢ € [0; 9] (vezi figura 5). Alcatuiti
expresiile analitice ale ei.
Rezolvare. Graficul functiei f(r) reprezentatd in
figura 5 poate fi notat cu segmentele de drepte
[OA], [AB], [BC], [CD] si [DE] (vezi figura 6).
Pentru a alcatui expresiile analitice ale functiei
() este necesar de alcatuit ecuatiile segmentelor

acestor drepte, utilizand formula:

Y=V _ X=X

Vo= X, =X

Fiecare segment se va cerceta aparte.

1) Segmentul OA este dat pe intervalul ¢ € [0; 2)
si el coincide cu axa absciselor (Ox). Deoarece
axa absciselor are ecuatia y = 0, atunci pentru

segmentul OA4 putem scrie:
ft)=0,daca 0 <¢<2.

Figura 6.
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2) Segmentul 4B este dat pe intervalul ¢ € [2; 4) si, conform graficului, el trece prin
punctele A(2; 0) si B(4; 6). Scriem ecuatia dreptei AB:

S-S _t=t, f-0_1-2

fi—f, t,—t, 6-0 4-2

%zt;2 sau f=3(t—2),de unde f=3¢-6.

Astfel, ecuatia segmentului 4B ia forma:
ft)y=3t—6,daca2 <t <4.
3) Segmentul BC este dat pe intervalul ¢ € [4; 6) si, conform graficului, el este paralel cu
axa absciselor. Ecuatia dreptei paralele cu axa absciselor este un caz particular al ecuatiei
dreptei cu coeficient unghiular si are forma: y = b. Din figura 6 rezultd ca el trece prin
punctele B(4; 6) si C(6; 6). De aceea ecuatia segmentului BC are forma:
ft)=6,daca4 <t<6.
4) Segmentul CD este dat pe intervalul ¢ € [6; 7) si trece prin punctele C(6; 6) si D(7; 2).

Scriem ecuatia dreptei CD:

f_fc _ (-t . f_6_t_6.

fo—fo t,—t. 2-6 T1-6
f—-6 t-6 B _
I f=6=—4(r-06);
f—6=—4t+24; f=30—4t¢
Prin urmare, ecuatia segmentului CD are forma:
AH=30—-4¢,daca6<r<7.
5) Segmentul DE este dat pe intervalul ¢ € [7; 9] si trece prin punctele D(7; 2) si E£(9; 0).
Scriem ecuatia dreptei DE:

Sty _ =ty f2_ T
fi—f, t,—t,  0-2 9-7
f=2 -7 B _
Ty T f=2=-1-(@-7);
f-2=—t+7, f=9—1.
Deci, ecuatia segmentului DE primeste forma:
f()y=9—t,daca7<t<09.

Cercetand aparte toate segmentele functiei f{¢), datd grafic pe intervalul ¢ € [0; 9],

scriem expresiile analitice ale ei:
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0, pentru 0<7<2,
3t—6, pentru 2<¢<4,
f(¢t)=16, pentru 4<t<6
30—-4¢, pentru 6=<¢<7,
9—1t, pentru 7<¢<09.
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Rezumat. In aceastd lucrare se construieste simbolul operatorilor integrali singulari cu conjugare
complexd. Se demonstreaza cd simbolul este o matrice de ordin variabil: in punctele unghiulare ale
conturului de integrare ordinul este egal cu patru, iar in celelalte puncte ordinul este egal cu doi.
Conditiile noetheriene si indicele operatorului se exprima prin determinantul simbolului sau.

Cuvunte cheie: operator integral singular, operator noetherian, simbol.

NOETHERIAN CRITERIA FOR SOME SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS
WITH COMPLEX CONJUGATION

Abstract. In this paper we construct the symbol of singular integral operators with complex conjugation.
It is proved that the symbol is a variable matrix: its order is equal to four at the corner points of the
contour of integration and is equal to two in other points. The Noetherian conditions and the index of
operator are expressed by the determinant of its symbol.

Keywords: singular integral operator, noetherian operator, symbol.

I. Introducere

Fie I' un contur orientat, inchis si de tip Liapunov pe portiuni, care imparte planul
complex in domeniile F*si F~ (oo € F‘), t,,...t,— punctele unghiulare ale conturului T’
cu unghiurile 6, , formate in aceste puncte de tangentele laterale la T". In spatiul L, (T, p)

considerdm ecuatia integrald singulara

(Aco)(z)=al(z)co(r)+az(r);I A de 4 a1 )p®O+ ()| X% ()

’Z' —
n ﬁk . .o . A .
unde p(t)=11lt-t| (-1<B.<p-1)sia,) (j=1234) sunt functii continue in orice
k=1
punct ,# €T cu exceptia punctelor #, (k=1,...,n), in care existd limitele finite a(¢, £0). In

cele ce urmeaza este comod ca operatorul, generat de ecuatia (1), sa fie scris sub o alta

forma. In acest scop facem urmitoarele notatii:
a(t)+ay(t)=a(t), a(t)=ay(t)=b(1),
a,(t)+a,(t)=c(t), a,(t)—a,(t)=d(t),
(Vo)()= @(t)(1), P=(1+S)/2 §i O=1-P,
unde S este operatorul integral singular cu nucleul Cauchy,

(Sgp)(t)=%‘|‘(:(—_rt)dr (1el).

Cu aceste notatii operatorul (1) se scrie sub forma
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A=aP+bQ+(cP+dOyW . 2)

Operatorul 4 devine liniar in spatiul L p(l“, p) dacd acest spatiu este considerat
peste campul numerelor reale. Notam acest spatiu prin Zp (T,p).

In cazul conturului Liapunov operatorul 4 a fost studiat in monografia [1]. In
determinarea conditiilor noetheriene pentru operatorul (2) un rol important I-a jucat faptul
ca in cazul conturului de tip Liapunov operatorul VSV +S este compact in spatiul

L, (T, p). Asa cum se aratd in aceastd lucrare, dacd conturul T are puncte unghiulare,

atunci operatorul VSV +S nu mai este compact si rationamentele din lucrarile mentionate
mai sus nu pot fi aplicate. In plus, se demonstreaza ci insesi conditiile noetheriene pentru
operatorul A depind si de marimile unghiurilor de pe conturul T".

In aceasti lucrare se construieste simbolul operatorilor integrali singulari cu
conjugare complexd de forma (2). Se demonstreaza ca simbolul este o matrice de ordin

variabil: in punctele #, (k =1,...,n) ordinul este egal cu patru, iar in celelalte puncte acest

ordin este egal cu doi. Simbolul mai depinde de coeficientii operatorului, de spatiul

L, (T, p) si de marimile unghiurilor de pe conturul de integrare. Conditiile noetheriene si

indicele operatorului 4 se exprimd prin determinantul simbolului sdu. Se stabilesc
anumite relatii dintre operatorii de forma (2) si problemele la frontiera de tip Riemann

[1-3] pentru functii analitice.

Rezultate similare sunt obtinute si pentru operatorii ZHA x> unde 4, sunt
j=lk=1 /

operatori de forma (2).

I1. Proprietati ale operatorulul VSV +S

Teorema 1. Fie T un contur inchis de tip Liapunov. Atunci operatorul VSV +S este
compact in spatiul L, (T, p).

Demonstratie. Notam prin T, cercul unitate (T, ={t :|t|=1}) si prin S, operatorul S .

Atunci

(55l =L otk Ly ooy Ly ole)y

i1, wir, T—1 wip, T
Asadar, daca I' este cercul unitate, atunci operatorul VS, )+, este compact in

L,(T',p). Vom considera cazul in care I" este orice contur Liapunov inchis. Fie v. T, > T
o aplicatie care verificd conditiile: existd derivata v'(¢) diferitd de zero si v'(¢) satisface

conditiile lui Holder. Notam cu B:(L,(I",p)—>(L,(T,.p,), unde

po(2)=TMz) =z " (Wz)=1,),

operatorul definit prin relatia (Bp)z)=¢(v(z)) (zelo). Atunci
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e f [V(g)'(j)(z)— ;Z}f}(é)df . (3)

Asa cum /(&) este diferitd de zero si satisface conditiile lui Holder, operatorul

BSB™' -5, are (a se vedea [4]) singularitate slaba pe T, xT, si, prin urmare, este compact

in spatiul Lp(l“, p). Deoarece operatorii ¥ si B comutd, din (3) si din cele deja
demonstrate obtinem ca operatorul

B(VSV +S)B™' —VS,V S, 4)

este compact in L (T, p), de aici rezultd cd si ¥SV'+S de asemenea este compact in

L, (T, p). Teorema este demonstrata.

O alta demonstratie a acestei teoreme poate fi gasita in [1, p.36].

Sa ardtam cd afirmatiile teoremei 1 sunt false daca conturul I' are puncte
unghiulare. Sa presupunem, de exemplu, ca I' >T,UT,, unde T, si I, sunt segmente de
dreapta care unesc punctul z=0 cu z=1 i, respectiv z=0 cu z=i. In punctul z=0el’
conturul formeaza un unghi de masurd /2. Vom ardta ca in acest caz operatorul
VSV +S nu este compact in L,(I"). Admitem, prin absurd, ca VSV +S e T (L,(T)). Fie X
functia caracteristicd a lui T, si M =X(VSV +S). Vom ardta ¢ M ¢T(L,(T)) si, in
consecintd, vom obtine o contrazicere.

in spatiul L,(T") si consideram sirul {p, (¢)} de functii definit prin relatiile

1
\/;, pentru te{o,—} K
o, (t)= " . neN.
0, pentru teF\[O;—}
n

Avem | =1. Vom arata cd din sirul w, = Mg, nu se poate extrage niciun

P

Ly(T)

subsir convergent. In baza definitiei operatorului M avem

(M¢n)(t)=X(t)(VSV+S)¢n=X(t)_\/; (e

Tl T—1t 1T—1

1/n
f If t)(r i

Prin urmare,

o =l arl-
ol o= =)
1 117 p=2, 1 P24 1Y =2
:cpn"’/zjarctg—t dt<c,n? f(arctg;) dt< c,n? j(arctg;j dt=cn?,
0 n 0 0

unde ¢, si ¢, sunt constante ce depind numai de p . De aici rezultd ca

lim ||Mgon

n—a (r)

=0, pentrul < p<2.
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Astfel, daci sirul w, = Mg, (e L,(T")) ar contine un subsir convergent, atunci acest

subsir ar converge in mod necesar la zero. Insa

Vo iz(r) - ”M

~n ~ 1
>c [arcg® dt>5f arctg’ dt>0
0 0

de unde rezultd ci {y,} nu contine niciun subsir convergent in spatiul L,(I'). Asadar,

operatorul M nu este compact in spatiul Z,(T).

III. Criterii noetheriene

Vom stabili c¢d conditiile in care operatorul de forma (2) (si operatorii mai
complicati) sunt de tip Noether se exprima cu ajutorul determinantului simbolului. De
aceea vom defini mai intdi simbolul operatorilor af, P, Q si V. Notdm prin a(z,&), P(t,&)

, Qt,&) 51 V(1,&) (reT,—o0< & <) simbolurile respective ale acestor operatori. Punem

a(()t) (()t)‘ pentrutel“\{tl,..,tn}
a
alz, +0) 0 0 0
t.¢)= 4
YT @
0 0 a(t _0) , pentrut =t, (k=1,..,n),
k
0 0 0 alt, —0
1
OH pentru t eT\{t,,...t, }
2 0 0 0
Pho)=1 Zg » 0 (%)
e ) 0 » g , pentrut=t, (k 1, ,n)
k k
0 —z,fk 0 z,f”
unde zk:exp(§+iﬂ) (—0<E<+0).
p
1 0
0 , pentru teF\{tl,...,tn},
Q&)= E()~P(1&) incare ()= | 1 (©)
= =1..,n)
¢ 0 1 O,penlrut t, (k=1,..n)
0 0 01
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In sfarsit,

01 rutelT\{t,...t,}
A E pentrut €'\t §,
01 00
re)=l o . (7)
00 0 l,pentrut:tk (k=1,..n).
0010

Daci operatorul 4 are forma (2), atunci simbolul lui, A(z,£), 1l definim prin relatia

A(t,€) = alt, e Pt &)+ b(t, &)Ut &) + (et )P, &) + d (. &AL EME,€). (8)
Daci a,b,c,d eCP,('), atunci simbolul operatorului 4 e L(L’Z (T, p)) se defineste prin
relatia (8), in care a(z,&) b(z,&) c(t,&) si d(t,&) sunt respectiv matrice de ordinul 2m, sau
4m, definite de egalitatile (4).
Teorema 2. Operatorul

A=aP+bQ+(cP+dQW
(a,b,c,d e CP(F)) este noetherian in spatiul ZP(F, p), daca si numai daca
det At,&)#0(t e, —o0 <& <o),

in prealabil vom demonstra doua leme.

Lema 1. Operatorul A este noetherian in spatiul Zp (T, p), dacd si numai dacd in spatiul

Zf, (T,p)= Zp (T, p)x L » (T, p)este noetherian operatorul

~ aP+bQ cP+dQ )
“evPv +dvov  avev +bVoV|
in plus, IndA:%IndZ.
Demonstratie. Are loc [5] identitatea
X +YW o | 1| w| x Yy ||l 1 (10)
0 xX-yw| 2 -wl\wyw wxw|w -w|

unde X,Y,W sunt orice operatori liniari §1 madrginiti care actioneazd intr-un spatiu
Banach B si W>=1.
In identitatea (10) punem X =aP+bQ, Y =cP+dQ, atunci

- 4 0|
A=H H™', (11)
0 4
unde
A =aP+bQ—(cP+dQW =Lt
‘ ' 2V =

Fie (Mp)t)=ip(t) atunci se verificd imediat cd MAM ' = A4 si afirmatiile lemei

rezultd din egalitatea (11).
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Observatia 1. Fie T de tip Liapunov, atunci in baza teoremei 1 avem VSV =S +1T, si, prin
urmare, VPV =Q+T,, VOV =P+T,, unde T, eT(Zp(F,p)) (j=1,23). De aici rezultd cd

operatorul A diferd de operatorul

i

c

a
_ P+
d b

printr-un termen compact.

Operatorul 4, este un operator integral singular cu coeficienti matriceali continui
pe portiuni. Pentru acesti operatori sunt cunoscute [5] conditiile in care ei sunt de tip
Noether. Aceste conditii constau in faptul ci der 4,(¢,¢)# 0 pentru orice (1,¢)e'xR. Se
observi ci in acest caz det 4,(t,¢) coincide cu der At,¢), definit de egalitatea (8).

Din lema 1 rezulta
Corolarul 2. Fie T de tip Liapunov. Pentru ca operatorul A sa fie noetherian este
necesar §i suficient ca

det A(t,&)#0(t e T~ o0 <& <o)

Lema 2. Operatorul A este local noetherian in punctul t,eT\{t,,...t,}, dacd si numai
daca
det A,(t,&)# 0(—0< & <o0),
Demonstratie. Notim cu u(t,)cT'\{t,,....t,} o vecinitate a punctului #,. Fie T' un contur
inchis Liapunov care contine vecinatatea u(z,). In spatiul Zp (T') considerdm operatorul
B:Zil~3+gé+<55+c7é)V,
unde P=(I+S.)/2, 0=1-P, iar a,b,%,d sunt functii continue pe T, restrictiile
carora pe u(l‘o) coincid cu functiile a,b,¢,d . Evident, operatorii A si B sunt cvasi-
echivalenti in punctul #,. Prin urmare, ambii sunt in acelasi timp locali noetherieni in
punctul #,. Conform corolarului 2, conditia derB(r,,¢)=0( eR) este necesard si
suficientd in care B este local noetherian in punctul ¢,. Asa cum det B(t,&)=det Alt,,¢),

lema este demonstrata.
Demonstratia teoremei. In baza lemei 2, este indeajuns sa ardtdm cd conditia

det A(t,,&)# 0(— o0 < & <o) este necesari si suficienti in care operatorul 4 este noetherian
in punctul ¢,(k =1,...,n).

Presupunem pentru inceput cd n=1. De rand cu conturul T' consideram conturul

r(= T, ), care are de asemenea un singur punct unghiular z de aceeasi masurad 6 =6(z,)
cu proprietatea ca daca z eI, atunci si punctul z eI;. Prin urmare, z, =0. Atunci exista
o aplicatie w: T, - T, astfel incat /()= 0 (t €T}) si satisface conditiile Holder. Notdam cu

B 1,(0.p) > L, () (o) 41— 1 6) =) operatorul



(BoXz)=" olulz))

Avem BaB™' =a,I(a,(z)=a(u(z))) BVB" =V si BSB™ =8, +T,, unde S, =5, si T e
T (Li, (T, p, )) Tinand cont de acestea, obtinem:

a,F +b0, o B +d 0,

BAB™ =|_ _ 3 _
cVPV +d VOV aVPV +bVQ,

T, 12
unde

0 .
B’R :([+Sl)/2’Q1 =I-K s1Te T(Lfv(rl’pl»'

Notam cu W operatorul de translatie, definit prin relatia
(Wp)z)=pleolz)),
unde w(z)=Z(zeT,) Observim cid derivata '(z) este discontinud in punctul z=0, si
@'(+0)=exp(i6,) ,'(— 0)= exp(—i6,). Se verifica usor ca
VSV =wsw (13)
Inlocuind (13) in (12) si utilizind lema 1, obtinem cd operatorul 4 este local
noetherian 1n punctul ¢, dacd $i numai daca aceasta proprietate o are in punctul z=0

operatorul

1

a,P +b0, cB+dpF
CWPW +dWOQW aWEW + EWQIWH '

Operatorul M, este un operator integral singular cu translatia W studiat in lucrarea
[7]. Din aceasta lucrare obtinem ca operatorul M, este local noetherian in punctul z=0,
dacd si numai dacd derM,(0,8)=0(eR). Asa cum der A(t,.&)=det M,(0.&), rezultd ca
pentru n =1 teorema este demonstrata.

Trecem la cazul general. Fie u, =u(t, \cT') o vecinitate a punctului #, ce nu
contine niciun punct ¢, #¢,. Ca si mai sus consideram conturul T, (= T, ) cu un singur

k

punct unghiular z=0 si cu conditia cad Tmpreuna cu orice punct z contine si punctul Zz.
Notim cu g o aplicatie a vecinititii u, pe o vecinitate v, =v,(0fcT,) si, in plus,
1, (t,)=0. Asa cum T si T, in punctul z, si, respectiv, in z=0 formeazi unghiuri de
aceeasi masurd 6,, atunci u, poate fi aleasd astfel incat ()= 0(tcu(t,)) si aceasti
derivatd si satisfaca conditiile lui Holder. Dacid f e CP('), atunci convenim ca prin
f,(zXz€v,(0)) si notim functia f (,u,:l(z)), unde ' este inversa lui g,. Prelungim
functiile ,(z),b,(z) ¢,(z) d,(z) prin continuitate pe conturul T, si le notdm prin aceleasi
litere.

In spatiul L (l"k,| z |/’k) consideram operatorul
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a. b +b,0, o +d.0,
cWPW +dWOQW aWPW +bWOW

k

‘ )

unde (Wop)z)=¢(z) si S, =S,. Operatorul 4, definit de relatia (11), este cvasi-

echivalent 1n punctul ¢, cu operatorul M, in punctul z = O:

T, P, AP,T ~P, MP,,

Hk Uk

unde

(P.o)t)= {¢(t),t el (7.1 )0)- { o)t eu,

0,tel\F, 0, tellu.
Prin urmare, 4 si M, simultan sunt operatori local noetherini (4 in punctul ¢, iar
operatorul M, in z=0). In baza teoremei 2, operatorul M, are aceastd proprietate daci si
numai dacd det M, (0,&)# O(gZ S ﬁ). Rimane si ne convingem ci det M, (0,&)=det A(t,£) si
teorema este demonstrata.
In calitate de consecinti se poate formula urmatorul rezultat

Teorema 3. Fie functiile a,b,c si d apartin multimii CP,(T). Operatorul

A=aP+bQ+(cP+dQWV
este noetherian in spafiul L (T,p), dacd si numai dacd

det A(t,f);é O(t el'fe ﬁ)

Fie operatorul 4 are forma
A= Z;AﬂAﬂ...Ajs,
=
unde 4, =a, P+b,0+ (Cjkp +d ;0 )V(ajk bjcyd; € CF, ()
Definim simbolul operatorului 4 in felul urméator

A= 34,4, 4,(0.2)

unde A4, (s.£) este simbolul operatorului 4,. Cu ajutorul teoremei 2, repetind

rationamentele de la demonstratia teoremei 1, se obtine usor urmatorul rezultat.

Teorema 4. Operatorul A este noetherian in spafiul L (T,p), dacd si numai dacd

det A(t.&)=det 114, (.£)#0,(te TS eR).

IV. Observatii de incheiere
In aceastd sectiune se arati cid conditile in care operatorul

A=aP+bQ+(cP+dQ)V este noetherian depind de prezenta punctelor unghiulare pe

conturul T' si de masura acestor unghiuri.
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In sectiunea 1 s-a demonstrat ci operatorul VSV +S nu este, in general, compact in

spatiul Zp(l“, p). Cu ajutorul teoremei 2 se poate demonstra cd VSV +S e T(Lp(l“, p)),

daci si numai daca conturul T este de tip Liapunov. Intr-adevir, suficienta este stabilita

de teorema 1. Fie I' un contur Liapunov pe portiuni si ¢, un punct unghiular cu unghiul
0, =6(t,X0<6, <x). Amintim ci dacd operatorul VSV +S se presupune compact in
spatiul L, (F,| t—t, " ), atunci operatorul 4, =VSV +S—Al trebuie sa fie noetherian pentru
orice 1eC\{0}.

Simbolul operatorului 4, in punctul ¢, are forma

-4 0 alf)

unde

5 epl(2z-8,)(5+i(1+ f,)/ p)l-ewlb(5 +i(1+ 5,)/ p)]
ep2a(+i(1+4,)/ p)]-1

In baza teoremei 1, operatorul 4, este noetherian dacd si numai dacd

ol£)=

det 4,(t,&)#0(t eT~0<E<o0). In particular, pentru toate valorile lui A care verifica
conditiile

det 4,(t,,&)=0(~00 < & <o)
operatorul 4, nu este noetherian in L, (=1, 1% ) Adica pentru toate valorile 1 =+a(&)
(—oo< &< ) operatorul 4, nu este noetherian. Asa cum 6, # 7, rezultd cd o(£)#0. Am

obtinut o contradictie cu ipoteza.
Simbolul operatorului
A=aP+bQ+(cP+dQ)V
depinde de masurile unghiurilor formate de tangentele laterale in punctele conturului T

Aceasta se vede din definitia simbolului operatorilor P si Q. Dacd consideram
c(t)=d(t)=0, atunci operatorul 4 are forma A4=aP+bQ, si, dupd cum se cunoaste
[3,4,8], conditiile in care el este noetherian nu depind de unghiurile Q(tk ) cu toate ca
simbolul definit in aceastd lucrare depinde, in mod explicit, de 6(z,) In legiturd cu
aceasta, apare firesc intrebarea daca este esentiald dependenta simbolului operatorului 4
de marimile 6(z, Jk =1,...n). Altfel spus, conditiile in care operatorul A(jc(t]+|d(t] aéO)
este noetherian depind intr-adevir de 6, =6(¢,)? Vom arita ci rispunsul la aceasti

intrebare este afirmativ.
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Fie 4= (1+\/§)P+<1—\/§)Q+V.
Daca conturul T" este de tip Liapunov, atunci operatorul 4 este noetherian 1n toate spatiile

T

ZP(F, p). Fie conturul T posedd un punct unghiular ¢, cu unghiul 6(z,)== si p=2.

Atunci simbolul acestui operator in punctul (7,,0) are forma

1 1 1+i O

A(IO’O):l—i o 1 1

0 1+i 1 1
si det A(t,,0)=0. Astfel, operatorul
A=[1+2)P+(1-2)0+V
nu este noetherian in spatiul Z,(I"). Acest exemplu ne arati cd prezenta punctelor

unghiulare influenteazd in mod esential conditiile noetheriene ale operatorului (2).

In incheierea acestei sectiuni considerim problema generalizati la frontiera lui
Riemann, care consti in urmitoarele [9]. Si se determine doud functii analitice ®*(z) ti
@ (z) in F* si, respectiv, in F~ cu urmitoarele proprietiti: pot fi reprezentate in F* si,
respectiv, in  F~cu ajutorul integralei lui Cauchy; valorile la limitdi ®*(¢) si @ () pe
conturul ' apartin spatiului L (T, p); limitele ®*(¢) si @ (¢) la frontiera satisfac
conditiile

(1) = a(t )0 () + ()0 (¢)+(t), (14)
unde a,b,c sunt functii cunoscute. In cazul conturului Liapunov teoremele lui Noether
pentru problema (14) sunt demonstrate in lucrarile [1,2] s.a. Din aceste lucrari se deduce,
in particular, ¢ dacid a,b,c € C(I'), atunci problema la frontierd (14) este noetheriana daca
si numai dacid |a(¢)#0(vzel) In cazul conturului Liapunov pe portiuni are loc
urmatorul rezultat.

Teorema 5. Problema la frontiera Riemann (14) este noetheriana in spatiul ZP(F, p)
daca si numai daca sunt verificate conditiile:
(i) |a(t) >0, Vtel;
276, o,
(i) |alt, ) —|b(thz(%) #0 pentru orice k=1,.,n §i orice tel, unde
k
zo=ep(E+i(1+ B,)/ p), —0<E<m,
Demonstratia se face in mod obisnuit. Cu ajutorul formulelor lui Plemelj si Sohotski de

la problema (14) se trece la o ecuatie integrala singulard cu conjugare complexa, se scrie

simbolul acestei ecuatii, apoi se aplica teorema 2.
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Observam ca in cazul conturului Liapunov pe portiuni conditiile noetheriene

pentru problema (14) depind, de asemenea, de marimile unghiurilor 6, si, in plus, depind

si de coeficientul A(¢), ceea ce nu se observa in cazul conturului Liapunov.

Rezultatele acestei lucrari pot fi extrapolat si la cazul in care conturul este format

dintr-un numar finit de curbe Liapunov pe portiuni fara puncte de auto-intersectie.

V. Concluzii

Metodele algebrelor Banach cu simbol au permis stabilirea criteriilor noetheriene

pentru ecuatiile singulare cu conjugare complexa in cazul conturului de tip Liapunov pe

portiuni. Metodele utilizate si rezultatele obtinute in aceastd lucrare pot fi folosite in

studiul ulterior al operatorilor singulari in vederea largirii clasei de contururi de integrare

(de exemplu cu puncte de auto-intersectie), a spatiilor de cercetare, precum si a

coeficientilor operatorilor.

Bibliografie

1.

Kravcenko V., Litvinchiuk G. Introduction to the Theory of Singular Integral
Operators with Shift. Kluwer, 2012.
Muskelischvili N. Singular integral equations. Moskva: Fizmatgiz, 1962.

. Gohberg 1., Krupnik N. One-dimensional Linear Singular Integral Equations. vol. 1,

Operator Theory 53. Basel-Boston: Birkhduser, 1992.

Krupnik N. Banach Algebras with Symbol and Singular Integral Operators. Operator
Theory, 26. Basel-Boston: Birkhéduser, 1987.

Gohberg 1., Krupnik N. Extension theorems for invertibility symbols in Banach
algebras. Operator Theory, 15. Basel-Boston: Birkhduser, 1992. pp. 991-1008.

Neaga V. The symbol of singular integral operators with conjugation the case of
piecewise Lyapunov contour. American Math. Society, vol.27, Nel, 1983.
pp. 173-176.

Krupnik N., Neaga V. O cHHTYJISIpHBIX OMEpaTopax CO CIABUTOM B CIydae KyCOYHO-
JIAMYHOBCKOTO KOHTYpa. Soobsch. Akad. Nauk Gruz SSR, 76 (1974). c. 25-28.

8. Duduchava R. Integral equations with fixed singularities. Leipzig: Teubner, 1979.

Neagu V. On the Riemann boundary value problem in the case of a piecewise
Lyapunov contour. In: Proceedings of the Fourth Conference of Mathematical
Society of the Republic of Moldova, Chisinau, 2017. pp.305-310.

89



O METODA DE CONSTRUCTIE
A QUASIGRUPURILOR MEDIALE SI NEPARAMEDIALE
Natalia BOBEICA, conf. univ., dr.
Liubomir CHIRIAC, prof. univ., dr. hab.
Universitatea de Stat din Tiraspol

Rezumat. In acest articol este propusa si demonstrata o metoda noua de constructie a quasig-
rupurilor mediale si neparamediale, folosind conceptul de produs direct special al unui grup comu-
tativ.

Cuvinte-cheie: quasigrup medial, quasigrup paramedial, AG-grupoid, AD-quasigrup.

A METHOD OF CONSTRUCTING
MEDIAL AND NONPARAMEDIAL QUASIGROUPS

Abstract. In this paper we develop a new method of constructing medial and nonparamedial
quasigroups, using a special direct product of commutative groups.
Keywords: medial quasigroup, nonparamedial quasigroup, AG-groupoid, AD-quasigroup.

Introducere

Problema constructiilor quasigrupurilor mediale cu anumite proprietati ramane a fi
deschisa la momentul dat in teoria quasigrupurilor.

Autorii au introdus conceptul de produs direct special al unui grup Abelian G si au
demonstrat ca pe multimea G x GG poate fi definita o operatie binara, astfel incat noua
structura algebrica este quasigrup neasociativ, medial si neparamedial.

In lucrarea respectiva a fost examinata urmatoarea problema concreta.

Problema. Fie (G,+) grup comutativ. In ce conditii pe multimea G x G poate fi definiti
operatia binara (o) astfel, incat (G x G, o) este quasigrup neasociativ, medial si neparamedial?

Astfel solutionand problema formulata mai sus, s-a demonstrat ca orice grup comu-

tativ poate fi transformat in quasigrup medial si neasociativ folosind metoda elaborata.

1. Notiuni fundamentale

O multime nevida G se numeste grupoid cu operatia binara notata prin {-}, daca
pentru orice pereche ordonata de elemente (a,b) € G se definegte in mod unic produsul
ab € G.

Grupoidul (G, -) se numegte AD-grupoid daca este satisfacuta legea a - (bc) = ¢ - (ba)
pentru orice a, b, c € G.

Grupoidul (G,-) se numeste grupoid Abel-Grassmann sau AG-grupoid daca ele-
mentele lui satisfac legea inversa la stanga, adica (a-b)-c = (¢-b) - a pentru orice a, b, c € G.

Grupoidul (G, -) se numeste medial daca este satisfacuta legea xy - 2zt = xz -yt pentru
orice x,y, z,t € G [1,2]. Unele proprietati ale quasigrupurilor mediale si paramediale au fost
studiate in [3-10].

2. Constructia quasigrupurilor mediale folosind produsul direct special

Teorema 1. Fie (G,+) grup comutativ. Multimea G x G cu operatia ” o ” definita astfel

(r1,11) © (w2,y2) = (—x1 — Y1 + Y2, —T2 — Y2 + T1).
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Atunci (G x G,0) este quasigrup neasociativ, neparamedial, medial, AG-quasigrup, AD-
quasigrup.

Demonstratie. Vom demonstra ca (G x G, o) este:

. Quasigrup;

. Quasigrup neasociativ;

. Quasigrup medial;

1
2
3
4. AG-quasigrup;
5. AD-quasigrup;
6. Quasigrup neparamedial.
1. Pentru a demonstra ca grupoidul (G x G, o) este quasigrup, este necesar sa aratam ca
ecuatiile ax = b si ya = b au solutii unice in grupoidul dat.

Fie ecuatia ya = b. Fie y = (y1,42), a = (a1,a2) si b = (by,b2). Deoarece ya = b
putem scrie

(y1,42) o (a1, a1) = (b1, b2). (1)

Conform conditiei Teoremei 1 avem

(y1,92) o (a1,a2) = (—y1 — y2 + a2, —a1 — a2 + y1). (2)

Din (1) si (2) obtinem

—y1 — Y2 +az = by (3)
si

—ay; —az +y1 = ba. (4)
Din (4) avem

Y1 = a1 + az + ba. (5)

Substituim in (3) expresia obtinuta pentru y; si obtinem
Y2 = —ba — a1 — br. (6)

Deci y1 = a1 +ag + by si yo = —bo — a; — by.
Vom aréta cd orice altd solutie coincide cu (y1,y2). Presupunem ca (y],45) este o

alta solutie a ecuatiei ya = b. Atunci
(1,42) © (a1, a1) = (b, ba). (7)
Conform conditiei Teoremei 1 avem
(1,2) 0 (a1,a2) = (=y1 — yo + a2, —a1 — a2 +y1). (8)

Din (7) si (8) obtinem
—y1 — Yo+ az = b (9)

si
—a1 — as + yll = bo. (10)
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Din (10) avem
y1 = a1+ az + by. (11)

Substituim in (9) expresia obtinutd pentru ¥ si obtinem
Yy = —ag — by — b1 (12)

Deci y; = a1 +az + bz 1 yh = —b1 — by — ay.

Din (5) i (11) am obtinut y; = y}. Din (6) si (12) avem y2 = .

Din cele de mai sus am obtinut ca ecuatia ya = b are o singura solutie.

In mod analog procedim cu ecuatia ax = b. Fie x = (x1,22), a = (a1, a2) si b =

(b1, b2). Deoarece ax = b putem scrie
(a1,a2) o (x1,22) = (b1, b2). (13)
Conform conditiei Teoremei 1 avem
(a1,a2) o (z1,22) = (—a1 — ag + x2, —x1 — 2 + a1). (14)

Din (13) si (14) obtinem

—a1 —ay + 19 = by (15)
si

—x1 — 22+ aj = bs. (16)
Din (15) avem

To = aj + ag + by. (17)

Substituim in (16) expresia obtinuta pentru 3 si obtinem
x1 = —ag — by — by. (18)

Deci x1 = —ag — by — by si 22 = a1 + as + by.
Vom arita ci orice altd solutie coincide cu (x1,z2). Presupunem ca (), 25) este o

alta solutie a ecuatiei ax = b. Prin urmare,
(a1,a2) o (2, 25) = (b1, bo). (19)
Conform conditiei Teoremei 1 avem
(a1,a9) o (z,25) = (—a1 — as + o, —2) — 2 + a1). (20)

Din (19) si (20) obtinem

—a; —ag +xh = by (21)
si

—y —xh +a; = bs. (22)
Din (21) avem

JZ/2 =a; + as + by. (23)
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Substituim in (22) expresia obtinuta pentru z/, si obtinem
x’l = —bQ — bl — ag. (24)

Deci ) = —ag — by — by si 2, = a1 + az + by.

Din (17) si (23) obtinem z2 = . Din (18) si (24) obtinem z; = 2. Din cele de mai
sus am primit ca ecuatia ax = b are o singura solutie.

Deci grupoidul (G x G, o) este quasigrup.
2. Vom arata ca in (G x G,o) nu se indeplinegte legea asociativa, adica (ab)c = a(bc).
Notam a = (z1,91),b = (2,2), ¢ = (3,y3). Deci, ((z1,51) o (22, 42)) © (#3,43) = (1, 41)°

O((x27 y2) o (.1'3, y3))
Aplicand legea din Teorema 1 pentru ((z1,y1) o (x2,92)) o (z3,y3) avem

((z1,y1) o (w2,y2)) o (23,y3) = (—x1 — Y1 + Y2, —T2 — Y2 + 1) 0 (23,Y3) =

=@ +y—e+rotyp—r1+Yys,—23—Y3—T1 — Y1 +Y2) =
=(y1 +22+y3,—23 — Y3 — 1 — Y1 + Y2). (25)

In mod analog procedim cu (z1,y1) o (22, 42) o (3, 43)) si obtinem
(z1,91) © (w2, y2) © (23,3)) = (x1,51) © (=22 — Y2 + y3, —¥3 — Y3 + 72) =

=(—r1—y1—w3—ys+ 2,22+ Y2— Y3 — a3+ Y3 — T4 + 1) =
= (—z1—y1 — 23— Y3, ¥2 + 23 + 1). (26)

Din (25) si (26) observam ca nu se indeplineste legea asociativa.
3. Demonstram ca (G x G, o) este medial, adica are loc legea zy - 2t = = xz - yt. Notam

v = (r1,y1),y = (v2,42),2 = (23,93),t = (v4,y4), atunci ((z1,y1) - (v2,92)) - ((23,¥3)-
-(x4,y4)) = ((:131,y1) : (x?ny?))) : (($27y2) : ($47y7>)' Aplicém legea din Teorema 1 pentru
((z1,91) - (z2,92)) - ((x3,y3) - (24,y4)) si obtinem

((z1,51) © (22, 42)) © ((w3,43) © (T4,y4)) =
= ((—=21 =1+ 4o, —22 — Y2+ 21)) 0 ((—23 — Y3 + Ya, —T4 — ya + 33)) =
(Tt — Yo+ T2ty — 21 — (T +Ys — 23), T3+ Y3 —Ya+ Ta+ys — T3 — (T1 +y1 — Y2)) =
(w3 +y1 — (s +ya — T2), T4 +ya — (21 + Y1 — 2))- (27)

In mod similar procedsm cu ((z1, 1) - (23,43)) - (2, y2) - (4, y4)), avem

((z1,91) © (%3, 93)) © (%2, y2) © (T4, y1)) =
= ((—21 =1 +ys, —a3 —ys + 21)) 0 (=22 — Y2 + Ya, —T4 — Ya + 32)) =
=@ +y—ytrsty— 21— (Tt Y —22), T2+ Y2 —Ya+ Ta+Ya — T2 — (T1+ Y1 —Ys3)) =
(w3 +y1 — (T4 +ya — 2), 24 +y3 — (21 + Y1 — 42))- (28)
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Din (27) si (28) observam ca quasigrupul (G x G, o) este medial.
4. Demonstram ca (G x G, o) este AG-grupoid, adica are loc legea (zy)z = (zy)z. Notam
r=(z1,51),y = (v2,92), 2 = (23, 43), atunci ((z1,41)- (22, ¥2)) - (23, y3) = (23, 43)- (22, y2))-

(21, 1)
Aplicam legea din Teorema 1 pentru ((z1,y1) - (x2,92)) - (x3,y3) $i obtinem

((z1,91) - (w2,9y2)) - (x3,y3) = (—21 — Y1 + Y2, —x2 — Y2 + x1) © (v3,y3) =

=@+ —p+rotyp—r1+y3,—r3—Y3— 21— Y1 +Y2) =
=(y1 +22+ys3,—23 — Y3 — 1 — Y1 + Y2). (29)

In mod similar procedsm cu ((23,y3) - (22, 42)) - (x1,y1), avem
((z3,y3) 0 (22, ¥2)) © (x1,91) = (=23 — Y3 + Y2, —T2 — Y2 + 3) © (71, Y1) =

=(z3+ys—y2+T2+y2— a3+ Y1, —T1 — Y1 — T3 — Y3+ y2) =
=(ys+z2+y1,—21 — Y1 — 3 — Y3 + y2). (30)

Din (29) si (30) observam ca quasigrupul (G x G, o) este AG-grupoid.
5. Demonstram ca (G x G,o) este AD-grupoid, adica are loc legea x(yz) = z(yz). Notam
x = (x1,91),y = (x2,42), 2 = (3,y3), atunci (z1,y1) - ((22,92) - (23,43)) = (3,43) - (22, 42)-

(z1,91))-
Aplicam legea din Teorema 1 pentru (z1,41) - ((x2,92) - (x3,y3)) si obtinem

(x1,y1) o ((w2,y2) o (x3,y3)) = (z1,y1) o (—x2 — Y2 + Y3, —x3 — Y3 + T2) =

= (-1 —y1 — 23 — Y3 + 22, Y2 + x3 + 71). (31)

In mod similar procedim cu (x3,y3) - ((x2,92) - (x1,41)), avem

(x3,y3) © ((x2,y2) © (z1,41)) = (z3,y3) 0 (—x2 — Y2 + Y1, —x1 — Y1 + X2) =

=(—z3—ys—x1 — Y1+ 22,22+ Y2 — Y1 + 21 + Y1 — X2 + 3) =
= (@1 —y1 — T3 — Y3 + T2, Y2 + 1 + T3). (32)

Din (31) si (32) observam ca quasigrupul (G x G, o) este AD-grupoid.
6. Demonstram ca (G x G,o0) nu este paramedial, adica nu are loc legea zy - 2t = ty - zx.
Notam z = (xla y1)7 Yy = ($’2, y2)7 = (CB?n y3)>t = (1'4> y4)7 atunci ((zla yl) ’ (1’2, y?)) ’ (($37 y3)

(24,94)) = ((x4,94) - (22,92)) - (23, ¥3) - (21, 51))-
Aplicam legea din Teorema 1 pentru ((z1,y1) - (z2,%2)) - ((x3,y3) - (x4,y4)) $i obtinem

((x1,91) o (22, y2)) o ((3,¥3) 0 (T4,9)) =

=((—r2 —yo+ 21, =21 —y1 +¥2)) o (=24 — ya + T3, —73 — Y3 +y1)) =
=(@xg+y—x3+a3+ys—ys— (Totyo—a1), To+ o —1+T1+ 11 —Yo— (T3 +ys —ya)) =
=(@s+ys— (2 +y2— 1), 22+ 11 — (T3 + Y3 — Ya)). (33)
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In mod similar procedim cu (24, y4) - (22, 92)) - ((x3,93) - (x1,91)), avem

((z4,94) © (%2, 92)) © ((x3,y3) © (x1,51)) =
= (=24 —ya+yo, 22—y + za)) o (=23 — Y3 + y1, —21 — Y1 + 73)) =
=@ty —yptrtyp—r— (@ -y +23), sty — ity — a3 — (Tt ys— ) =
= (T2 +ya— (@1 +y1 —23), 21 + Y3 — (T4 + Ys — Y2))- (34)

Din (33) si (34) observam ca quasigrupul (G x G, o) nu este paramedial.
Teorema este demonstrata.

Exemplul 1. Fie (G, +) grup abelian de ordinul 3.

(+)
0

N | =] DO
= OIN| DN

SN ||

2

Examinam (G x G, o), unde operatia ” o ” este definita astfel:

(x1,71) o (w2, y2) = (=21 — Y1 + Y2, —22 — Y2 + 21).

Obtinem un exemplu de quasigrup medial de ordinul 9, neparamedial, AG-quasigrup

si AD-quasigrup.

() lol1]2]3lal5]6]7]8
0o |ofs|7]2]4]6]1]3]8
1 |6]2]4]s8]1]3]7]0]5
2 [3]8|1]5]7][o]4]6]2
3 [7]ols5l6]2]4]8]1]3
4 [4al6l2]3][s]1]5]7]0
5 [1]3]8lols][7]2]4]6
6 |5]7]olal6]2]3]8]1
7 |2]4]6l1]3]8]0]5]7
8 [s]1l3]7]o]5]|6]2]4

In asa mod (G X G, o) este quasigrup medial, neparamedial, AG-quasigrup si AD-quasigrup.
Exemplul 2. Fie (G, +) grup abelian de ordinul 4.

(+)|0]1]2]3
0 |of[1]2]3
1 [1]2]3]0
2 [2]3]0]1
3 [3[0]1]2
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Examinam (G x G, o), unde operatia ” o

7

este definita astfel:

(x1,71) o (w2, y2) = (=21 — Y1 + Y2, —22 — Y2 + 21).

Obtinem exemplu de quasigrup medial de ordinul 16, neparamedial, AG-quasigrup si

AD-quasigrup.

()0 1|23 |4 |56 |7 |89 ]|10]11[12]|13|14]|15
0 O(7 10113} 3|6 |9 (12] 2|5 |8 |15|1 |4 /]11]|14
1 1123 (6 9|15, 2 |5 |8 141411130 | 7 |10
2 8|1 |2 |5 11|14 1|4 ]10(13[]0 |7 |9]|12]3]|6
3 4 11141 | 7]10{13]{0]6 ]9 123 |5 |8 |15 2
4 |13 0| 710123 |6 |9 |15 2 8 (1411 |4 |11
5 9112, 3 |6 | 8|15 2|5 11|14 |1 |4 |10|13|0 |7
6 5| 8|12 |4 |11}14] 1|7 (1013, 0 6|9 ]|12] 3
7 11411140 7 (10133 |6 |9 |12|2 |5 | 8|16
8 10130 | 7|9 |12 3|6 |8 |15 2 1111411 | 4
9 6 (9|12 3|5 |8 |16|2 |4 1114} 1|7 10]13]| 0
10025 |8 |15(1|4 (11140 |7 [|1013| 3|6 ]9 |12
11 (14|11 |4 |11|13|{0 |7 ]10(12|3 |6 |9 |16 2|5 |38
12 | 7110|131 0|6 |9 12| 3 |5 |8 |15 2 |4 |11|14] 2
313169123 |5 |8 15|14 (11,140 ]| 7 ]10]13
14 1152 |5 |8 (1414 |11|13[0 |7 ]10(12] 3|6 |9
5 (11|14 1|4(10({13]0 |79 (123 |6 |8]|15]2]|5

In agsa mod (G x G, o) este quasigrup medial, neparamedial, AG-quasigrup si AD-

quasigrup.

Bibliografie

1.

Belousov V. D. Foundation of the theory of quasigroups and loops. Moscow: Nauka,
1967.

Choban M. M., Kiriyak L. L. The topological quasigroups with multiple identities.
Quasigroups and Related Systems. 9, 2002. p. 19-31.

Bobeica N., Chiriac L. L. On a method of constructing medial and paramedial quasi-
groups. In: The Third Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova
dedicated to the 50 anniversary of the foundation of Institute of Mathematics and
Computer Science IMCS-50, August 19-23, 2014, Chisinau, Republic of Moldova.
p. 18-21.

Chiriac L. L. On Topological Quasigroups and Homogeneous Isotopies. In: Analele
Universitatii din Pitesti, Buletin Stiintific, Seria Matematica si informatica, 9, 2003.
p. 191-196.

Chiriac L. L., Chiriac L. L. Jr, Bobeica N. On topological groupoids and multiple identi-
ties.  In: Buletinul Academiei de Stiinte a RM, Matematica, 1(59), 2009.
p. 67-78.

96



10.

Chiriac L. L. Topological paramedial groupoids with multiple identities. In: The 17
Conference on Applied and Industrial Mathem., Constantza, CAIM-2009, Romania,
2009. p. 28.

Bobeica N. On Paramedial Loops. In: The 17" Conference on Applied and Industrial
Mathem., Constantza, CAIM-2009, Romania, 2009. p. 20.

Bobeica N. Topological Hexagonal Groupoids with Multiple Identities. MITRE-2009,
State University of Moldova, October, 2009. p. 5-6.

Pontrjagin L. S. Neprerivnie gruppi. Moskow: Nauka, 1984.
Chiriac L. L. Topological Algebraic System. Chiginau: Stiinta, 2009.

97



CERCETAREA EXPERIMENTALA A FENOMENELOR
GALVANOMAGNETICE IN ALIAJELE GaSh + Fe
Boris COROLEVSCHI, conf. univ., dr.

Leonid GUTULEAC, conf. univ., dr.

Igor POSTOLACHI, conf. univ., dr.

Pantelei UNTILA, conf. univ., dr.

Universitatea de Stat din Tiraspol
Rezumat. Au fost obtinute aliaje de GaSb cu Fe in diferite proportii. Au fost cercetate experimental
fenomenele galvanomagnetice 1n aceste materiale in intervalul de temperaturi 77 = 300 K. Sunt
prezentate dependentele de temperatura pentru coeficientul Hall, conductivitatea electrica, concentratia si
mobilitatea purtatorilor.

Cuvinte-cheie: semiconductoare, grupul A"’ BY, antimoniul de galiu, efectul Hall, conductivitate
electricd, concentratia si mobilitatea purtatorilor.

EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF GALVANOMAGNETIC
PHENOMENA IN GaSb + Fe ALLOYS

Abstract. GaSb alloys doped with Fe in various proportions are obtained. Galvanomagnetic phenomena
occurring in these materials at 77 + 300 K are investigated experimentally. The temperature dependencies
for the Hall coefficient, electrical conductivity, carrier mobility and concentration are presented.

Keywords: semiconductors, A"/BY group, gallium antimonide, Hall effect, electrical conductivity,

carrier concentration and mobility.

Introducere

Semiconductorii reprezintd o clasa destul de numeroasa de materiale, care au o
importantd deosebitd pentru microelectronica moderna si nu numai. Interesul practic fata
de aceste materialele ramane sporit. Un sir intreg de dispozitive electronice, care se
folosesc in diferite segmente din tehnica comunicatiilor functioneaza in baza
semiconductorilor [1].

Se poate mentiona faptul, cd proprietitile fizice ale materialelor semiconductoare
au fost cercetate mult mai amplu decat cele ale dielectricilor si conductorilor. Aceasta
situatie este determinata in mare masura de faptul, cd In materialele semiconductoare se
poate observa o multime de efecte, care nu se produc in dielectrici si conductori. Anume
acest fapt determind importanta practica a semiconductorilor. Principalul motiv de a
studia semiconductorii este folosirea lor la producerea dispozitivelor semiconductoare si
schemelor integrale. Siliciul se foloseste pe larg la confectionarea celulelor solare si a
fotodiodelor, insd nu poate servi in calitate de sursa efectivd de lumina. In acest scop in
afara concurentei sunt semiconductorii din grupul A"/ BV printre care se poate mentiona
GaSh [2].

Antimoniul de galiu este un compus cu structura directa a benzilor energetice, cu o

latime a benzii interzise de 0,726 eV la temperatura de 300 K. Se produce prin
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intermediul topirii amestecului de Ga si Sb cu un exces de 5 % n containere din cuart.
Dupa aceasta lingoul obtinut se omogenizeaza prin metoda topirii zonale. Se foloseste la
producerea fotodiodelor destinate pentru domeniul infrarosu si a diodelor cu efect tunel.
Pentru modificarea proprietitilor GaSb materialul se poate dopa cu diferite elemente
compatibile [2]. In afard de aceasta, doparea ar putea purifica acest compus, care contine
cantitati sporite de defecte proprii ale retelei. Prezinta interes doparea cu Fe [3], care ar
putea conduce, in particular, la aparitia unor proprietdti magnetice.

Fenomenele galvanomagnetice permit de a obtine informatie utila despre
proprietatile principale ale materialelor semiconductoare cercetate. Se pot determina tipul
conductivitatii electrice, conductivitatea electricd specificd, concentratia si mobilitatea
purtatorilor de curent majoritari. De obicei aceste proprietati se studiaza la diferite

temperaturi. Este interesant de a studia evolutia lor la modificarea temperaturii.

Metode si materiale aplicate

La pregatirea acestei lucrari au fost cercetate experimental proprietatile fizice ale
aliajelor GaSb + Fe cu continutul fierului de 5 %, 10 % si 15 % atomice.

Compusii mentionati mai sus au fost obtinuti prin sinteza aliajelor in containere de
cuart la temperatura de 1100 °C. Apoi materialele obtinute au fost prelucrate termic la
temperatura de 680 °C. In fine a fost folositd metoda topirii zonale, care a permis de a
obtine omogenitate de-a lungul lingourilor.

Din lingourile masive au fost tdiate esantioane in formad de paralelipipede
dreptunghice cu dimensiuni caracteristice 8 X 2 X 4 mm. Esantioanele au fost slefuite cu
praf de diamant in céteva etape. Apoi ele au fost prelucrate chimic. Esantioanele, care
urmau sa fie cercetate experimental, au fost notate conventional F — 5, F — 10si F — 15
(in conformitate cu continutul fierului).

Pentru cercetarea conductivitatii electrice si a efectului Hall s-a folosit metoda
celor patru sonde cu folosirea curentului electric continuu. Pe fetele laterale ale
esantioanelor au fost sudate cate doua perechi de sonde potentiale din cupru. Masurarile
s-au efectuat intr-un camp magnetic exterior cu inductia egald cu 1 T. Esantionul era fixat
intr-un sustinator masiv cu ajutorul a doud blocuri de cupru. Aceste blocuri au servit si in
calitate de contacte pentru curentul electric, care s-a lansat prin esantion.

Sustindtorul cu esantionul fixat pe el s-a introdus in vasul Dewar, care continea
azot lichid. Azotul lichid in fierbere asigura temperatura de 77 K. Dupa vaporizarea
azotului temperatura din criostat creste lent pand la cea a camerei. Masurarile s-au
efectuat in intervalul de temperaturi 77 <+ 300 K. Controlul temperaturii s-a efectuat cu
ajutorul termocuplului din cupru-constantan, care era situat in blocul sustinatorului.

Efectul Hall si conductivitatea electrica s-au cercetat in mod complex. La inceput

pentru masurarea conductivitatii electrice prin esantion s-a lansat curent electric continuu
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si s-au masurat intensitatea acestui curent si tensiunea aplicatd. S-au aplicat tensiuni de
circa 50 mV. Apoi pentru masurarea coeficientului Hall s-a inclus campul magnetic si s-a
mai masurat tensiunea Hall. Masurarile s-au efectuat la diferite valori ale temperaturii din
intervalul mentionat. Masurdrile au fost repetate multiplu pentru a exclude erorile

eventuale.

Rezultate obtinute si discutii

In lucrarea curenti sunt prezentate si puse in discutie rezultatele experimentale
obtinute la cercetarea fenomenelor galvanomagnetice in esantioanele aliajelor GaSbh + Fe
cu continutul fierului de 5%, 10 % si 15 % (respectiv F —5, F —10 si F —15) in
intervalul de temperaturi 77 = 300 K.

25

p—
wn

Conductivitatea electrica specificd, (2 - cm) ™1
[\°)
[—}

100 150 200 250 300
Temperatura, K

Figura 1. Dependenta conductivitatii electrice specifice de temperatura
pentru aliajele GaSb + Fe (aici si in continuare: 1) F-5; 2) F-10; 3) F-15).

S-a stabilit, cd toate aliajele obtinute posedau proprietiti de semiconductori,
conductivitate electricd de tip p (prin intermediul golurilor) si o concentratie relativ mare
a defectelor acceptoare (10'7¢m™2 la temperatura camerei). Aceste concentratii sunt
caracteristice antimoniului de galiu.

In figura 1 sunt prezentate rezultatele cercetarii conductivitatii electrice. Graficele
din aceastd figurd reflectd modificarea conductivitatii specifice (o) pentru cele trei

esantioane la modificarea temperaturii. In fiecare grafic pot fi distinse doua regiuni.
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Prima din ele demonstreaza o crestere brusca a conductivitatii electrice la cresterea
temperaturii. Regiunea aceasta incepe la temperaturi mici si continud pand la circa
160 K, cand conductivitatea electricd atinge o valoare maximald. Se cunoaste, ca
conductivitatea electricd este determinatd de produsul dintre concentratia si mobilitatea
purtatorilor. La cresterea temperaturii concentratia creste, iar in acest interval de
temperaturi creste si mobilitatea. Anume aceste doud cresteri in comun determind
caracterul brusc al maririi conductivittii electrice cu temperatura in prima regiune a
fiecarui grafic.

In cea de-a doua regiune se observi o scidere lentd a conductivititii electrice la
cresterea temperaturii. Regiunea aceasta incepe la temperatura de circa 160 K si continua
pana la temperatura camerei (300 K) (la temperaturi mai mari nu s-au facut masurari,
insd se poate prezice o descrestere in continuare a conductivititii electrice). La
temperaturi mai mari de circa 100 K mobilitatea Tncepe sa scadd, deoarece la astfel de
temperaturi ea este determinatd Tn mare parte de Tmprastierea purtdtorilor pe oscilatiile
acustice ale retelei (cresterea temperaturii conduce la intensificarea acestor oscilatii si
miscarea ordonatd a purtatorilor este Tmpiedicatd mai mult). Aceastd tendintd de
micsorare a mobilitatii intrece tendinta de crestere a concentratiei si din acest motiv
conductivitatea electrica scade.

Daca comparam rezultatele obtinute pentru cele trei esantioane, atunci observam,
ca cresterea cantitatii de fier la dopare conduce la cresterea conductivitatii electrice,
precum era de asteptat. Insid aceasti crestere este foarte mici. Spre exemplu, la
temperatura azotului lichid valorile conductivitatii electrice specifice pentru F — 5,
F—10 si F—15 sunt respectiv 14,3, 14,8 si 15,1 (Q-cm)~!. Iar la temperatura
camerei aceste mirimi au valorile de 21,6, 22,1 si 22,4 (Q - cm) ™! respectiv. Intr-adevir,
raportul acestor valori este destul de mic in comparatie cu raportul cantitatilor de fier
folosite.

In figura 2 sunt prezentate rezultatele cercetirii efectului Hall. Acest efect se
observa in campuri magnetice si constd in aparitia unei diferente de potential transversale
in esantionul parcurs de curent electric continuu (cdmpul magnetic exterior este
perpendicular pe directia curentului). El permite de a stabili semnul sarcinii purtdtorilor
majoritari si de a face concluzie despre concentratia lor. Acest fenomen este descris
cantitativ de tensiunea Hall, care poate fi masurata. Apoi se calculeaza coeficientul Hall
(Ry), care depinde de natura si starea materialului cercetat.

Cele trei dependente din figura 2 descriu variatia coeficientului Hall pentru cele
trei esantioane la variatia temperaturii. In toate aceste grafice se produce o micsorare a
acestui coeficient odatd cu cresterea temperaturii. O asa scddere este obisnuitd pentru
materialele semiconductoare si este determinata de cresterea numarului de purtatori liberi

pe contul ionizarii impuritatilor si al cresterii energiei oscilatiilor termice ale retelei.
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Figura 2. Dependenta coeficientului Hall de temperatura pentru
aliajele GaSbh + Fe.

La temperaturi mici (pand la 100 K) se observa o scddere bruscd a coeficientului
Hall, iar la temperaturi mai mari (peste 150 K) scaderea este mult mai lentd. Asa
dependente sunt specifice pentru aceste intervale de temperaturi. La temperaturi mici se
manifestd impuritdtile, care se ionizeaza destul de intens, iar la temperaturi mari
impuritatile sunt deja epuizate si tempoul scaderii coeficientului Hall se micsoreaza,
deoarece ionizarea atomilor de baza ai retelei este mult mai lentd. Se poate presupune, ca
temperatura de epuizare a impuritatilor are valoare din intervalul 100 + 120 K.

Comparand rezultatele obtinute pentru cele trei esantioane se poate observa, ca
cele trei grafice sunt situate foarte aproape unul de altul. Deci, cresterea cantitatii de fier
la dopare conduce la 0 micsorare nesemnificativad a coeficientului Hall.

Cunoasterea coeficientului Hall permite de a calcula concentratia purtdtorilor
majoritari:

1

e'Ry’

p —_—

unde e este sarcina elementara.
In figura 3 sunt prezentate rezultatele calculelor concentratiei golurilor pentru
diferite temperaturi. Cele trei linii din aceastd diagramd descriu variatia concentratiei
pentru cele trei esantioane la variatia temperaturii. In toate aceste grafice se manifesta o

crestere a concentratiei odata cu cresterea temperaturii.
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Din nou se observa, ca cresterea cantitatii de fier folosit la doparea esantioanelor
examinate modificd foarte putin concentratia. Ea creste foarte slab la cresterea
concentratiei fierului. Spre exemplu, la temperatura azotului lichid valorile concentratiei
pentru F—5, F—10 si F — 15 sunt respectiv 5,1, 5,2 si 5,3-10®-cm™3. Iar la
temperatura camerei aceste mirimi au valorile de 23,0, 23,2 si 23,3-10%.cm™3
respectiv.

Avand la dispozitie rezultatele masurarilor conductivitatii electrice specifice si ale

coeficientului Hall, s-au calculat mobilitatile golurilor pentru diferite temperaturi:

U=o-Ry.

N
=]

o
(9]

—
(=]

Concentratia golurilor, 10 - ¢cm™3

100 150 200 250 300
Temperatura, K

Figura 3. Dependenta concentratiei golurilor de temperatura
in aliajele GaSb + Fe.

In figura 4 sunt prezentate dependentele mobilititilor de temperaturd pentru cele
trei esantioane. Toate aceste dependente ne prezinta o scddere a mobilitatii la cresterea
temperaturii. Astfel de dependente sunt caracteristice pentru GaSb in intervalul de
temperaturi cercetat. Mobilitatea este determinatd in aceste conditii, in fond, de
impristierea golurilor de catre fononii acustici ai retelei. In conformitate cu teoria acestui
mecanism de Tmprastiere, descresterea mobilitatii cu temperatura se produce dupa legea:

u~T=3/2,

Dupa cum se poate observa din aceasta figura, cele trei grafice aproape ca se
suprapun. Deci, mobilitatile golurilor in cele trei esantioane sunt practic aceleasi. Marirea
cantitatii de fier folosit la dopare nu modifica esential mobilitatea.
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Figura 4. Dependenta mobilitatii golurilor de temperatura in
aliajele GaSh + Fe.

Concluzii

Rezultatele obtinute la cercetarea fenomenelor galvanomagnetice in antimoniul de
galiu dopat cu fier in concentratii relativ mari (5 = 15 % atomice) au permis de a stabili,
ca modificarea cantitétii de fier folosit la dopare nu a condus la o schimbare esentiald a
proprietatilor acestui material. Conductivitatea electrica specifici a materialului,
concentratia si mobilitatea golurilor nu au variat semnificativ la variatia cantitdtii de
dopant. Se poate presupune, ca nu tot fierul folosit a reusit sa se instaleze in retea. O parte
din dopant nu a fost acceptata la formarea retelei cristaline. Cu alte cuvinte, pentru fier
existd o limitd de solubilitate in GaSh. Cantitatile mici de fier se dizolva in totalmente si
atomii se includ 1n retea, iar cantitatile mari — numai partial. Pentru verificarea acestei

ipoteze trebuie de cercetat si esantioane cu alte concentratii de dopare.
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Rezumat. In prezenta lucrare se cerceteaza dezvoltarea durabild a agentilor adaptivi pentru identificarea
intruziunilor 1n sistemele si retelele informationale fiind structurata in: introducere; dezvoltarea durabila a
agentilor adaptivi la identificarea intruziunilor in retele informationale; procesul de integrare a agentilor
adaptivi la identificarea intruziunilor in retele informationale; monitorizarea si analiza activitatii agentilor
adaptivi in retele informationale; concluzii si bibliografie.

Cuvinte cheie: identificarea intruziunilor, sisteme si retele informationale, dezvoltare durabila, societate
informationald, economie digitald, securitate informationald, Sisteme de Detectie si Prevenire a
Intruziunilor.

SUSTAINABLE DEVELOPMENT OF ADAPTIVE AGENTS FOR THE
IDENTIFICATION OF INTRUSIONS IN SYSTEMS
AND INFORMATION NETWORKS

Abstract. In the present paper is researching sustainable development of adaptive agents to identify
intrusion in systems and information network and it is structured in: introduction; sustainable
development of adaptive agents to identify intrusion in information network; integration of adaptive
agents to identify intrusion in information network; monitoring and analysis activities of adaptive agents
in information network; conclusions and bibliography.

Keywords: identify intrusions; systems and information network; sustainable development; information

society; digital economy; information security; Intrusion Detection-Prevention Systems.

Introducere
In conditiile modificdrii tehnologiei informationale, globalizarii mediului

informational si cresterii explozive a fluxului informational devine tot mai evident rolul
securitatii informationale. In acest sens, continutul lucrariii aduce in atentie si deschide
noi oportunitdti de abordare a unor idei si perspective de dezvoltare durabila a sistemelor
informatice, propune solutii realiste §i viabile in masura sd asigure identificarea
intruziunilor in sisteme si retele informationale.

Identificarea intruziunilor este o problemd actuala majora cu care se confrunta
societatea electronica, care se refera la asigurarea integritatii, confidentialitatii si
suplimentare, de acces neautorizat la date sau chiar frauda pentru care organizatiile
trebuie sa implementeze noi masuri de control si protectie potrivita atacurilor din ce in ce
mai sofisticate la nivel de retea si nivel de aplicatie [2, 5].

Este important ca organizatiile sd constientizeze riscurile asociate cu utilizarea
tehnologiei si gestionarea informatiilor, sd abordeze pozitiv acest subiect printr-o

constientizare Tn randul angajatilor a importantei securitatii informatiilor, Intelegerea
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tipologiei amenintarilor, riscurilor si vulnerabilitatilor specifice mediilor informatizate si
aplicarea practicilor de control [1, 3, 4, 6 — 14].

In Republica Moldova exista mai multe institutii implicate in procesul de detectare
si 1dentificare a intruziunilor in sisteme si retele informationale, fiecare cu atributiile si
responsabilitdtile sale: Serviciul de Informatii si Securitate, Ministerul Afacerilor Interne,
Procuratura, Ministerul Tehnologii Informatiilor si Comunicatiei, Centrul de
Telecomunicatii Speciale, Centru National de Protectie a Datelor cu Caracter Personal
[15, 16].

Societatea informaticd integreaza obiectivele dezvoltarii durabile, bazatd pe
dreptate sociala si egalitate a sanselor, protectie ecologicd, libertate, diversitate culturala
si dezvoltare inovativa, restructurarea industriei si a mediului de afaceri.

Schimbarile majore din ultimii ani - cresterea exponentiala a comunicatiilor
mobile si a utilizatorilor de Internet, contributia sectorului Tehnologiei Informatiei si
Comunicatiilor (TIC) la cresterea economicd si la crearea locurilor de munca,
restructurarea/reingineria companiilor si a business-ului in general pentru a beneficia mai
eficient de noile tehnologii, dezvoltarea acceleratd a comertului electronic - sustin
tranzitia de la era industriald la cea post-industriala, trecerea la ,,noua economie”.

Noile tehnologii digitale fac ca accesul, stocarea si transmiterea informatiei sa fie
din ce in ce mai facile si mai accesibile ca tarife. Dispunand de informatia digitala,
aceasta poate fi transformatd In noi valori economice si sociale, creand imense
oportunitati pentru dezvoltarea de noi produse si servicii. Informatia devine resursa-cheie
si factor de productie pentru economia digitala.

Incepand cu anii '90 penetrarea rapida a calculatoarelor personale (PC), evolutia
tehnologiilor software, dezvoltarea explozivd a retelelor de comunicatie de date si a
serviciilor bazate pe Internet au produs schimbari profunde la scara mondiala.

Comertul electronic la scarda globald, inter-companii (de tip ,business-to-
business”) a atins in anul 2016 valoarea de 844 miliarde euro si se estimeaza sd ajunga la
12.869 miliarde euro in 2017, adica cu o rata de crestere anuala de 73% .

Aceste evolutii s-au datorat in mare masurd atdt progreselor tehnologice cat si
promovarii unor politici noi privind privatizarea si promovarea competitiei pe piata TIC,
noilor reglementari tehnice si juridice in domeniu, noilor strategii nationale §i regionale
de dezvoltare a societatii informatice. Toate tdrile dezvoltate si-au elaborat si
implementat politici guvernamentale sustinute privind cercetarea, dezvoltarea si
adoptarea noilor tehnologii, consolidarea infrastructurilor informationale nationale,
formarea si atragerea de specialisti in domeniul TIC (inclusiv din alte tari), educarea
populatiei adulte, cooperarea cu sectorul privat si incurajarea investitiilor in aceasta noua
ramurd economicd, promovarea de proiecte guvernamentale menite sd demonstreze

utilitatea serviciilor specifice societatii informatice.
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Construirea noului model de societate ridica astfel probleme socio-politice majore
- atat la scard nationald, cat si internationald - de atenuare a fenomenului de excludere de
la beneficiile noilor tehnologii a unor categorii sociale si a unor regiuni/zone geografice
st de coeziune sociald, de conservare si promovare a culturii specifice fiecarei natiuni si
comunitdti locale, de protectie a cetateanului si consumatorului. Solutionarea acestor
probleme nu se poate realiza decat printr-un dialog larg intre autoritatile guvernamentale,
reprezentantii mediului de afaceri, ai mediului academic si societatea civila, atat la nivel
national, regional, cat si global.

Guvernele si institutiile acestora au rolul de a stimula, conduce, controla si
participa activ la acest proces de tranzitie cdtre Societatea Informationald prin programe
de actiune concrete §i prin initierea unui nou cadru de reglementari specifice. Prin noile
legi, norme, standarde si reglementari care vor fi elaborate, se va stimula, pe de o parte,
dezvoltarea noilor servicii specifice Societdtii Informatice (comert si tranzactii
electronice, informatizarea serviciilor publice, accesul cetateanului si agentilor economici
la informatia publica etc.), iar pe de altd parte, se vor asigura regulile etice de a munci si
trai intr-un nou tip de societate (protectia vietii private si a datelor personale,
confidentialitatea tranzactiilor, protectia consumatorului etc.).

La randul sau, comunitatea de afaceri din domeniul tehnologiilor informatiei si
comunicatiilor ofera produse si servicii de Tnalt nivel tehnologic, accesibile ca preturi si
tarife. Totodata se formeazd o noua culturd a competitivitatii agentilor economici din
toate sectoarele in noul tip de economie, economia digitald. Prin complexitatea
fenomenelor pe care le implica dezvoltarea societatii informationale, prin necesitatea
formarii unei noi culturi a cunoasterii §i a invatarii in conditiile utilizarii noilor tehnologii
a cercetdrii-dezvoltarii 1 inovarii tehnologice, participarea activa a comunitdtii
academice (institutii de cercetare, de educatie si de culturd) devine de asemenea esentiala.

Societatea civila are de asemenea atat un rol proactiv prin formularea de cerinte si
prioritati privind modul de utilizare al noilor tehnologii in folosul intregii societati, cat si
reactiv fata de politicile si reglementarile guvernamentale. Aceste roluri pot fi exercitate
atat la nivel de grup (organizatii non guvernamentale, asociatii profesionale etc.), cat si la
nivel individual. Drepturile cetdteanului si consumatorului in societatea informationala au

noi dimensiuni si se pot manifesta sub noi forme.

Dezvoltarea durabild a agentilor adaptivi la identificarea intruziunilor in retele
informationale

Etapa actuald de dezvoltare a Republicii Moldova se caracterizeaza prin
dezvoltarea si raspandirea rapidd a tehnologiilor informationale, prin rolul avansat al
domeniului informational, ce include totalitatea informatiei, infrastructurii tehnologiei
informatiei si comunicatiilor (TIC), institutiilor care prelucreazd informatia si a

sistemului ce reglementeaza relatiile sociale aparute in acest context.
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Fiind o parte importanta si indispensabild a vietii societatii moderne, domeniul
informational influenteaza activ asupra stdrii componentelor de stat, sociale, militare,
economice si a altor componente ale securitatii nationale. Totodatd, securitatea nationala
depinde considerabil de asigurarea securititii informationale a persoanei, societdtii si
statului.

Pe parcursul ultimilor ani a crescut semnificativ necesitatea unei abordari
complexe si eficiente a procesului de asigurare a securitatii spatiului informational
national, inclusiv al infrastructurii critice nationale, de asigurare si protectie a informatiei
atribuite la secret de stat, de prevenire §i combatere a crimelor informationale,
extremismului i terorismului in spatiul informational.

Importanta problemei a fost conturatd in Conceptia securitatii nationale si
Strategia securitatii nationale a Republicii Moldova, care, stabilind obiectivele sistemului
de securitate nationald, au reflectat atat amenintdrile din domeniul tehnologiilor
informationale, cat si asigurarea securitatii informationale.

Adoptarea Conceptiei este determinatd de necesitatea protectiei intereselor
persoanelor, societatii, statului in domeniul informational, importanta pericolelor
securitatii informationale n societatea modernda, de necesitatea mentinerii unui echilibru
intre interesele persoanelor, societatii, statului pentru asigurarea securitatii
informationale.

Perfectionarea bazei normative in domeniul dat este determinatd de elaborarea si
consolidarea normativd a anumitor drepturi §i obligatiuni ale statului, institutiilor
administratiei publice, persoanelor cu functii de raspundere, organizatiilor care asigura
securitatea informationald, mecanismelor de realizare a drepturilor si obligatiunilor date.
Consolidarea acestora va permite sistematizarea relatiilor sociale privind asigurarea
securitatii informationale, inlaturarea incertitudinilor si limitelor discretionare 1in
domeniul dat.

Echipele de raspuns la incidente de securitate exista in toatd lumea pentru a ajuta
utilizatorii sa reactioneze la atacurile indreptate asupra echipamentelor IT, indiferent de
tehnologia utilizatda sau din ce organizatie face parte utilizatorul respectiv. Multe
organizatii au echipe interne de rdaspuns la incidente al cdror scop este tratarea
incidentelor din punctul de vedere al institutiei respective pentru a proteja utilizatorii
si/sau clientii sai. Guvernele nationale organizeaza echipe de raspuns la incidente de
securitate la nivel de tard, pentru a contracara atacuri masive si specializate asupra
cetatenilor, a companiilor si a infrastructurilor de importantd nationald - unele dintre
acestea critice pentru o buna existenta si functionare a societatii. Doua exemple de astfel
de atacuri sunt atacurile de tip distribuit asupra serviciilor (Distributed Denial of Service -
DDoS) si atacurile de tip ,,phishing”.

Serviciul Trusted-Introducer a fost infiintat in Europa 1n anul 2000 pentru a facilita

colaborarea intre astfel de echipe de raspuns si, prin urmare, pentru a creste nivelul de
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securitate prin raspunsul mai rapid la atacurile in desfasurare si a amenintarilor de tip
nou. TI asigura o baza de incredere, cu servicii aditionale specializate pentru toate
echipele de raspuns la incidente de securitate. De asemenea, TI administreazd o baza de
date cu informatii despre astfel de echipe existente si oferd o imagine de ansamblu
actualizatd asupra nivelului lor demonstrat de maturitate si abilitate. Pentru garantarea
acestor informatii a fost conceput un mecanism de acreditare si certificare bazat pe cele
mai bune practici dezvoltate si testate de-a lungul timpului 1n cadrul aceleeasi comunitati
TL

Pentru indeplinirea obiectivelor sale, acest serviciu, asigura tuturor utilizatorilor
sdi accesul gratuit la o baza de date cu echipele de raspuns. Aceastd baza de date contine
informatii despre toate echipele de raspuns cunoscute si inregistrate care sunt acceptate
de comunitatea Trusted-Introducer. Putem caduta in aceastd baza de date echipa sau
echipele adecvate in functie de tipul echipei, tara unde activeaza si statutul in cadrul TI.

In Republica Moldova, existd doua astfel de echipe de rispuns la incidente de

securitate: www.cert.gov.md si www.cert.acad.md (www.cert.md). Denumirea CERT

vine de la Echipd de raspuns la incidentele legate de securitatea calculatoarelor
(Computer Emergency Response Team) ce reprezintd o echipa de experti in securitatea
informationald, a cdrei sarcind este sa raspunda la incidente ce tin de securitatea
sistemelor informationale. Acesta asigurd serviciile necesare pentru gestionarea
incidentelor si sprijinirea beneficiarilor lor in recuperarea de pe urma incalcarilor de
securitate.

In vederea executirii prevederilor Hotdrarii Guvernului Nr. 746 din 18.08.2010
,Cu privire la aprobarea Planului Individual de Actiuni al Parteneriatului Republica
Moldova — NATO actualizat”, in cadrul Tntreprinderii de Stat ,,Centrul de telecomunicatii
speciale” a fost creat Centrul pentru Securitatea Ciberneticd - CERT-GOV-MD [vezi si
15, 16].

Misiunea Centrului pentru Securitatea Ciberneticd este de a sustine societatea
moldoveneasca in protejarea impotriva incidentelor IT. CERT-GOV-MD va fi punctul
central de raportare si coordonare privind incidentele de securitate in sistemele de
comunicatii si informatice aflate in administrarea Intreprinderii de Stat ,,Centrul de
telecomunicatii speciale”. CERT-GOV-MD va facilita schimbul de informatii privind
incidentele IT intre organizatiile din societate si va disemina informatiile legate de noi
probleme, care ar putea impiedica functionarea sistemelor IT guvernamentale. Totodata,
CERT-GOV-MD asigurd informatii $i consultantd privind masuri pro-active, precum
compilarea §i completarea statisticilor.

CERT-GOV-MD a fost creat pentru a asista beneficiarii in utilizarea sistemelor
informationale si de telecomunicatii ale autoritatilor administratiet publice in
implementarea masurilor pro active si reactive in vederea reducerii riscurilor de incidente

a securitatii IT si acordarea asistentei in reactionarea la incidente. Centrul, de asemenea,
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examineaza incidentele aparute in retelele Moldovenesti si care sunt raportate de catre
cetateni si institutii din Republica Moldova, precum si celor din strdinatate.

Centrul de expertiza si securitate pe internet MD-CERT - este un centru de
expertizd a securitatii pe internet, situat la RENAM, (Asociatia Nationald Educatie si
Cercetare din Republica Moldova). Centrul dat studiaza vulnerabilitati web, cerceteaza
schimbarile pe termen lung in sistemele de retea si contribuie la dezvoltarea, informarea
si instruirea cu scopul imbunatatirii securitatii.

MD-CERT este un proiect necomercial fiind inregistratd oficial la CSIRT
(Computer Security Incident Response Team) si este angajatd in colectarea si analizarea
faptelor de incidente informatice, in ceea ce priveste resursele de retea situate pe teritoriul
Republicii Moldova. MD-CERT garanteazad confidentialitatea tuturor informatiilor
trimise cu privire la incidente.

Sistemele informatice si retelele de calculatoare din cadrul organizatiilor tot mai
des sunt atacate §i securitatea este minima, ceea ce duce la mari probleme atat
organizatiilor cat si clientilor acestor organizatii. In urma acestor atacuri informationale
datele confidentiale sunt deteriorate, modificate sau chiar sterse.

Din aceasta cauza mediul de afaceri are nevoie pentru a proteja resursele sale. Dar
din pacate cele mai dese incidente de securitate a informatiei au loc in interiorul

organizatiei, din cauza nerespectarii masurilor de securitate.

Procesul de integrare a agentilor adaptivi de identificare a intruziunilor in retele
informationale

Conceptele agentilor adaptivi sant totalitatea masurilor, politicilor si principiilor
luate in ansamblu pentru a spori nivelul de securitate in vederea protejarii sistemului sau
retelei din care face parte o structurd sau o organizatie.

Trei concepte importante referitoare la securitatea in retea sunt: confidentialitatea,
integritatea $i disponibilitatea.

Confidentialitatea se referd la ideea ca informatia trebuie sa fie accesatd doar de
persoanele autorizate in a face aceasta, altcineva avand interzis accesul la aceste date.
Cand informatia este cititd sau copiatd de cdtre cineva neautorizat, rezultatul este
cunoscut ca pierdere a confidentialitatii. Uneori confidentialitatea este critica, in cazul
informatiilor private, date secrete, coduri bancare, etc.

Integritatea constd in faptul cd informatia este primita identic dupa cum a fost
trimisd, adica datele nu au fost interceptate sau modificate in timpul transferului.
Informatia poate fi corupta daca se afla intr-o retea nesecurizatd, iar in cazurile cand ea
este modificata neautorizat, aceasta se numeste o pierdere a integritatii, ceea ce Tnseamna
ca informatia a fost modificatd din cauza erorilor intimplatoare a personalului sau datele
au fost interceptate de persoane neautorizate. Integritatea datelor poate fi foarte

importanta in cazul datelor financiare, transferurilor de fonduri, etc.

110



Informatia, de asemenea, poate fi inaccesibild, chiar dacd se afld in reteaua
necesard, facand persoanele autorizate sd ramand fara acces la datele de care au nevoie,
acest fapt numindu-se pierdere a disponibilitatii. Un astfel de exemplu este atunci cand
un utilizator nu poate accesa o retea sau un anumit serviciu, cel mai probabil suferind in
urma unui atac de tipul Denia of Service.

Ca concepte distincte care trateaza problema securitatii deosebim:
» securitatea bazata pe mai multe nivele — security in depth;
» securitatea implementata inca din faza de proiectare — security by design.

Pentru a reduce riscurile de securitate in utilizarea si administrarea sistemelor IT,
cea mai bund strategie este cea pe ansamblu (security in depth). Aceasta presupune
evaluarea pe ansamblu a infrastructurii IT si clasificarea expunerii la riscuri de securitate.
Pentru fiecare dintre riscurile identificate trebuie realizate planuri de masuri, fie pentru
reducerea expunerii la acele riscuri (mitigation), fie pentru reducerea impactului odata ce
riscul s-a produs (contingency).

La polul opus se afla abordarea punctuala (limitatd in a oferi protectie doar la un
anumit nivel), a implementarii unui sistem specific de securitate, de exemplu antivirus
sau detectarea accesului neautorizat (Intrusion Detection Systems — IDS). Desi aceste
sisteme sunt foarte utile in cadrul ariei specifice de aplicabilitate, aceasta abordare lasa
descoperite alte zone cu posibile brese de securitate.

Un sistem de detectie al intruziunilor - IDS (Intrusion Detection System)
reprezintd un echipament (sau o aplicatie) care monitorizeaza activitatile retelei si/sau
sistemului cdutand activitati malitioase sau violari ale politicilor.

Detectia intruziunilor este procesul de monitorizare a evenimentelor care au loc
intr-un sistem sau o retea de calculatoare si analiza lor pentru a detecta posibile incidente
care sunt violdri sau amenintari iminente de violare a politicilor de securitate, a politicilor
de utilizare acceptate sau a practicilor standard de securitate. Prevenirea intruziunilor este
procesul prin care se desfasoara detectia intruziunilor si incercarea de inlaturare a
posibilelor incidente detectate. Sistemele de detectie si prevenire ale intruziunilor - IDPS
(Intrusion Detection-Prevention Systems) au ca scop principal identificarea posibilelor
incidente, inregistrarea informatiilor despre ele, incercarea de inlaturare a incidentelor si
raportarea citre administratorii de securitate. In plus, organizatiile pot folosi IDPS-urile si
pentru alte scopuri: identificarea problemelor legate de politicile de securitate,
documentarea amenintarilor existente si descurajarea indivizilor in a Incélca politicile de
securitate.

Pentru a avea o abordare de ansamblu, trebuie pornit de la lucrurile elementare:
uniformitatea infrastructurii din punct de vedere al sistemelor utilizate, administrarea
centralizatd, mentinerea la zi a sistemelor din punct de vedere al patch-urilor si fix-urilor

(pentru sistemele de operare si aplicatiile instalate), aplicarea unor configurari standard
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de securitate pe toate serverele si statiile de lucru, in functie de rolul functional al
acestora precum si realizarea unor proceduri standard de utilizare si administrare.

Studiile aratd ca in medie 90% din bresele de securitate identificate nu sunt
datorate problemelor tehnologice ci instalarii si configurdrii necorespunzatoare sau
datoritd nerespectarii unor proceduri de utilizare si administrare a sistemului. In multe
cazuri, aceste proceduri nici nu existd. Trebuie deci sa privim problema pe ansamblu,
adresand tehnologia, oamenii §i procedurile interne ale organizatiei.

Conceptul de ,,security by design” este foarte bun atunci cand posibilitatile de
implementare sunt justificate. De multe ori totusi acest concept impune unele restrictii
care limiteaza foarte mult utilizarea sa in arii diferite, metoda fiind utilizatd in zone
speciale, foarte specializate (zone cu statut de importantd majord, ca de exemplu, retelele
de calculatoare care controleaza traficul aerian, laboratoare de cercetare, etc.), zone in
care accesul prin definitie este foarte restrictiv.

Acest concept aplicat la ,,nivel software” genereaza un principiu de functionare al
aplicatiei cu restrictii foarte clare — care de multe ori din cauza acestor limitari devine in
scurt timp nefezabil.

e XEN LD :
Netwark Infrastructure Galeway

Farchwan Lagia AM782008 ) Rowter | Firswall § NAT

SEH Sener [ WEN

DHCP Server

AT Wireless Access Point

]
=ET é Samba NT File Sarver
|
Secure FTF Sarver
Frint Servar
i - H ISGS| %
N —— =) HORR DNS Server
1E E—
e = == 2 SAN -iSCSI
41U i —— .
== = Web Serser [ Secure
au = == . Astarisk VolP Sarvice
1E 5
%' 1 Prirtes Diomain Controller § SME
44U |
1 Mail Server § Pops [/

Sitch HNAT/RouterFirawall Gateway

Wabmail / Database Swr
‘% | I—ul N—E g

/

Figura 1. Exemplu de utilizare al conceptului de ,,security by design” la nivel IT

Pentru a exemplifica acest concept la nivel de aplicatie (software) sa presupunem
ca se citeste de catre o aplicatie un sir de caractere care ar trebui sa reprezinte un nume.
Daca se limiteaza prin definitie ca acel nume sd contind numai caractere alfabetice (litere

mici si/sau mari) vor fi persoane care se vor simti ofensate ca nu pot introduce nume de
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tipul ,,bestdyou” sau diferite caractere gen /.$%@, etc. in acest caz acel program
ajungand sa-si piardd din start unii utilizatori mai pretentiosi. Totusi meritd semnalat
faptul ca implementarea unei astfel de metode este foarte binevenita in unele cazuri cand
netratarea corespunzatoare a unei astfel de secvente citite poate genera probleme de tipul
,buffer overflow” generand aparitia unor brese de securitate ce pot fi utilizate in scopuri
malefice (cazul cand se folosesc caractere speciale ce pot ascunde informatii tratate
distinct, de exemplu, daca se accepta introducerea unei secvente ,,%n” se poate interpreta
ca ,,salt la linie noua” de cétre o functie de afisare generand in acel caz o posibila eroare,
cel putin la nivel estetic — ca forma de prezentare).

»In-depth security” sau ,,defence in depth” este un principiu bazat pe mai multe

,straturi” de securitate in vederea protejarii sistemului sau retelei din care face parte.
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Figura 2. Evidentierea conceptului de ,,Security in depth”

Trebuie sd se inteleagd ca nu conteazd cat de bun este fiecare ,strat” — privit
singular, existd cineva mai destept, cu resurse materiale si temporale suficiente incat sa
treaca de ,strat”-ul dat. Acesta este motivul pentru care practicile uzuale de securitate
sugereaza existenta mai multor nivele de securitate sau pe scurt ,,in-depth security”.

Ca o regula de bazd (nivele minime de securitate instalate) se sugereaza
urmatoarele produse:

» firewall — o bariera protectiva intre calculator, reteaua interna si lumea din jur.
Traficul din interior si spre exterior este filtrat, restrictionat, blocand eventualele
transmisii nenecesare. Folosind reguli stricte de acces la nivel de aplicatii si utilizatori, se

poate imbunatati substantial securitatea sistemului si a retelei locale;

113


mailto:/.$%25@

» antivirus — un software instalat cu scopul clar de a te proteja de virusi, viermi
si alte coduri malitioase. Majoritatea aplicatiilor antivirus monitorizeaza traficul in
fiecare moment, scanand in timp ce se navigheazd pe Internet sau scanand mesajele
primite pe mail (cu tot cu atasamente) si periodic oferind posibilitatea rularii unei scandri
la nivelul intregului sistem in cautarea de cod malitios;

» intrusion detection system (IDS) si Intrusion Prevention System (IPS o
varianta mai speciala a IDS) — un dispozitiv sau o aplicatie folosit(a) pentru a inspecta
intregul trafic dintr-o retea si de a trimite mesaje de alerta utilizatorului sau
administratorului sistemului cu privire la incerciri neautorizate de acces. In functie de
metodele utilizate IDS-ul poate ramine la stadiul de a alerta utilizatori. Tehnologia VPN
oferd asemenea conexiuni private, separand datele in ,,tuneluri”. In acest mod, o retea
privatd poate fi creatd prin retele publice cum ar fi Internetul, folosind protocoale ca
Generic Routing Incapsulation (GRE) sau Layer 2 Tunneling Protocol, pe scurt L2TP.

Pentru a oferi protectia datelor pe care le transportd, echipamentele hardware si
software VPN sustin tehnologia de criptare. Tot traficul care circuld printr-un tunel intre
doua puncte intr-un VPN este criptat.

Uneori, separarea datelor folosind tehnologii de tunneling ofera confidentialitate

eficientd, de exemplu in cadrul retelei locale. Deseori insa, cerintele suplimentare de
confidentialitate necesita protectie mai mare, de exemplu prin folosirea unor tehnologii
sau protocoale de criptare digitale ca [PSec.
IPSec. 1PSec, sau protocolul de securitate IP, este un cadru de standarde deschise pentru
asigurarea comunicatiilor private securizate pe Internet. [PSec asigura confidentialitatea,
integritatea i autenticitatea comunicatiilor de date prin retea publica, fiind o componenta
tehnica cheie pentru o solutie de securitate totala.

Acest protocol poate rezolva amenintdrile de securitate din infrastructura de retea,
farda a cere modificari costisitoare ale gazdei si aplicatiilor. [PSec oferd criptare si
autentificare la nivelul de retea IP. Deoarece pachetele criptate aratd ca pachete IP
obisnuite, ele pot fi redirectionate usor catre o retea IP, ca Internetul, exact ca pachetele
IP obisnuite. Singurele dispozitive care cunosc criptarea sunt punctele finale. IPSec
utilizeaza diferite tehnologii existente, cum sunt criptarea DES si certificatele digitale.
Criptare si decriptare. Tehnologia de criptare asigurd ca mesajele sa nu fie interceptate
sau citite de altcineva decat destinatarul autorizat.

Criptarea este utilizata pentru a proteja date care sunt transportate prin retea
publica, si foloseste algoritmi matematici avansati pentru a cifra mesajele si documentele
atasate. Existd mai multe tipuri de algoritmi de criptare, dar unii sunt mai siguri decat
altii. In cei mai multi algoritmi, datele originale sunt criptate utilizind o anumita cheie de
criptare, iar computerul destinatar sau utilizatorul pot descifra mesajul folosind o cheie de

decriptare specifica.
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Figura 3. IDS la nivel software si hardware
Aplicarea conceptelor enumerate mai sus reduce in mare parte amenintarile la care
sunt supuse sistemele informationale a retelelor IP si sporeste semnificativ nivelul de
securitate astfel incat totalitatea informatiilor de diferite categorii sa fie pastratd in
structura de retea.

Monitorizarea si analiza activititii agentilor adaptivi in retele informationale
Identificarea intruziunilor in sisteme si retele informationale a devenit una din

componentele majore ale securitdtii informationale. Analistii acestui concept au sesizat o

contradictie Intre nevoia de comunicatii i conectivitate, pe de o parte, si necesitatea
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asigurarii confidentialitatii, integritatii si autenticitdtii informatiilor, pe de altd parte.
Domeniul relativ nou al identificarii intruziunilor cautd solutii tehnice pentru rezolvarea
acestei contradictii aparente. Viteza si eficienta comunicatiilor ,instantanee” de
documente si mesaje conferd numeroase atacuri actului decizional intr-o societate
modernd, bazati pe economie concurentiali. Insi utilizarea serviciilor de postd
electronica, web, transfer de fonduri, etc. se bazeaza pe un sentiment, deseori fals, de
securitate a comunicatiilor, care poate transforma potentialele castiguri generate de
accesul rapid la informatii, In pierderi majore, cauzate de furtul de date sau de inserarea
de date false sau denaturate.

In loc de a ne focaliza numai pe un anumit tip de securizare, este important si
intelegem ca o solutie completd de identificare a intruziunilor in retelele informationale
este necesara institutiei pentru a-si proteja datele si resursele informationale. Aceasta
solutie trebuie sd includa autentificare si autorizare, confidentialitatea datelor si
securizarea perimetrului.

Studierea materialelor si practicii de pana acum din domeniul identificarii
intruziunilor in sistemele si retelele informationale aratd ca metodele tehnice si programul
de aplicare a principiilor securitdtii informationale sunt bine documentate si este foarte
greu de ales vre-un domeniu unde aceste metode nu sunt subiectul unei carti sau articol.

Pastrarea datelor a devenit o problema tot mai importanta atat datorita faptului ca
se manipuleaza un volum tot mai mare de date, dar si modului de accesare al acestor
informatii care trebuie sa fie rapid, eficient, optim din punct de vedere al raportului timp,
accesare/valoare a informatiei. Nu in ultimul rand, datele stocate trebuie sa fie protejate
astfel incat sa se asigure o securitate adecvata in ceea ce priveste persoanele care au acces
la ele, dar si din punct de vedere al concordantei cu legislatia privind securitatea si
protectia informatiilor si datelor cu caracter clasificat, utilizarea procedurilor de raspuns
la incidente de securitate ciberneticd si stabilirea responsabililor pentru astfel de
activitati.

Existd numeroase directii de cercetare in domeniul identificarii intruziunilor in
sisteme si retele informationale, si mai ales In ceea ce priveste estimarea de stare. Trebuie
avute in vedere beneficiile introducerii tehnologiilor avansate de protectie a sistemului
informatic: IDS/IPS, solutii antimalware de tip enterprise, criptare fisiere si conexiuni,
acces la distanta prin VPN si capacitatile acestora de a trata erorile de topologie aparute

in sistem.

Concluzii
Modelul societatii viitorului - Societatea Informaticdi a pus in fata Uniunii

Europene probleme de maximd prioritate §i urgentd: crearea unui nou cadru de

reglementari, promovarea unei noi culturi si a spiritului Intreprinzator in afaceri,
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obtinerea pozitiei de lider in noile tehnologii, educarea si instruirea cetatenilor,
implementarea unor noi metode de a face afaceri.

In acest context Uniunea Europeani, prin organismele sale politice si executive a
actionat incepand din anul 1993 printr-o serie de decizii strategice si programe, cel mai
recent document strategic fiind e-Europe - O Societate Informatica pentru toti. Comisia
Europeana a luat aceasta initiativa prin adoptarea Comunicarii ,,e-Europe an information
Society for All” la 8 decembrie 1999, prin care se propune accelerarea implementarii
tehnologiilor digitale in Europa si asigurarea competentelor necesare pentru utilizarea
acestora pe scara largd. Aceasta initiativd are un rol central in agenda reinnoirii
economico-sociale pe care si-o propune UE, constituind totodata elementul cheie pentru
modernizarea economiei europene, pentru tranzitia la noua economie bazata pe
cunoastere in perspectiva anului 2020.

Aplicarea tehnologiilor digitale precum si implimentarea agentilor adaptivi de
identificare a intruziunilor in sisitemele si retelele informationale a devenit un factor
vital. Desi Europa este lider tehnologic in multe domenii (de exemplu, comunicatii
mobile, televiziune digitald, extinderea retelelor informationale), in altele - in special in
utilizarea Internetului a ramas in urma comparativ cu S.U.A. si Canada.

In consecinti initiativa e-Europe isi propune si aducd Europa in situatia de a
beneficia din plin de avantajele economiei digitale, de a valorifica la maxim prioritatile
sale tehnologice, de a-si creste potentialul educational si antreprenorial necesar.

Obiectivele cheie sunt:

- asigurarea comunicarii on-line pentru fiecare locuinta, scoald, intreprindere §i
institutie din administratia publica;

- crearea culturii digitale §i antreprenoriale a Europei, de care sa beneficieze
investitorii dinamici, care vor finanta §i dezvolta aceste idei noi;

- asigurarea principiului conform caruia tranzitia la era digitald sa fie un proces
care sd includa intreaga societate, sd asigure increderea consumatorilor §i sd
intdreascad coieziunea sociald.

Pentru implementarea acestor obiective a fost adoptat planul de actiune e-Europe
(Feira, 2000), actualizat in 2006, la Sevilia (prin planul de actiune e-Europe 2005). Planul
de actiuni e-Europe contine o serie de actiuni pentru asigurarea accesului ieftin, sigur si
rapid la Internet, pentru asigurarea resurselor umane capabile sa dezvolte si sa utilizeze
noile tehnologii si pentru stimularea utilizarii Internet-ului la nivel european. Progresele
importante ale tarilor membre UE au permis definirea unui nou plan de actiune avand ca
orizont, care se va baza pe progresele tehnologice din domeniul comunicatiilor in banda
larga si al multi-platformelor de acces, mizand totodata pe sinergia dintre dezvoltarea
infrastructurii de banda larga si industria de servicii TI de continut digital.

Obiectivele e-Europe sunt de maxima importantd nu numai pentru tarile membre

UE, ci si pentru tarile din Europa Centrala si de Est candidate la aderare. Ritmurile de
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dezvoltare si utilizare a TIC 1in toate sectoarele economico-sociale vor influenta in mod
direct ritmul procesului de integrare europeand si vor oferi totodatd noi oportunitdti de
depasire a dificultatilor intampinate de tarile in plin proces de reformd. Conferinta
ministeriala a tarilor din Europa Centrald si de Est, organizatd sub patronajul si cu
participarea Comisiei Europene a decis elaborarea unui Plan de actiune e-Europe pentru
tarile in curs de aderare, complementar cu cel al tarilor membre UE, dar convergent ca
obiective. Fatd de obiectivele si actiunile prevazute pentru tarile UE, planul e-Europe
contine un obiectiv suplimentar, care se referd la accelerarea asigurdrii elementelor
fundamentale pentru Societatea Informatica in tarile candidate la aderare, prin

.....

e-Europe necesitd o angajare politicad sustinuta din partea tarilor candidate.
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SISTEME DIFERENTIALE CUBICE CU FOCAR SLAB SI CU O DREAPTA
INVARIANTA REALA DE MULTIPLICITATE
ALGEBRICA MAXIMALA
Alexandru SUBA, prof. univ., dr. hab.
Silvia TURUTA, doctorand
Institutul de Matematica si Informatica al ASM

Universitatea de Stat din Tiraspol
Rezumat. In lucrarea de fata se arati ci in multimea sistemelor cubice de ecuatii diferentiale cu focar
slab multiplicitatea algebrica maximala a unei drepte invariante afine si reale este egald cu patru. Astfel
de clase de sisteme sunt trei. Pentru fiecare dintre aceste clase este rezolvata problema centrului.
Cuvinte cheie: sistem diferential cubic, dreapta invarianta, multiplicitate algebrica, problema centrului.

CUBIC DIFFERENTIAL SYSTEMS WITH A WEAK FOCUS AND A REAL
INVARIANT STRAIGHT LINE OF MAXIMAL
ALGEBRAIC MULTIPLICITY

Abstract. In this article, we show that in the set of all cubic systems of differential equations with a weak
focus the maximal algebraic multiplicity of an invariant affine and real straight line is four. There are
three classes of these systems. For each of these classes the problem of center is solved.

Keywords: cubic differential system, invariant straight line , algebraic multiplicity, center problem.

1. Introducere

Consideram sistemul polinomial de ecuatii diferentiale
dx

== P(x,y), % =Q(x,y), ng(P, Q) =1, (D

P,Q € Rlx, y] si campul vectorial X = P(x, y) aa_x +Q(x,y) % asociat sistemului (1). Cu
gcd(P, Q) s-a notat cel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q.

Fie n = max{deg(P),deg(Q)}. Dacdi n =2 (n =3), atunci sistemul (1) se
numeste patratic (cubic).

Vom spune cé curba f(x,y) =0, f € C[x,y] (functia f = exp (ﬁ) ;g,h € Clx,y))

este o curba algebrica invarianta (un factor exponential) pentru sistemul (1), daca exista
un asa polinom K¢ (x,y) € C[x,y], degK; <n — 1, incat in x si y are loc identitatea

af (x

Y) . of(xy) | — )
“or POoy) + == Q0 y) = f (0 y) - K (%, 9).

Polinomul K(x,y) se numeste cofactorul curbei algebrice invariante (factorului
exponential) f. Dacd m este cel mai mare numar natural astfel ca f™ divide X(f), atunci
se zice cd f are multiplicitatea paraleld egald cu m. In cazul deg(f) = 1, i.e. f(x,y) =
ax + By +vy =0,(a,B) # (0,0), curba f se numeste dreapta invarianta.

Se spune ca curba algebrica invariantd f(x,y) = 0 de gradul d are pentru sistemul
(1) multiplicitatea algebrica egald cu m, daca m este cel mai mare numar natural astfel
cd f™ imparte E,4(X), unde
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1ar vy, Vy, ..., Vj este 0 bazd a multimii polinoamelor de gradul d: C4[x, y] (vezi [6]).
Daca d = 1, adica in cazul dreptelor invariante, putem lua v; = 1,v, = x,v3 = y,
si atunci E; (X) se scrie astfel:
E;(X) = P-X(Q) — Q- X(P).
Polinomul E;(X) are in x si y gradul
dd+1)(d+2)[8+3(d+3)(n—1)]/24
(vezi [19]). In cazul sistemelor cubice (n = 3) si a dreptelor invariante (d = 1) avem
deg(E1(X)) = 8.

O curba algebrica invariantda f = 0 de gradul d a campului vectorial X are
multiplicitatea geometrica egala cu m, daca m este cel mai mare numar natural astfel ca
existd un sir de campuri vectoriale {X, },»; ce tinde catre X si fiecare camp X, ¢ de
acelasi grad ca si X si are m curbe algebrice invariante distincte fq, fr2, ..., frm, de grad
nu mai mare ca d §i care converg catre f cand r tinde la infinit.

Fie D un domeniu din R? si F € C'(D,R) (pe C'(D,R)). Functia F(x,y)

(u(x,y)) se numeste integrala prima (factor integrant) al sistemului (1), dacad in D are loc

identitatea
oF oF
P(xay)a__'_Q(x:y)_E

X oy

ou ou oP 00

Px, )£ A 1C = .
( (e, 7)==+ Ol ) % ( - ]ﬂ(x,y)j
Fie f,..,f, (fr+1 = exp (ﬁri), .., fs = exp (?)) niste curbe algebrice
r+1 S

invariante ale (factori exponentiali ai) lui (1). Daca sistemul (1) are integrala prima
(factor integrant) de forma

FOoy) =B f” (key) == 7). 2)
unde a; €C,j=1,..,s, |a;| + -+ |as| # 0, atunci se spune ci el este Darboux
integrabil (privitor la teoria Darboux referitoare la sistemele polinomiale de ecuatii
diferentiale a se vedea [25]). Darboux [12] a demonstrat ca sistemul (1) ce poseda
impreund cel putin s> n(n+1)/ 2 curbe algebrice invariante si factori exponentiali este
Darboux integrabil.

Usor se poate arita ca functia F(x,y) (u(x,y)) din (2) este pentru sistemul (1) o
integrala prima (un factor integrant), daca si numai daca are loc in x si y identitatea
a1 Ky, + a;Ke, + -+ aKe =0 3)
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(auky, + gk, + -+ oKy +52+ Z—i =0), (4)
unde Kfj, Jj=12,..,s, sunt cofactorii respectivi ai curbelor algebrice invariante fj,j =
1, ..., 1, si ai factorilor exponentiali fj,j =r+1,..,s.

In prezent studiului sistemelor polinomiale cu drepte invariante le sunt dedicate un
numar impundtor de lucrdri stiintifice. Astfel, problema estimatiei numarului de drepte
invariante pe care le poate avea un sistem diferential polinomial este considerata in [2]
unde, in particular, se aratd ca un sistem cubic (n = 3) nedegenerat nu poate avea mai
mult de opt drepte invariante afine. Problema coexistentei dreptelor invariante si a
ciclurilor limita este examinata in {[24]: n = 2}, {[15]: n = 3}, [14].

Clasificarea sistemelor cubice cu un numar maximal de drepte invariante,
enumerandu-se si dreapta de la infinit si tinandu-se cont de multiplicitatile lor, se gaseste
in [16]. Sistemele cubice: cu exact opt si cu exact sapte drepte invariante distincte afine
au fost studiate in [16, 18]; cu drepte invariante de multiplicitate geometrica (paraleld)
totala opt (sapte) — in [3-5] ([33]) si cu sase drepte invariante de doua (trei) directii — in
[20] ([21D).

Familia de sisteme diferentiale cubice cu infinitul degenerat si cu drepte invariante
de multiplicitate paralela totald egald cu sase (cinci) a fost investigata in [22,31,32]. In
[35] s-a ardtat cd in clasa sistemelor cubice multiplicitatea algebrica (geometricad)
maximali a unei drepte invariante afine (a dreptei de la infinit) este egald cu sapte. In
[36] sunt clasificate sistemele cubice cu doud drepte invariante reale si concurente a caror
consecutivitati de multiplicitati sunt maximale.

In lucrarea de fatd sunt examinate sistemele de forma

{ x =y +ax®+cxy + fy* + kx® + mx®y + pxy? + ry3, 5)

y = —(x + gx? + dxy + by? + sx3 + qx*y + nxy? + ly3).
In dependenta de valorile parametrilor sistemului (5) pentru el originea sistemului de
cordonate (0,0) este punct singular ori de tipul centru, ori de tipul focar. Acest punct
singular are radacinile ecuatiei caracteristice pur imaginare si este numit focar slab.
Apare problema determinarii acelor conditii asupra coeficiientilor lui (5) ce ne asigura
existenta centrului in (0,0). Problema data se numeste problema deosebirii centrului de
focar sau, pe scurt, problema centrului.

Conform [17] sistemul (5) are in originea de coordonate (0,0) centru, daca si
numai daca el are intr-o vecinatate a lui (0,0) o integrala prima F (x, y) analitica, i.e. F €
C®. La fel, sistemul (5) are in (0,0) centru, atunci si numai atunci cand el are factor
integrant de forma u(x,y) = 1+ X u;(x,y), p€C®.

Se poate ardta cd existd o asa serie formala F(x,y) = ¥ Fj(x,y) incat derivata ei

o0

in puterea sistemului (5) reprezintd o combinatie liniard a polinoamelor {(x? + y?)/} =2

. dF e . : L
ie. — =X, Li_;(x* + y*)/. Marimile L; j = 1,0, sunt polinoame de coeficientii
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sistemului (5) si se numesc marimile Lyapunov. De exemplu, prima marime Lyapunov
pentru (5) arata astfel

Ly =(—ac+bd + 2bf —cf —2ag +dg +3k—3l+p —q)/4
Sistemul (5) are in originea de coordonate (0,0) centru, dacd si numai dacd toate
mdrimile Lyapunov se anuleaza, adica L; = 0, = 1, 0. In acest caz functia F(x,y) este o
integrala prima a lui (5).

Problema centrului este complet rezolvata pentru sistemul patratic (k =1l =m =
n=p=q=r=s5=0) [13] si pentru sistemul cubic simetric in raport cu originea
sistemului de coordonate (a=b=c=d=f =g =0) [26]. Pentru alte sisteme
diferentiale polinomiale problema data a fost solutionatd doar in unele cazuri particulare
(vezi, de exemplu, [7, 23]).

Coexistenta dreptelor invariante si a punctelor singulare de tip centru a fost
stuadiata
in[7-11].

In aceastd lucrare se va arita ci pentru sistemele cubice (5) ce au o dreapta
invarianta afina si reala de multiplicitatea algebrica patru punctul singular (0,0) e de tip

centru, daca si numai daca se anuleazd prima marime Lyapunov, i.e. L; = 0.

2. Clasificarea sistemelor cubice cu focar slab si o dreapta invarianta afina, reala si
multipla

Fie (1) un sistem diferential cubic (n = 3) pentru care punctul (x,,V,) este
singular (P (xy, V) = Q(x9,V,) = 0) de tipul focar slab, adica radacinile 1, si A, ale
ecuatiei caracteristice A2 — oA+ A=0, unde o = P.(xy,V,) + Qj', (x0,V0) si A=
P (%0, ¥0) @y (%0, ¥o) — P, (%0, ¥0) Qx (%0, ¥o), sunt pur imaginare, i.e. 1,, = Bi, € R",
i? = —1. Cu ajutorul translatiei x = x — Xy, Y = ¥ — ¥o, aducem punctul singular in
originea sistemului de coordonate apoi, prin aplicarea unei transformari centro-afine de
coordonate (x = a;x + by, y = ¢c1x +d,y,a,d; — byc; # 0) si rescalarea timpului
(t - wt,w # 0), scriem sistemul (1) sub forma (5). Mentionam, ca la rotatii (x —
xcos@ + ysing, y = —xsing + ycosp) si la omotetii (x = yx,y =>yy, ¥y #0)
sistemul (5) nu-si schimba forma.

Presupunem cd (5) are o dreaptd invariantd reala f = 0. Cu ajutorul unei
transformari de rotatie a planului de faze xOy si a unei omotetii putem face ca dreapta f
sa fie descrisa de ecuatia x —1 = 0. Atunci, in (5) avem k= —-am=—-1—c¢,p =
—f,r =0, si deci, sistemul (5) se scrie astfel:

x=0-x)ly+ax®*+ (c+ Dxy + fy?),
{y = —(x + gx? + dxy + by? + sx3 + qx*y + nxy? + ly?). ©)

Notam
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0(x,y) = E:CO/G = D, H(0) = 0G0y leer, Hs0) =32 5iHa0) =353 .
unde X este campul vectorial asociat sistemului (6).
Lema 1. Dreapta invarianta x — 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mica
ca 2, daca §i numai daca are loc cel putin una dintre urmatoarele patru serii de conditii
a=0c=-2, f=0; (7)
a=f=1l=0,n=2-b+c¢, s=—g—1, c+2+0; (8)
a=0,l=f,q=(—4+2b—4c+bc—c*—df +2n+cn)/f, s=—g—1; (9)
I=f, n=QRa—-ab+ac+f+fg+fs)/a,
q=(2+a?+c—ad+2g+cg+2s+cs)/a.

(10)
Demonstratie. Pentru ca dreapta invarianta x —1 =0 a sistemului (6) sa aiba
multiplicitatea nu mai mica ca doi este necesar si suficient ca H,(y) = 0. Avem H,(y) =
Hy1 (Y)Hyp(y), unde Hy (y) = 14+ g+s+dy+qy + (b+n)y? +1y>, 5i Hp(y) =
24+a*+c—ad+2g+cg—aq+2s+cs+4ay — 2aby + 2acy + 2fy + 2fgy —
2any + 2fsy + 4y? — 2by? + 4cy? — bcy? + ¢?y? + 2afy? + dfy? — 3aly? —
2ny? — cny? + fqy?* + 4fy3 + 2¢fy3 — 4ly3 — 2cly3 + f?y* — fly*. Dacd H,,(y) =
0, ie. l=0,n=-b,q=-d, s=—-1— g, atunci (6) este degenerat, adica
deg(gcd(P,Q)) > 0.
Usor se verifica, ca in cazul sistemului (6), identitatea H,,(y) = 0, echivalenti cu
sistemul de egalitati
(c+2)1+g+5s)+ala—d—-q)=0,
a(c +2) —an+b)+ f(1 +g +s)=0,
(c + 2)(0 + 2—b—n)+ fQRa+d+ q)-3al=0,
c+2)(f = D=0,
S (- D=0,
are loc daca se verifica cel putin una dintre seriile de conditii (7)—(10).
Lema 2. Dreapta invarianta x — 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mica
ca 3, daca §i numai daca are loc cel putin una dintre urmatoarele opt serii de conditii
a=f=1=0,c=-2, n=-b, s=-1-g; (11)
a=f=1=0b=1d=—q(c+3),g=-2,n=c+1,s=1,q(c+2)# 0; (12)
a=0, b=1, g=Q2d+cd-2f)/f, L=Ff,

n=c+1, q=-d, s=(f-2d-cd)/f, c+-2; (13)
b=1c=-2,f=0,g=ad—-2,l = 0,n=-1,q=a—-d,s =1; (14)
b=1, d=B+c)2+g)/a, f=0, =0, 15
n=1+c¢, q=(@%?*-g-2)/a, s=1, c*—2; (15)
b=1, d=a(3+c)/(2+c), f=0, 1=0, n=1+c, q=a(1+c)/(2 +¢), 16
s=(a?2-(2+c)(1+9))/(2 + ©), a?=(2 + ¢)(2 + 9)#0; (16)
d=(b-1)(C+3)/f, g=(ab—a—2f)/f, (17)

l=f, n=c+1, q=A-b+af)/f, s=1;
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a=(b-1)3B-b+0)/f, q=(b-1)(5-b+2c)-df)/f,
g=(B-b+c)(4-5b+b%+c—bc+df)-2f2)/f% L=f, (18)
n=1+c, s=(f%2+B—-b+c)(-3+3b—-c+bc—df))/f>.

Demonstratie. In fiecare dintre cazurile (7)—(10) vom rezolva in raport cu y identitatea
Hz(y) = 0.

Cazul (7). In conditiile (7) Hs(y) are forma H;(y) = —H,;(y)Hs,(¥), unde
Hy;(y) = 1+ g+ s —by? —ny? — 2ly3. Deoarece H,;(y) £ 0, vom cere ca si aibi
loc identitatea H3, (y) = 0 care ne conduce la seria de conditii (11).

Cazul (8). Polinomul H;(y) arata astfel: H;(y) = (c + 2)yH;,(y), unde
H3,(y) =
—(g+2)({d+q)+(=2d +bd —4q + bq — cq)y? + 2(b — 1)(2 + ¢)y>. In acest caz
identitatea H;(y) = 0 este echivalentd cu identitatea H;,(y) = 0 care are loc in fiecare
dintre urmatoarele doua seturi de conditii:

ayb =1,d = —q(c + 3), g = —-2;

b)b =1,d =0, g = 0.

Seria de conditii (8) Impreuna cu cele din a) ne dau conditiile (12), iar impreuna cu
b) ne conduce la seria de conditii

a=d=f=1=q=0b=1n=1+¢s=-1—g. (19)

Cazul (9). Avem Hy(y) = ~y(2+ ¢ + /) H33(»), unde

Hy;(y) =—(c+2)(g+2)(b—1+n—c—-1)-2f(g+2)(b—1+n—-c—1)y
+[(b—c=3)(B-DB+c)—df)—f*(g+2)
+(n—c—1)(-104+4b—6¢c+bc—c*—df +n—1—c¢)]y?
—2Q2+o)fn—c—1Dy* — f?(n—c—-1)y*
Identitatea H33(y) = 0 are loc daca se verifica cel putin una dintre urmatoarele trei seturi
de conditii:

a) b=1, g=2d+cfd_2f, n=c+1;

_(b-1D(c+3)
b) d = 7 ,

c)b=c+3, g=-2,n=c+1.
Adaugand la ele (9), obtinem respectiv (13) si seriile de conditii:

g=-2,n=c+1;

a=0,d=(b_1>ﬂ,g=—2,l=f,n=c+1,q=1;—b,s=1; (20)
2_
a=0,b=c+3,g=—2,l=f,n=c+1,q=w,s=1. 1)

Cazul (10). In acest caz H;(y) = (a + 2y + ¢y + fy?)Hz,(y)/a?, unde
Hs,(y) = —a ((2 +(B+)R2+g) —ad)+ (s—1D(4+)2+g)+a%—ad +

s—1))+a[2a(ad+(b—c—4)(1+g+s))—2f(2+g)(1+g+s)]y+
[alb—1D(Ba?+2+)1+g+s)+f((g+2)(g+2-3a%—ad) +

124



s—D—-1+2(g+2)—2a*—ad))+a+c)(ad — (c+3)(A+g+5))]y? +
2a(2 + c)(a(b -1 —f(s+g+ 1))y3 + af(a(b -1 —f(s+g+ 1))y4.

Identitatea H3,(y) = 0 are loc daca:
a)b=1c=-2,f=0,g=ad—-2,s=1;
byb=1d=(c+3)(g+2)/a,f=0,s=1;
Ab=1d=a(c+3)/(c+2),f=0,s= (a®> — (c+2)(g+1))/(c+2);
dd=0b-D(c+3)/fg =(b-1)-2f)/f,s=1;
ea=0b-DGB-b+0)/f,s=(B-b+((-1+b)B+0)—df) +f2)/f?

g=(2f2+B-b+)((b—1)(—4+b—c)+df)/f>2
Egalitatile a) —e), Tmpreund cu cele din (10), ne conduc la conditiile (14)-(18),
respectiv.
Mentionam, cd seria de conditii (19) (respectiv (20); (21)) se contine in seria de
conditii (16) (respectiv, (17); (18)).
Lema 3. Dreapta invarianta x — 1 = 0 a sistemului (6) are multiplicitatea nu mai mica

decdt 4, daca si numai daca are loc cel putin una dintre urmatoarele trei serii de conditii

a=f=1l=0,b=2,c=g=n=-2,5=1; (22)
a:d:o,bz1’C=g=—2’l=f’n=—1,q=O,S=1; (23)
—1)2 —_1)2 —_ —_1\2_ 2
a= D% op_y 20D’ _(b-2)b-ni-zf?
d (11:_1)2 (b—l)z {fZ (24)
l=f, n=2b-3, q= 7 , §= 72 .

Demonstratie. Vom cere ca in fiecare dintre seriile de conditii (11)-(18) sa aiba loc in
raport cu y identitatea H,(y) = 0.

Conditiile (11). In aceste conditii H,(y) arata astfel: H,(y) = (d + q)yH,;(y),
unde Hy(y) =2+ g+ (2—b)y? Daca d +q = 0, atunci sistemul {(6), (11)} este
degenerat, iar daca H,, (y) = 0, obtinem seria de conditii (22).

Conditiile (12). In cazul dat H,(y) = —(c + 2)?>y(q + y + 2qy?). Evident,
H,(y) # 0. Prin urmare, dreapta invariantd x = 1 nu poate avea multiplicitatea algebrica
mai mare ca trei.

Conditiile (13). Polinomul H,(y) are forma: Hy(y) = (c + 2 + fy)((c + 2)?d? +
2(c+2)d%fy + f((c +2)(Bd + cd — f) + d*f)y? + 2(c + 2)df?y® + df 3y*) /f2.
Usor se observa, ca H,(y) # 0.

Conditiile (14). Avem H,(y)=a*(-2+d*+3dy)=0 = a=0 =
deg(gcd(P,Q)) > 0.

Conditiile (15). In aceste conditii H,(y) = —(a + 2y + cy)(2a? — (g + 2)(4 +
ct+ g +alc+2-3(g+2)y—2(c+2)(g+2)y?/a 0.

Conditiile (16). Avem
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HO) =(c+2)((g+2)?*+((g+2)(c+3)—c—2)y?) +

a
(—4a — 3ac —ag — acg + 16y — 2a%y + 12cy — 2a’cy + 2¢*y + 12gy

24+c

+ 10cgy + 2c?gy + 4ay? — ac*y?) + 2a(c + 2)y3 # 0.
Conditiile (17). Polinomul H,(y) arata astfel: H,(y) = fiz (a+2y+cy+

fyH)H, (), unde  Hy,(y) = (b—D(—a+ab+2f +cf) —2af? + f((b-
DBa+2f) — flc+2)y—(b—-1D(5+b—-20)fy*+ (b —1Df%y  Deoarece
f # 0, identitatea H,,(y) = 0 are loc atunci $i numai atunci cand au loc egalitdtile a =
0,b =1,c = —2, care, impreuna cu (17), ne dau (23).
Conditiile (18). Polinomul H,(y) are forma: H,(y) = (3 —b+ c+ fy)H,3(y)/
f*, unde
Hi () = fab+ - 1) (fap + (b - 1)((b — 1)(b—2) + fa — 38 + b)) -
(b= 1)*B(f* + (b= 2)(b+ B~ Dy2falb + B~ D(fa+ (b - 1(2b+ B ~3)) -
(b=DBU*+ B —-Db+B -y + f2[fa((b—1)(6b—7) + fa — 58 + 6bB +
B*) = BU? + (b= Db+ P)Iy* + 2f*a2(b — 1) + Bly° + fay*,
unde a =d— (b—1)(c+2)f, f=c—2b+4. In cazul dat identitatea H,(y) =0
este echivalenta cu identitatea H,3(y) = 0, care are loc dacd @ = 8 = 0, adica ¢ = 2b —
4,d = 2(b — 1)?/f. Aceste egalititi, impreuna cu (18), ne dau seria de conditii (24). []
Lema 4. [n clasa sistemelor cubice cu focar slab multiplicitatea maximald a unei drepte
invariante reale nu este mai mare ca 4. Cu exactitatea unei transformari centro-afine si
rescalarea timpului orice sistem cubic cu focar slab si cu o dreapta invarianta de
multiplicitatea 4 poate fi scris sub una dintre urmpatoarele 3 forme:
x=(x—1%, y=—x+2x*—dxy —2y?> —x3 —qx*y + 2xy?, d#0; (25
x=@x-Dylx—fy—-1), y=—x+2x>-y* x> +xy> —fy3, f#0;, (26

w==(x-1)((b-1)2x2+(2b-3) fxy+fy(1+fy))/f,
y=—((b=1)2x2(b+2+x)+(b—1)2fx(2+x)y+f3y3 (27)
+2((x=1)%2x+(b—3x+2bx)y?))/f%, f(b—1)=0.
Demonstratie.In conditiile (22) (respectiv, (23); (24)) sistemul (6) capiti forma (25)
(respectiv, (26); (27)). Pentru fiecare dintre aceste sisteme polinomul E; (X) arata astfel:
E;(X) = (x — D*(A0() + A, (x — 1)). In cazul (25) avem A,(y) = —y(d +q +
(d + 2q)y? — 2y?); in cazul (26): Ay(y) = —f%y*, iar in cazul (27):
A(y) =1 —b—fy)((b—1)*(8b — 5b* + b° — 3f? + bf? — 4)
+(b—1)f(12b — 11b* + 3b> = 5f% + 3bf? — 4)y
+3(b = DfA((b—1)* + fAy* + f2((b = D* + fAy3)/f*

In toate cazurile A,(y) % 0.
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3. Integrabilitatea sistemelor (25), (26) si (27)

Sistemul (25). Acest sistem are dreapta invariantd f; =x —1 =0 si factorii
exponentiali  f, = exp[1/(x —1)], f; =exp[(d+ q+ 2y —2xy)/(x —1)?], f,=
exp[(—d — 4q + 3dx + 6gx + 6y — 6xy)/(x — 1)3], care au respectiv cofactorii
Ke (x,y) = y(x — 1), K, (x,¥) = =y, Kr, (x,¥) = 2(—x + dy + qy + x* + qxy — y?),
K¢, (x,y) = 6(x + qy). Pentru (25) prima mdrime Lyapunov aratd astfel: L; = —2q.
Daca q # 0, atunci (0,0) este focar si sistemul (25) nu este integrabil in (0,0), adica nu
existd o asa vecinatate a lui (0,0) in care (25) ar avea integrald prima analitica (factor
integrant analitic) ce nu depinde de ¢, i.e. de forma F (x,y)(u(x,¥)). In cazul ¢ = 0 din
(4) aflam a; = —6,a, = a3 = 0,2, = d /6, adica

1 d(—d + 3dx + 6y — 6XYy)
exp
(x —1)° [ 6 (x—1)°

este factor integrant pentru {(25), ¢ = 0}, si, prin urmare, in cazul dat punctul singular

pulx,y) =

(0,0) este centru pentru (25).
Sistemul (26). Avem dreapta invarianta f; = x — 1 = 0, factorii exponentiali
2 3 3
_ y _ y _ 2—3x+x°+ fx
fo =exp [m],}%—exp [(Jc——l)Z]’f4_eXp[ =13 ]

si cofactorii

Kr,(x,y) =y(x — fy — 1),K;, (x,y) = —x(x — 1),
K, (x,y) = =2xy,K;, (x,y) = =3y(1 + fy).
Pentru acesti cofactori identitatea (3) are loc dacd a; = 6,a, = 0,a3 = 3, a4, = —2. Asa

dar, sistemul are integrala prima

3 2 2 3
F(x,y) = (x — 1)%exp [4 oxt I :13_31,()3 Ay ]
si deci, in (0,0) avem centru.
Sistemul (27). Sistemul dat are dreapta invariantda f; = x — 1 =0, factorii
exponentiali
—1+b+fy
f2 = exp [

f(—=1+x) I
1
fi =exp [m (3x — 3b%x — 6f%x — 12bx? + 12b%x? + 12f%x? — x3 + 6bx>

1—2b+ b? + 2bfy — 2fxy + f?y? ]

f3 =expl (_1+x)2

— 3b2x3 — 2b3x3 — 6f2x3 — 3fy + 3bfy — 3fx? + 9bfx%y — 6b2fx%y
+ 6f2xy? — 6bf?xy? — 2f3y3)] ,

cofactorii
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si

_ fy+(b-1)*x*+(2b-3)fxy+f*y?
7 )
Kfz (x,y) = f2x+fy—(b—1j)czzx2—fzxz—bfy,
2(=bf2x+(b-D*(fy+x*)+f2x* = f(b=1)*+f*)xy)
7 )
1

f((b—l)fZX+f(b2+2f2—1)y

+((b— 1% + f2)((b — Dx(2bx — x + 4fy) + 2f*y?))
integrala prima F(x,y) = £ 2 f; 2 f,*, unde a; =2((b—1)*+f2), a, =

Kfl (.X', y) —

Kf3 (x' y) =

Kf4(xJ y) =

f(b+1),a; =a, = 1.

Din cele expuse mai sus rezultd urmatoarea teorema.

Teorema 1. Pentru ca punctul singular (0,0) al sistemului diferential cubic (5) ce are o

dreapta invarianta reala de multiplicitatea algebrica patru sa fie de tip centru este

necesar §i suficient ca sa se anuleze prima marime Lyapunov (L, = 0).
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ABORDARI PRIVIND ATENUAREA DEZASTRELOR PRIN UTILIZAREA
RETELELOR PETRI IERARHICE
Inga TITCHIEV, conf. univ., dr.
Universitatea de Stat din Tiraspol

Rezumat. Scopul principal al articolului este axat pe efectuarea cercetarilor teoretice cu aplicabilitate
practica care vor contribui la cresterea nivelului de influenta a stiintei informatice in societatea moderna,
la consolidarea rolului si importantei cetiteanului ca participant activ si beneficiar principal al
transformarilor legate de realizarile de ultima ord in domeniul tehnologiei informatiei si comunicatiilor, la
edificarea societatii bazate pe cunoastere si la sporirea securitatii societatii.

Cuvinte cheie: dezastru, atenuarea dezastrelor, modelare, retele Petri ierarhice.

DISASTER MITIGATION APPROACHES USING HIERARCHICAL
PETRI NETS

Abstract. The main goal of the article is to perform theoretical research with practical applicability that
will contribute to increasing the influence of the computer science in the modern society, to strengthen the
role and importance of the citizen as an active participant and the main beneficiary of the transformations
related to the latest achievements in the field of information and communication technology, building a
knowledge-based society and enhancing society's security.

Keywords: disaster, disaster mitigation, modeling, hierarchical Petri nets.

Introducere

Aceastd cercetare este orientatd spre adaptarea instrumentelor utilizate in
modelarea consecintelor situatiilor extreme (calamitati naturale, catastrofe tehnogene
etc.) si orientate spre asigurarea securitatii cetateanului.

Dezvoltarea tehnologiilor informationale, a retelelor de calculatoare si mijloacelor
de comunicare a contribuit la generarea cu un tempou foarte rapid a instrumentelor ce pot
fi aplicate la prelucrari complexe si dificil de realizat.

Proprietatile si caracteristicile dezastrelor [7] determina necesitatea practica de a
studia varietatea de proprietati, relatii, interactiuni, interdependentele diversilor factori si
cauzele acestor procese periculoase pentru a obtine o abordare de sistem unitara. Astfel
se definesc obiectivele de gestionare si control al situatiei prin prevenirea in timp util
si/sau reducerea la minimum a consecintelor nedorite ale acestora.

Dupa cum a fost mentionat si mai sus in ultimul timp omenirea se confruntd din ce
in ce mai mult cu dezastre [9] de diferitd natura, ceea ce poate duce in cele din urma la
noi accidente si catastrofe. Pentru a analiza si a atenua consecintele acestora, a fost
propus formalismul retelelor Petri de nivel inalt (retele Petri ierarhice).

Formalismul retelelor Petri [6] permite de a reprezenta grafic intuitiv sistemele
modelate si, de asemenea, ofera posibilitatea analizei proprietatilor dinamice ale acestora.
Unul dintre cele mai importante lucruri este faptul cd un model al unui sistem sa

functioneze corect, trebuie determinate 1n principal proprietatile calitative (sau
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comportamentale). Un alt aspect important este Indeplinirea anumitor caracteristici de
performanta (sau proprietati cantitative) asociate.

Materiale si metode aplicate

Dezastrele naturale, catastrofele tehnogene sau dezastrele provocate de oameni pot
aparea zilnic. In timpul acestora oamenii isi expun viata la impactul periculos al mediului
si al factorilor economici. Astfel, problema evacuarii cu succes a persoanelor din cladiri
este una reala si actuala.

Retelele Petri [1] permit verificarea corectitudinii sistemului modelat la faza de
proiectare. Se va examina problema evacuarii persoanelor in timp util din clddirile cu mai
multe etaje.

In [8] au fost analizate si modelate scenariile de evacuare a persoanelor din
incaperi cu un etaj, iar in Figura 1 este ilustrata trecerea de la planul de evacuare la
reprezentarea prin retele Petri a acestuia. Dar in cele mai multe cazuri persoanele

lucreaza in cladiri cu mai multe etaje.

we w Tl

Figura 1. Trecerea de la planul de evacuare la reprezentarea priﬁ retele Petri

Problema evacuarii din acestea este o problemd foarte complicatd si complexa.
Pentru a rezolva aceasta problemd, propunem utilizarea retelelor Petri de nivel inalt
(HLPN). Retelele Petri de nivel inalt [2, 3] oferd un cadru potrivit pentru proiectarea,
specificarea, validarea si verificarea sistemelor complexe cu evenimente discrete. Acestea
suporta definirea datelor si a functionalitatilor, astfel pot fi utilizate structuri de date
complexe pentru a reprezenta punctele (in cazul dat persoanele) si expresii algebrice ca
formule de garda pentru tranzitii (actiunile care au loc in sistem).

Crearea retelelor mari, complexe poate fi o sarcind grea. Dar, similar cu
programarea modulara, constructia retelelor complexe poate fi divizatd in componente
mai mici i se pot utiliza facilitdtile oferite de diferite instrumente pentru crearea asa

numitor tranzitii de substitutie.
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In retelele Petri ierarhice [4] o tranzitie poate reprezenta o intreagi retea, astfel

incat reteaua care contine tranzitia se executd ca si cum logica pe care o reprezintad

tranzitia fizic reprezentd o structurd unitard independenta. O astfel de tranzitie se numeste

o tranzitie de substitutie.

Conceptual, retelele cu tranzitii de substitutie sunt retele cu mai multe nivele de

detaliu — la prima etapa o retea simplificata, care ofera o imagine de ansamblu asupra

sistemelor modelate prin inlocuirea tranzitiilor acestei retele de nivel superior cu pagini

mai detaliate, pot fi aduse tot mai multe detalii modelului.
Relatiile dintre retelele ordinare si HLPN:

Dintr-o retea ierarhica, este usor de construit o retea ordinara (clasicd) echivalenta
s1 vice versa.

retea ierarhica si o retea non - ierarhica echivalenta au exact aceeasi multime de
marcari, pasi si secvente de aparitie ale tranzitiilor.

retea 1erarhicd si o retea echivalentd non-ierarhicd sunt comportamental
echivalente.

Analiza computerizatd cu mai multe instrumente software a demonstrat aproape
acelasi timp de executie atat pentru o retea ierarhica, cat si pentru o retea non-

terarhica echivalenta.

Atuurile retelelor Petri ierarhice:

l.

Retele Petri de nivel 1nalt au o reprezentare grafica intuitiva si o semantica bine
definita care fara ambiguitdti defineste comportamentul fiecarei HLPN retele.
Retele Petri de nivel 1nalt sunt foarte generale si pot fi folosite pentru a descrie o
mare varietate de sisteme diferite.

HLPN-urile au primitive foarte putine, dar puternice, o descriere explicita atat a
scarilor cat si a actiunilor.

Retele Petri de nivel Tnalt sunt stabile fata de modificari minore aduse sistemului
modelat.

Retele Petri de nivel inalt poseda metode formale de analizd ale proprietatilor
retelelor.

Cele mai importante doud metode de analizd cunoscute sunt arborii de acoperire si
tehnica invariantilor. Existd instrumente care suportd construirea, simularea si

analiza formala a acestora.

Definitie 1.0 retea Petri de nivel inalt este o structurda HLPN = (P; T, D; Type; Pre;
Post; M) unde

* P este o multime finita de elemente numite /ocatii.
* T este o multime finita de elemente numite tranzitii (PNT = ;).

* D este o multime finitd nevida de domenii nevide, unde fiecare element al lui D

este un fip.
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* Type: PUT — D este o functie folosita pentru a atribui tipuri locatiilor si pentru a
determina modurile tranzitiilor.

* Pre; Post. TRANS — PPLACE sunt pre si post multimile date de

TRANS = {(t; m) |t €T; m € Type (1)}
PLACE = {(p; g) |p €P; g €Type (g)}

* My e uPLACE este un multiset numit marcarea initiala a retelei.

O marcare a HLPN este un multiset, M € uPLACE.

O tranzitie este posibild relativ la o marcare oarecare sau in mod tranzitie (ca
tranzitie de substitutie). In mod tranzitie de substitutie se alocd valori variabilelor
tranzitiei, care satisfac conditia asociatd acesteia (adicd, conditia de tranzitie este
adevdratd). Variabilele tranzitiei sunt toate acele variabile care apar in expresiile asociate
tranzitiei. Acestea sunt conditiile si adnotarile arcurilor care implicd producerea tranzitiei.

Un multiset finit de moduri de tranzitie, 7 € uTRANS, este posibil la marcarea M
ddaca Pre (Tyu) <M.

O secventa de tranzitii se poate produce ducand la o noud marcare M datd de M =
M - Pre (Ti) + Post (Tu).

In orice cladire, pe fiecare etaj se poate gisi planul de evacuare al acesteia, in
aceste planuri vom nota oddile, usile ca in [1], clddirile cu mai multe etaje modelate prin
retele Petri pot fi organizate in ierarhii de retele ca in Figura 2. Aceasta da nastere unor
retele ierarhice. Desi acestea sunt echivalente cu retele ordinare, pot facilita gestionarea
unor astfel de modele la scara larga.

Sub-net for k floor [ dasrendng @gdecs fam & faar

Sub-net for k-1 floor

® @ ¥

]
[
il
- | MeSrenmng Jadders dom k=T faor
i

Sub-net for EFIIZIIJI'II:l floor

Figura 2. HLPN-ua pentru sistemul de evacuare cu mai multe etaje.

Insia pentru a modela si pentru a obtine rezultate cit mai exacte trebuie de
specificat in retelele care reprezinta etajele restrictiile aditionale, care vor permite
calcularea timpului de evacuare. De asemenea pentru a putea modela cat mai natural
procesul de evacuare a persoanelor pe scari, care se diferentiaza prin faptul ca odata
ajunsi la acestea se formeaza un flux de persoane care stationeaza si pentru evacuarea cu
succes trebuie de luat in calcul regulile de evacuare prezentate mai jos, care vor asigura

deplasarea libera fara restrictii a persoanelor.
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Restrictii aditionale

Densitatea populatiei in odai, Nmax = [ * w * 6.5, [ este lungimea odaii, w este

latimea odaii. Densitatea maximala = 6.5 persoane/m2
N;

(Li+wy)

Functia de transfer, D; = din odaia i, N; — numarul de persoane din odaia i.

Rata de flux 7, = 222l din odaia i este dependenti de rata de flux din odile

wi

anterioare (prin care s-a trecut r;_;).

Reguli de evacuare

Pentru evacuarea cu succes a persoanelor din Incaperi trebuie luate in consideratie

urmatoarele reguli:

(tjr+1) — tr )¢ numarul de persoane sosite la iesire spre scara de la etajul j,
j=1,..,N, N numarul de etaje, t;, timpul de evacuare de la etajul j, ¢;, capacitatea
de evacuare de pe etajul j.

Densitatea maximala a fluxului de persoane care se evacueaza nu trebuie sd intreacd
numarul maximal de persoane care se pot evacua fara restrictii D, .

Contributia fiecdrui etaj j la densitatea fluxului stationar la momentul initial (zero de
timp):

er
9
w *v

H; = h; + t;, * v indltimea etajului, D;, =

unde H;, ndltimea etajului, v este viteza de evacuare, w este latimea scarilor de evacuare.

max4D;} __ . . - - -
Winax =~ latimea maximala a scarilor,

max

unde D; este densitatea fluxului de pe etajul /.

Sub-net for k floor descending ladders from k floor
E Sub-net for k-1 floor ; descending ladders from k -1 floor
| g

___________________________________ ’k:) Exit

Verificarea
proprietatilor

Figura 3. Aplicarea restrictiilor aditionale si a regulilor de evacuare.
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In modul tranzitie pentru sistemul de evacuare din cladirile cu mai multe etaje se
atribuie valori variabilelor tranzitiei, astfel incat asupra retelelor modulare care reprezinta
etajele se aplica restrictiile aditionale, iar asupra cdilor de evacuare (scarilor) se aplica
regulile de evacuare. Prin aplicarea acestor specificatii se pot determina proprietatile
sistemului respectiv astfel Incat sd putem determina atat timpul de evacuare al acestora,
cat si latimea optimald a cailor de evacuare care va asigura evacuarea fard impedimente a

persoanelor din cladirile cu mai multe etaje.

Concluzii

Pentru problema diminudrii consecintelor dezastrelor, a fost propusa metoda
retelelor Petri de nivel Tnalt. Acestea permit modelarea si simularea sistemului care
reprezintd evacuarea de urgentd a persoanelor in caz de dezastru din cladiri cu mai multe
etaje. Prin aceasta metoda este posibila atat modelarea unor astfel de sisteme mari intr-un
mod usor cat si gestionarea modulard a acestora.

Prin HLPNs este posibild modelarea sistemelor mari intr-un mod usor de gestionat
si modular. In special, se poate rezolva problema determinarii structurii si marimii cailor

de evacuare a fluxurilor umane, asigurand evacuarea fara impediment a persoanelor.
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APLICAREA METODEI CELOR MAI MICI PATRATE LA STUDIEREA
CORELATIEI DINTRE FACTORII CLIMATERICI
IN REPUBLICA MOLDOVA

Alina TURCANU, dr.

Universitatea Tehnicd a Moldovei
Rezumat. Lucrarea prezinta modele matematice liniare si neliniare ce estimeaza evolutia proceselor sau
fenomenelor pe baza unor parametri care definesc procesele si fenomenele in vederea realizarii de calcule
si aproximari ale datelor experimentale. Dispunand de o serie de date privind factorii climaterici, se
prezinta analiza rezultatelor dintr-o perioada de 126 ani, abordand metoda celor mai mici patrate.
Cuvinte cheie: metoda celor mai mici patrate, ecuatia de regresie.

APPLYING THE METHOD OF LEAST SQUARES TO THE STUDY OF
CORRELATION BETWEEN CLIMATE FACTORS IN THE REPUBLIC OF
MOLDOVA

Abstract. The paper presents linear and nonlinear mathematical models that estimate the evolution of
processes or phenomena based on parameters that define processes and phenomena in order to achieve
calculations and approximations of experimental data. Featuring a series of climatic factors data, it is
presented a 126-year analysis of the results, approaching the method of least squares.

Keywors: the method of least squares, the regression equation.

1. Introducere

Metoda celor mai mici patrate (MCMMP) este folosita pentru a rezolva cu
aproximare sisteme liniare si neliniare in care numarul de ecuatii este mai mare decat
numarul de necunoscute. MCMMP este folositd des in calcule statistice, in special in
analiza de regresie.

MCMMP poate fi interpretatd ca metoda de potrivire a datelor. Cea mai buna
potrivire in sensul celor mai mici patrate este acel model pentru care suma patratelor
valorilor reziduale este minima, o valoare reziduala fiind diferenta dintre o valoare bazata
pe observatie si o valoare datd de un model. MCMMP corespunde criteriului de risc
maxim dacd erorile experimentale au o repartitie normala si, totodata, poate fi interpretata
ca metoda de estimare a momentelor.

Metoda celor mai mici patrate isi are originile pe tdramul astronomiei si geodeziei,
in incercarea oamenilor de stiinta si a matematicienilor de a oferi solutii de navigatie pe
oceane in timpul erei marilor descoperiri geografice. Descrierea precisa a
comportamentului corpurilor ceresti a fost cheia ce a deschis calea navigatiei pe oceane,
unde marinarii nu mai aveau posibilitatea de a se ghida dupa pozitia uscatului. MCMMP
reprezinta punctul culminant al unor cercetari ce au avut loc in secolul XVIII.

Metoda a fost descrisa pentru prima data de Carl Friedrich Gauss in jurul anului
1794. Matematicianul a pus bazele metodei celor mai mici patrate in 1795, la varsta de 18
ani. O primd demonstratie a puterii metodei lui Gauss a aparut cand a fost folositd la
prezicerea pozitiei viitoare a nou-descoperitului asteroid Ceres. Pe 1 ianuarie 1801,
astronomul Giuseppe Piazzi a descoperit asteroidul Ceres si a reusit sa-i urmareasca
traiectoria timp de 40 de zile, nainte de a-l pierde in stralucirea soarelui. Bazandu-se pe
aceste date, s-a dorit aflarea pozitiei lui Ceres dupa ce va aparea din spatele soarelui, fara
a rezolva complicatele ecuatii neliniare ale lui Kepler privind miscarea planetelor.
Singurele predictii care i-au permis astronomului maghiar Franz Xaver von Zach sa
determine cu succes pozitia lui Ceres au fost cele realizate de Gauss, folosind analiza
MCMMP.
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Gauss a publicat metoda abia in 1809, in volumul doi al operei sale pe tema
mecanicii ceresti, ,, Theoria Motus Corporum Coelestium in sectionibus conicis solem
ambientium”. In 1829, Gauss a putut sa afirme ca apropierea dintre metoda celor mai
mici patrate si analiza de regresie este optima in sensul ca, intr-un model liniar in care
erorile sunt necorelate, au media zero si dispersii egale, cele mai bune estimari liniare
nedeplasate ale coeficientilor sunt estimdrile bazate pe MCMMP. Rezultatul este
cunoscut drept Teorema Gauss-Markov.

In continuare, ne vom referi la situatia regresiei liniare (relatia dintre cele doua
variabile poate fi descrisd printr-o dreaptd in cadrul norului de puncte), parabolice si
cubice. Regresia se leaga foarte mult de conceptul de corelatie. Dacda am avea o corelatie
perfectd, estimarea ar fi extrem de precisa.

Republica Moldova este vulnerabilad la un sir de riscuri naturale cu impact mare
asupra economiei si societdtii. Acestea includ: eroziunile si alunecarile de teren, vanturile
st ploile puternice, secetele indelungate, inundatiile devastatoare si multe altele. Fiind o
tara agrarda, Moldova este afectatd pe tot parcursul anului de diferite fenomene climatice
de risc, care diminueaza adesea puternic productia agricold. De exemplu, uraganele
puternice, seceta excesivd si inundatiile vaste din vara anului 1994 au provocat
numeroase jertfe omenesti (47 de persoane) si pagube materiale economiei nationale,
estimate oficial la peste doua miliarde lei moldovenesti.

Scopul lucrérii a fost de a prezenta cantitatea anuald a precipitatiilor in functie de
temperatura medie anuald a aerului. Pentru realizarea lui s-au folosit date statistice de la
Serviciul Hidrometeorologic de Stat din Moldova.

2. Aproximarea prin metoda celor mai mici patrate
Consideram functia reald f:[a, b] = R, pentru care sunt cunoscute valorile y; =
f(x;) in (n+ 1) puncte distincte x;, i = 0,n, din intervalul [a, b], adicd perechile de
valori
) (X0, ¥0)5 (%1 ¥1); (X2 ¥2)5 -5 (X Y- (D
In cazul general, punctele pot fi oarecare, dar ele sunt, de reguld, echidistante, cu pasul de
discretizare h:
b— . —r
x0=a,xn=b,xi+1—xi=h=Ta,L=0,n—1. (2)
Se cere sa se determine polinomul P,,, grad P,, = m <n, de forma
P,(x) = ¢y + c1x + cx% + - +cyx™, Vx € [a,b], (3)
care sa aproximeze functia f, astfel incit sa fie minimizata suma patratelor diferentelor
dintre valorile aproximate si cele exacte in cele (n+ 1) puncte. Altfel spus, trebuie
rezolvata urmatoarea problema de optimizare:

Po = {Pulming, J=TLIP )l @)
Co--Cn m

Metoda de calcul rezultatd se numeste metoda celor mai mici patrate
(MCMMP) si se utilizeaza atunci cand fie perechile (1) nu sunt cunoscute cu exactitate,
fie n este foarte mare.

Aproximarea functiei f cunoscute sub forma setului de valori (1) printr-un
polinom de forma (3) prin MCMMP este numita in general si regresie polinomiala, cu
particularizarile larg utilizate regresie liniara (m = 1), regresie parabolica (m = 2) si
regresie cubica (m = 3). Aproximarea prin MCMMP poate fi aplicatd insa si altor
functii de aproximare g, diferite de cele polinomiale.
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2.1. Aproximarea polinomiald liniara (m=1) prin MCMMP
Algoritmul MCMMP ([1,2]) se bazeaza pe conditia ca suma patratelor diferentelor
Ay; sa fie minima, unde

Ayi = yi—f(co, €1, Xi), (5)
S = Z(Ayi)z = min. (6)

Indicele fiecarei sume ia valori intregi in intervalul [1, n], » = numarul de valori x;
respectiv yi. Aceastd metoda va fi aplicatd dupa testarea nivelului erorilor si eliminarea
erorilor grosolane.

Dependenta functionald se cauta sub forma y = c,+cyx.

Pentru calculul lui ¢, s1 ¢; avem urmatorul sistem de ecuatii:

{ ncg+c 2 X=XY ;
oI X+, N X2 = T XY, )

unde: n este numarul de cazuri cercetate; y este rezultatul estimat; ¢, este interceptul
(locul pe ordonata unde dreapta de regresie se intersecteaza cu OY, valoarea lui y pentru
x=0); c; este panta de regresie (ne arata cu cat se modifica y atunci cand x creste
(scade) cu o unitate; x este variabila criteriu (cunoscuta).

Calcularea coeficientilor de regresie c,, respectiv ¢;, conduce la realizarea
primului pas din procesul regresiei.

Prin intermediul regresiei se pot face predictii ale unei variabile, in functie de
valoarea alteia. Predictia este procesul de estimare a valorii unei variabile cunoscand
valoarea unei alte variabile.

2.2. Aproximarea polinomialda parabolicia (m=2) prin MCMMP
Functia polinomiald de aproximare parabolica, numitd si regresie parabolica, se
ciutd sub forma y = ¢y + ¢;x + ¢, x2.
Functia J care trebuie minimizata, privitd ca functie de variabilelecy, c;, $§i Cy:
J = Xieo(co + c1x + cox% — y)?. ©))
Pentru minimizarea functiei convexe J este suficient sa fie anulate derivatele sale
partiale, astfel obtinand urméatorul sistem liniar de ecuatii:
(m+Dcg+ e 2X+c, 2 X?>=32Y
XX+ XX? 4+ 2 X3=YXY (9
X X2+ X X3+ XXt =Y X?Y.

2.3. Aproximarea polinomiali cubica (m=3) prin MCMMP
Functia polinomiald de aproximare cubicd, numita si regresie cubica, se cauta sub
forma y = ¢y + ¢;x + ¢,x? + c3x3. Functia ] care trebuie minimizata, privitd ca functie
de variabilelec,, c;, ¢, i C3:
J = X o(co + x4+ cx? + c3x3 — ;)% (10)
Ca i in cazul aproximdrii polinomiale parabolice, pentru determinarea
coeficientilor ¢y, ¢4, ¢, si c3 este necesar de urmatorul sistem liniar de ecuatii:
((n+ Deg+a XX+ 02X+ 2 X3==3Y
XX+ XX+ X X3+ 2 Xt =Y XY
{ CoX X+ X X3+, XX+ XX =Y X?%Y
Lo X X3+ N X +c, X X%+c; X X8 =Y X3Y.

(12)
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3. Metoda celor mai mici patrate la studierea corelatiei dintre temperatura medie

anualia a aerului si cantitatea anuala de precipitatii

In acest paragraf, vom studia corelatia dintre cantitatea anuald de precipitatii si
anul calendaristic. Includem in tabelul de mai jos datele luate de la Serviciul
Hidrometeorologic de Stat, precum si variabilele ajutatoare necesare studiului ([3,4]):

X = Temperatura medie anuald a aerului; Y = cantitatea anuala de

precipitatii, mm.
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n Anul X |Y n Anul X |Y n Anul X Y
1 |1891 |9 430 43 | 1933 7,2 | 460 85 1975 | 9,8 500
2 1892 |91 | 400 44 | 1934 9,9 |520 86 1976 | 8,3 600
3 | 1893 |10 | 440 45 | 1935 9,2 |520 87 1977 | 9,5 470
4 |1894 |85 | 460 46 | 1936 10,3 | 520 88 1978 | 8,7 550
5 | 1895 | 9,8 | 450 47 | 1937 10 | 430 89 1979 | 9,7 680
6 | 1896 |94 | 300 48 | 1938 10,2 | 330 90 1980 | 8,3 710
7 | 1897 |98 | 560 49 | 1939 10,1 | 435 91 1981 | 9,7 560
8 |1898 |98 | 380 50 | 1940 9,5 | 520 92 1982 | 9,8 400
9 [1899 |9,7 | 520 51 | 1941 9,5 | 520 93 1983 | 10,5 565
10 | 1900 | 10,2 | 510 52 | 1942 9,5 | 520 94 1984 | 9,2 660
11 | 1901 | 9,7 | 500 53 | 1943 9,5 | 520 95 1985 | 8 600
12 | 1902 | 8,6 | 380 54 | 1944 9,2 |350 9% 1986 | 9,5 410
13 | 1903 | 9,9 | 510 55 | 1945 8,6 | 440 97 1987 | 8,2 600
14 | 1904 |9 515 56 | 1946 10 | 530 98 1988 |9 650
15 | 1905 | 9,7 | 520 57 | 1947 9,2 | 720 99 1989 | 10,9 500
16 | 1906 | 9,9 | 610 58 | 1948 9,3 | 620 100 | 1990 | 11,3 380
17 | 1907 | 8,4 | 520 59 | 1949 9,8 | 530 101 | 1991 | 9,5 680
18 | 1908 | 8,9 | 420 60 | 1950 10,2 | 400 102 | 1992 | 10,1 430
19 | 1909 | 9,2 | 525 61 | 1951 10,8 | 350 103 | 1993 | 9,5 520
20 | 1910 | 10,2 | 600 62 | 1952 10 | 600 104 | 1994 | 11,3 430
21 (1911 | 9,4 |530 63 | 1953 9,1 | 400 105 | 1995 | 10 700
22 [ 1912 | 8,2 | 910 64 | 1954 8,8 | 560 106 | 1996 | 9,2 710
23 11913 | 9,5 | 440 65 | 1955 9,4 | 710 107 | 1997 | 9,5 610
24 | 1914 | 8,3 | 900 66 | 1956 8,4 | 500 108 | 1998 | 10,2 660
25 | 1915 | 9,5 | 520 67 | 1957 10,1 | 420 109 | 1999 |11 500
26 | 1916 | 9,9 | 500 68 | 1958 10 | 590 110 | 2000 | 11,2 450
27 1917 |10 | 515 69 | 1959 9,5 | 510 111 | 2001 | 10,4 610
28 | 1918 | 9,5 | 520 70 | 1960 10,6 | 520 112 | 2002 | 10,8 600
29 | 1919 |89 | 520 71 | 1961 10,5 | 470 113 | 2003 | 9,8 470
30 | 1920 | 9,5 | 523 72 | 1962 10,1 | 560 114 | 2004 | 10,3 600
311921 |93 | 430 73 | 1963 9,2 | 550 115 | 2005 | 10,5 638
32 11922 |88 | 720 74 | 1964 9,3 | 510 116 | 2006 | 10,2 564
33 11923 | 10,2 | 530 75 | 1965 9 550 117 | 2007 | 12,1 480
34 11924 |9 370 76 | 1966 10,9 | 770 118 | 2008 | 11,3 466
35 | 1925 | 10,5 | 440 77 | 1967 10 | 500 119 | 2009 | 11,4 446
36 | 1926 | 9,5 | 620 78 | 1968 10 | 520 120 | 2010 | 10,6 734
37 | 1927 | 9,7 | 520 79 | 1969 8,7 | 515 121 | 2011 | 10,5 428
3811928 |9 490 80 | 1970 10,1 | 680 122 | 2012 | 11,2 522
39 | 1929 |8 400 81 | 1971 10 | 600 123 | 2013 | 111 531
40 | 1930 | 10,7 | 520 82 | 1972 9,8 | 610 124 | 2014 | 10,9 604
41 (1931 |88 | 520 83 | 1973 9,5 | 400 125 | 2015 | 12 431
42 1932 |9 780 84 | 1974 10,9 | 550 126 | 2016 | 11,2 644
Suma 1226,1 | 66891




n =126 > X’ =118837,13 D> XY = 649270

D X =12261 > X =1183397,67 > X*Y = 6351479,99

DY = 66891 > X° = 11873169,96 > XY = 62612444,32
2 _

D X7 = 1202457 > X° = 120011837,19

3.1 Metoda celor mai mici patrate polinomiald liniara (m=1)

Dependenta functionala se cauta sub forma y = c,+cyx. Sistemul (7) se va scrie:
{ 126 ¢y + 1226,1¢c; = 66891

1226,1cy, + 12024,6c, = 649270.3,
¢, = 701,95, iarc; = —17,58.
Ecuatia de regresie obtinuta este:
y=701,95 -7,58 x. (13)
Avem urmatoarele predictii: pentru temperatura medie anuala a aerului de 11
grade, vom avea cantitatea anuala de precipitatii de 508,57 mm.

3. 2 Metoda celor mai mici patrate polinomiala parabolica (m=2)

Functia polinomiald de aproximare parabolica, numita si regresie parabolica, se
cautd sub forma y = ¢y + ¢;x + ¢c,x?. Sistemul (9) se va scrie:

126¢, + 1226,10 ¢; + 12024,57 ¢, = 66891,00
1226,10¢c, + 12024,57 ¢, + 118837,13 ¢, = 649270,30
12024,57¢c, + 118837,13 ¢; + 1183397,67 ¢, = 6351479,99.
Solutia sistemului: ¢, = 687,35, ¢; = —14,57, iar ¢, = —0,15. Regresia parabolica:
y = 687,35 — 14,57x — 0,15x2. (14)

Respectiv, putem face urmatoarele predictii: pentru temperatura medie anuald a

aerului de 11 grade, vom avea cantitatea anuala de precipitatii de 483,38 mm.

3.3. Metoda celor mai mici patrate polinomialid cubica (m=3)
Functia polinomiala de aproximare cubica (regresie cubicd) are forma:
Y= Co+ x4+ cx? + c3x3.
Sistemul (12) se va scrie:
126¢y + 1226,10 ¢; + 12024,57 ¢, + 118837,13c5; = 66891,00
1226,10¢cy + 12024,57 ¢, + 118837,13 ¢, + 1183397,67¢c3 = 649270,30
12024,57cy, + 118837,13 ¢; + 1183397,67 ¢, + 11873169,96¢c; = 6351479,99
118837,13¢cq + 1183397,67 ¢; + 11873169,96 ¢, + 120011837,2¢3 = 62612444,32.
Solutia sistemului este ¢, = 2450,21, ¢; = —566,86, iar ¢, = 57,03, iar ¢; = —1,96.
Regresia cubica este:
y = 2450,21 — 566,86x + 57,03x% — 1,96x3. (15)
Respectiv, putem face urmatoarele predictii: pentru temperatura medie anuala a
aerului de 11 grade, vom avea cantitatea anuala de precipitatii de 510,5 mm.
Ca i in cazul aproximdrii polinomiale parabolice, pentru determinarea
coeficientilor ¢y, ¢4, ¢, si c3 este necesar de urmatorul sistem liniar de ecuatii:
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Anexa 1. Temperatura medie anuald a Anexa 2. Cantitatea anuala a
aerului in orasul Chisinau. precipitatiilor in orasul Chisinau.

OIS0 0 G0 0 B0 % 50 %0 90 9 90 3 LTI O T O

6. Concluzii

Unul din principalele capitole ale statisticii are in vedere posibilitatea de a face
predictii. Desi nu se gasesc relatii perfecte in lumea reala, prin intermediul regresiei se
pot face prognoze ale unei variabile, in functie de valoarea alteia.

Evident, rezultatele din lucrarea de fatd nu au un caracter determinist, deoarece
temperatura medie anuala a aerului si cantitatea anuala a precipitatiilor mai depind si de
multi alti factori, care nu pot fi luati in consideratie, de exemplu, de poluarea accelerata a
atmosferei, de managementul apelor, tehnologiile de utilizare a terenurilor etc.

Incilzirea globali a climei este considerati nu numai cel mai mare risc meteo-
climatic, dar si cel mai mare risc de mediu, ale carei consecinte negative se rasfrang
asupra tuturor geosferelor Terreli.

Numarul mare al investigatiilor din ultimele decenii, atat in sfera fizica cat si in
cea biologica, si interactiunea lor cu schimbarile climaterice la nivel regional si national
au dat posibilitate de a efectua o evaluare mai largd si mai ferma a interactiunilor dintre
incalzirea observata si consecintele ei.

Principala concluzie este cd asupra multor ecosisteme naturale si artificiale
influenteazd schimbarea regionald a climei, indeosebi cresterea temperaturii si
intensificarea fenomenelor naturale de risc.

Schimbarea temperaturii si cantitdtii de precipitatii va duce la modificarea
perioadelor de vegetatie, regimului higrologic al raurilor, la eroziunea solului, inundatii,
secete §i ploi torentiale extrem de puternice.

Anume facand anumite predictii, putem sa ne dam seama de gravitatea situatiei in
care ne putem afla intr-un moment, pentru a avea posibilitate de a preveni unele fapte si
intampldri, care sunt catastrofale uneori, dacd nu sunt luate masurile necesare la
momentul potrivit.

Bibliografie

1. Piscunov N. S. Calculul diferential si integral. Vol. 1. Chigindu: Ed. Lumina, 1992.

2. Ciumac P. s.a. Teoria probabilitatilor si elemente de statistica matematicd. Chisindu:
Editura ,,Tehnica” UTM, 2003.

3. Hayuno npuknaanoii cnpasoynuk no kiumary CCCP (Monnasckas CCCP), cepus 3.
Muoronetnue nanasie. Yacts 1-6. Beinyck II. Jlenunrpan: I'mapomereosaat, 1990.

4. http://www.meteo.md.

143


http://www.meteo.md/

